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AVANT-PROPOS 


Née au carrefour de l'analyse classique, de la géométrie et de 
l’alsèbre linéaire, l'analyse fonctionnelle généralise les idées et 
méthodes de ces disciplines en dimension infinie. Les mathématiques 
contemporaines n’existeraient pas sans l'analyse fonctionnelle. 
Aujourd'hui ses idées, concepts, méthodes, sa terminologie, ses 
notations, jusqu à son style imprègnent à peu près toutes les branches 
des mathématiques et en font un édifice unique. Récemment encore, 
elle était essentiellement linéaire. Son essor prodigieux, défini en 
premier lieu par les nécessités des équations différentielles, des mé- 
thodes numériques, de la programmation mathématique et d’autres 
domaines des mathématiques, a fait naître à son tour de nouvelles et 
intéressantes branches de l’analyse fonctionnelle non linéaire. Son 
orientation appliquée nettement prononcée a fait de l’analyse fonc- 
tionnelle un outil précieux pour les spécialistes des sciences appli- 
quées et les ingénieurs mathématisants, utilisateurs des méthodes 
mathématiques nouvelles. 

Le présent livre est issu d’un cours d’analyse fonctionnelle pro- 
fessé par l’auteur pendant de longues années d’abord à la Faculté 
de la gestion et des mathématiques appliquées de l’Institut physico- 
technique de Moscou (MFTI), ensuite à l’Institut de l’acier et des 
alliages de Moscou, aux étudiants qui se spécialisent dans l’infor- 
matisation des procédés de la sidérurgie, ce qui a déterminé dans une 
large mesure le contenu de ce livre et les particularités de l’ex posé. 

On a vu paraître, au cours de ces dernières années, beaucoup d'ou- 
vrages excellents consacrés à l’analyse fonctionnelle et à ses appli- 
cations. Or, leur trait commun est que le lecteur est censé posséder 
une formation mathématique solide, équivalente à deux années 
de l’université au moins; de ce fait, ils restent peu accessibles à un 
public plus large intéressé par l’analyse fonctionnelle au point de 
vue des applications. Notre but était précisément de combler dans 
la mesure du possible cette lacune, offrant au lecteur un ouvrage qui 
ne nécessiterait pas de connaissances particulières, par exemple, 
en théorie des fonctions d’une variable réelle, et qui partirait d’un 
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niveau de connaissances mathématiques équivalent à un cours tra- 
ditionnel d'étude lu aux futurs ingénieurs. 

En exposant les notions fondamentales de l’analyse fonction- 
nelle d'aujourd'hui, presque toujours avec les démonstrations com- 
plètes (sans quoi l’étude des mathématiques cesse d’avoir un sens), 
nous avons fait notre possible pour rappeler au lecteur les résultats 
connus de l’analyse classique et des autres disciplines mathématiques 
« scolaires ». À peu près chaque nouvelle notion est suivie d’un 
exemple, d’un problème à résoudre ou d’un exercice illustratif. 
Parfois un exercice surgit au milieu d’une démonstration, d’un 
exemple, d’un raisonnement: nous le faisons exprès, afin d'inciter 
le lecteur à se servir des notions et résultats déjà acquis, à compren- 
dre leur importance pour les applications. La plupart des paragra- 
phes se terminent par une liste de problèmes récapitulatifs, essentiel- 
lement théoriques, parfois assez ardus. 

Passons au contenu du livre. Nous nous sommes délibérément 
bornés aux espaces de Banach, bien que la plupart des notions et 
résultats d'analyse fonctionnelle se laissent généraliser immédiate- 
ment aux espaces métriques et aux espaces vectoriels topologiques. 
Cette autolimitation volontaire vise à épargner au lecteur non averti 
les méandres de la pensée théorique et à lui permettre de se concen- 
trer sur l’essence des idées et méthodes exposées. Il n'empêche que 
les raisonnements développés dans le texte demandent parfois un 
niveau d’abstraction très poussé, surtout dans les cas propices aux 
applications. Remarquons cependant que, les applications de l'ana- 
lyse fonctionnelle faisant l’objet d'ouvrages plus spécialisés que le 
nôtre, la plupart des exemples cités ont un caractère illustratif par 
excellence. Dans un cadre aussi restreint, il n’était guère possible 
d'embrasser toutes les branches existantes de l'analyse fonction- 
nelles admettant des applications intéressantes: c’est ainsi par exem- 
ple que nous avons dû passer sous silence (à peu de chose près) les 
distributions, un sujet largement traité dans la littérature d’aujour- 
d’hui, ou la théorie du degré de l’application de Leray-Schauder dont 
l’exposé aurait exigé des connaissances en topologie. 

L'ouvrage se compose de dix chapitres dont chacun traite tant 
des questions théoriques que des applications. 

Le premier chapitre est réservé aux questions générales de la 
théorie des espaces vectoriels, normés, des espaces de Hilbert et de 
Banach. Nous y envisageons par exemple les rudiments de la théorie 
de l’approximation, le théorème de Baire-Hausdorff, les séries de 
Fourier dans les espaces de Hilbert et de Banach. 

Dans le chapitre II le lecteur trouvera la théorie des espaces de 
Lebesgue et de Sobolev, les théorèmes de la complétion des espaces 
normés et des espaces munis d’un produit scalaire. La théorie de 
l'intégrale de Lebesgue, fondée sur le théorème de la complétion, 
fait l’objet d’un paragraphe indépendant (le $ 2, rédigé avec le con- 
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cours de Mme Sabourova, chargée de cours). Sont décrits les espaces 
de Sobolev avec les théorèmes élémentaires de l'immersion. 

L'objet du chapitre III est la théorie des opérateurs linéaires. 
Les notions d’opérateur continu et d’opérateur borné sont tratées 
pour le cas général d’un opérateur non linéaire. Beaucoup d’atten- 
tion est accordée aux notions importantes d’opérateur inverse et 
d’opérateur continûment inversible. Nous exposons aussi, dans ce 
même chapitre, la théorie des fonctions vectorielles d’une variable 
numérique, les méthodes du petit paramètre, le prolongement par 
rapport au paramètre pour les équations linéaires. Le lecteur y trou- 
vera également les notions d’'opérateur linéaire non borné et fermé, 
ainsi que la démonstration du théorème du graphe fermé de Ba- 
nach, dont une conséquence est le théorème de l’opérateur inverse 
de Banach. 

Le chapitre IV contient le théorème de Hahn-Banach, les notions 
d'espace dual et d’opérateur adjoint, les théorèmes sur les opérateurs 
auto-adjoints, y compris les orthoprojecteurs. On y trouve aussi le 
théorème de Riesz sur la forme générale d’une fonctionnelle linéaire 
dans l’espace de Hilbert. À titre d'application de ce théorème, nous 
démontrons l'existence et l’unicité de la solution généralisée du 
problème de Dirichlet pour l’équation de Poisson. 

Dans le chapitre V sont développées les théories des opérateurs. 
linéaires compacts et normalement résolubles, ainsi que quelques 
variantes élémentaires de la régularisation au sens de À. Tikhonov 
des problèmes mal posés pour des équations linéaires. 

Les fondements de la théorie spectrale des opérateurs linéaires 
font l’objet du chapitre VI. La formule de la décomposition spec- 
trale y est démontrée rigoureusement pour le seul cas d’un opérateur 
auto-adjoint borné. 

Le chapitre VIT contient une description générale des schémas 
abstraits employés pour l’approximation des solutions par la méthode 
aux différences et la méthode de Galerkin. Le lecteur y trouvera 
en outre les rudiments de la théorie des équations différentielles. 
dans les espaces de Banach avec quelques mots sur leur résolution. 

Dans le chapitre VIII sont donnés les éléments d’analyse non 
linéaire, le principe de l'application contractante, la méthode ité- 
rative de Newton et le principe de Schauder. 

Le chapitre IX est une introduction à la théorie des opérateurs 
implicites. On y trouve aussi quelques problèmes relatifs à la rami- 
fication des solutions. 

Le livre se termine par le chapitre X qui décrit les schémas 
abstraits non linéaires, ainsi que la théorie des opérateurs mono- 
tones et quelques notions d'analyse convexe. 

Nous tenons à noter que le $ 4 du chapitre VIII et le $ 2 du cha- 
pitre X ont été rédigés avec la participation de A. Fonarev. Nous. 
avons utilisé en partie — sous une forme modifiée — le cours [211 
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de M. Naïmark et V. Martynov, qui se trouve d'ailleurs tradition- 
nellement à la base de presque tous les cours d’analyse fonction- 
nelle enseignés à MFTI. Beaucoup de problèmes proposés dans le texte 
proviennent justement de l'ouvrage signalé. D’une façon générale, 
il ne serait pas déplacé de souligner ici que les 17 ans de notre colla- 
boration à MFTI en compagnie de nombreux mathématiciens de 
renom et un contact prolongé avec L. Lusternik, membre correspon- 
dant de l’Académie des sciences de l’U.R.S.S., auront marqué d’une 
manière significative la conception des mathématiques chez l’auteur. 

Notre premier but était de faciliter au lecteur le passage à des 
ouvrages plus spécialisés. D'autre part, nous espérons que les ques- 
tions traitées dans ce livre pourront être utilisées non seulement 
pour l’enseignement de l'analyse fonctionnelle mais aussi pour 
différents cours spéciaux. 

L'auteur est reconnaissant au professeur N. Bakhvalov, dont les 
critiques nombreuses et utiles ont servi à améliorer le livre. Notre 
reconnaissance va aux professeurs A. Dézine et S. Pokhojaev, dont 
les remarques et suggestions nous ont été précieuses. 


L'auteur 


CHAPITRE PREMIER 


ESPACES VECTORIELS, ESPACES NORMÉS, 
ESPACES DE BANACH 


S 1. Espaces vectoriels 


1.1. Définition de l’espace vectoriel. La notion d'espace vecto- 
riel est une des notions fondamentales des mathématiques contem- 
poraines. Il est possible de caractériser l’ensemble de tous les veç- 
teurs du plan ou de l’espace à trois dimensions et, ce qui est parti- 
culièrement important, différents ensembles de fonctions (espaces 
fonctionnels) par les mêmes propriétés générales. Conformément au 
principe axiomatique adopté par les mathématiciens, on réunit les 
propriétés générales les plus importantes de façon à obtenir un sys- 
tème d’axiomes propres à définir la notion générale d'espace vec- 
toriel. 


Définition. Un ensemble E d'éléments x, y, z, ... est appelé 
espace vectoriel Si: 

I. À deux éléments quelconques x, y € E correspond un troisième 
élément x — y E€ E, dit somme de x et y. 

IT. A tout élément x € E et à tout nombre (scalaire) À correspond 
un élément àx € E£, dit produit de x par À. 

Ces deux opérations doivent être telles que pour trois éléments 
quelconques x, y, z € E et deux scalaires quelconques À, u il y ait 

Dr +y=y+x; 

29 x + (y +z) = (x + y) +z; 

3° un élément O € E tel que x + 0 = x; 

49 A (pr) = (Au) z; 

50 ex = x, O0-x = 0 (il est à noter que 0 est un scalaire dans le 
premier membre et un élément de l’ensemble Æ dans le second); 

6° À (xz — y) = Àx + W; 

1° (A — u) z = àz + uzr. 


Comme facteurs numériques (scalaires) À, u, . .. dans l’espace 
vectoriel, on prend des nombres réels ou complexes. Dans le premier 
cas, Æ est un espace vectoriel réel, et dans le second, un espace vec- 
toriel complexe. 

Dans tout espace vectoriel Æ, il existe pour tout élément x € E 
un opposé —x, donc aussi l'opération de soustraction d'éléments 
y — x. Posons par définition —x = (—1) x. Alors, en vertu des axio- 
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mes 9° et 7°, on a 
x + (—x) = 1x + (—1):x = 0x = 0. 
Introduisons la notion de différence x — y, 
z — y =z + (—y). 


Citons quelques conséquences élémentaires qui découlent de la défi- 
nition de l’espace vectoriel. 


Corollaire 1. L'élément nul est unique. 


Démonstration. Supposons qu'il existe deux éléments 
nuls 0}, 0, dans £ ; on a alors 0, + 0, = 0,, 0, + 0, = 0, (en vertu 
de l’axiome 3°). D’où 0, = 0, en vertu de l’axiome 1°. 


Corollaire 2. Si àx = ux avec x 0, on a À = hp. 


Démonstration. Ajoutons —px aux deux membres de 
légalité Ax = uz; il vient (À — u) x = 0. Si À = u, on a en vertu 
de l’axiome 4° (À — u) [(A — u) xl = x = 0, contradiction. On 
a donc bien À = u. 


Corollaire 3. Si àx = ày et À 0, on a x = y. 


Démonstration. Ajoutons —Ày aux deux membres de 
l'égalité kr = Ày; il vient À (x — y) = 0. Si à Æ 0, on a x — y = 
= A! [A (x — y) = 0, i.e. x = y. 


1.2. Exemples d’espaces vectoriels. 

Exemple 1. L'ensemble de tous les vecteurs (dans l’espace 
à trois dimensions, dans le plan, sur la droite) est un espace vectoriel. 
Rappelons que l’addition des vecteurs est régie par la règle du paral- 
lélogramme et le produit d’un vecteur x par un nombre réel À est 
un autre vecteur Àx dont la longueur (module) est le produit de À 
par la longueur de x; la direction de Àx se confond avec celle de z; 
le sens est le même si À = 0 et inverse si À < 0. Les axiomes de 
l’espace vectoriel ne sont autres que les propriétés bien connues des 
opérations sur les vecteurs (vérifier!). Il est donc naturel de considé- 
rer les éléments de l’espace vectoriel comme des vecteurs généra- 
lisés et de les appeler vecteurs. 

Exemple 2. Considérons l’ensemble R” de tous les m-uples 
ordonnés, ou colonnes de m nombres réels: 


T = (E) i=1, y = (m:)i=1, Z — COST 


Les nombres E,, ..., Êm seront appelés coordonnées de la colonne. 
Par somme des colonnes x + y, on sous-entendra une colonne dont 
les coordonnées sont les sommes des coordonnées correspondantes des 
colonnes x et y, i.e. x + y = (Ë; + n;)ï=1. Par colonne àz, avec 
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À réel, on entendra une colonne (AẸ;)—1. Le rôle d'élément nul sera 
joué par la colonne 0 = (0){21. Puisque les opérations sur les colon- 
nes se réduisent à des opérations sur les coordonnées et que les coor- 
données sont des nombres réels qui vérifient tous les axiomes de 
l’espace vectoriel par définition, les mêmes axiomes sont valables 
pour les colonnes. Ainsi donc, R™ est un espace vectoriel. 

On considère d’une façon analogue l’ensemble des colonnes de 
nombres complexes muni de la multiplication par des nombres com- 
plexes: on obtient de cette façon un espace vectoriel complexe de 
colonnes. 

Considérons maintenant quelques exemples d'espaces vectoriels 
de fonctions. Commençons par des remarques générales. Soit D 
un ensemble d'éléments quelconques t; supposons qu’à tout t € D 
corresponde un élément <z (t) d’un espace vectoriel Æ, i.e. qu'il 
existe une fonction x = x (t) dont l’ensemble de définition est D 
et l’ensemble des valeurs est inclus dans Æ. Par somme (x +- y) (t) 
de deux fonctions de ce type x (t), y (t) on sous-entend une troisième 
fonction (x + y) (t) = < (t) + y (t). Par produit (Ax) (t) d’une fonc- 
tion z (t) par un nombre À, on sous-entend une fonction (Àx) (t) = 
= Àe (t). 

Dans les exemples qui suivent, on considère des fonctions à va- 
leurs réelles ou complexes, i.e. Æ est la droite réelle ou le plan com- 
plexe. Comme dans l'exemple 2, les opérations sur les fonctions ainsi 
définies se réduisent à des opérations sur des nombres réels ou com- 
plexes. Choisissant telle ou telle classe de fonctions pour un D déter- 
miné, nous voyons se vérifier les axiomes de l'espace vectoriel cha- 
que fois que x + y et Àr appartiennent à la même classe de fonctions 


que x, y. 
Exemple 3. Considérons l’ensemble de tous les polynômes 
de degré <k, x (t) = zo + ait +... + zt, où Zo, j, . . ., Zn 


sont des nombres réels quelconques et t € D = ]—o, +. Puis- 
que le produit d’un polynôme par un nombre réel et la somme de deux 
polynômes sont aussi des polynômes, on obtient un espace vectoriel 
de polynômes. 

On obtient d’une façon analogue un espace vectoriel complexe 
de polynômes de degré <k. Ses éléments z (t) s'écrivent sous la 
forme x (t) = zo + ait +... + xt, Où Zo, Z4, . . …, Zp sont des 
nombres complexes et t est une variable complexe à valeurs dans le 
plan complexe D. 

Exemple 4. Espace des fonctions continues C [a, b]. Soient 
D = [a, b] et x (t), y (t) deux fonctions quelconques continues sur 
fa, bl. Puisque x (t) + y (t) est continue sur [a, b] (somme de deux 
fonctions continues) et que àz (t) est continue elle aussi, C [a, b] 
est un espace vectoriel, qui peut être comme précédemment réel ou 
complexe. 

Exemple 5. Soit C? [a, b] (k entier naturel) un espace de 
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fonctions k fois continûment dérivables. Puisque x (t) € C} [a, b] 
pour z (t)EC*[a, b] et que z(t) + y (t) EC* la, b} pour x (t) 
et y (t) E€ C* La, bl, on conçoit que C* [a, b| est un espace vectoriel. 

Exemple 6. Considérons l’ensemble M mn de toutes les ma- 
trices rectangulaires à m lignes et n colonnes, à éléments scalaires 


[aii Qi ++. in 
Qog Qas ++. on 
CPS RS E 
Ami Am2 =». Amn 
bi big ~.. Din 
b — Ds: Do e.. Dsn 
(0; 5) = ee 
Dmi Dms . o oè Omn 


Introduisons sur M mn les opérations 
(aij) + (bij) = (aij + b;;), À (aiz) = (aij). 
Puisque les opérations sur les matrices se réduisent à des opéra- 
tions sur des nombres, la validité des axiomes est évidente. Si les 
éléments des matrices et les scalaires À sont réels (resp. complexes), 


on obtient un espace vectoriel réel (resp. complexe). 
Nous rencontrerons aussi d’autres exemples d'espaces vectoriels. 


1.3. Famille libre, famille liée. Soit Æ un espace vectoriel. Si 
l 


Lys Los +. td E E, toute somme de la forme È) arts, où ax sont 
k=1 
des nombres, s'appelle combinaison linéaire des éléments x,, x, 
. le 
On dit que les éléments x,, Zə, . . ., x, forment une famille liée 


(ou que ces éléments sont linéairement dépendants) s'ils admettent 
l 


une combinaison linéaire > axtr = 0, où les æ} ne sont pas tous 


k=1 
l j 
nuls (i.e. >, |a, | >0). Si l'égalité D azp = 0 ne peut avoir 
k=1 k=1 
lieu que pour & = @ =... =Q; =Q, on dit que les éléments 
Lys Lo, + + -, à, forment une famille libre (ou qu'ils sont linéairement 
indépendants). 


Exercice 1. Montrer qu’une famille à un élément (vecteur) 
dans l’espace vectoriel est liée si et seulement si l’élément en question 
est nul. Montrer qu’une famille de n vecteurs pour n > 2 est liée 
si et seulement si l’un des vecteurs est une combinaison linéaire des 
n — À autres. 
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On sait que la notion de famille liée de vecteurs généralise celles 
des familles de vecteurs colinéaires et coplanaires. 

Exercice 2. Chercher un a tel que les vecteurs (1, 2, 3), 
(1, 1, Ojet (a, 1, 1) soient coplanaires, i.e. forment une famille liée. 

Exercice 3. Montrer que les fonctions 1, cost, cos? t for- 
ment une famille libre dans C [0, n] et que les fonctions 1, cos 2t, 
cos” t y forment une famille liée. 

Exercice 4. Supposons que les éléments x,, Zə, : .., Im 
de l’espace vectoriel Æ forment une famille libre. Montrer que k 
vecteurs quelconques de la famille en question, 1 < k < m, forment. 
une famille libre eux aussi. 


1.4. Espaces vectoriels de dimension finie et infinie. On dit qu'un 
espace vectoriel est de dimension m s’il admet une famille libre de m 
vecteurs, toutes les familles de m — 1 vecteurs étant liées. 

Exercice 1. Montrer que dans R” (voir l'exemple 2 du 
n° 1.2) les colonnes lp = (ôk Di1, k = 1, 2, ..., m (pı = 1 pour 
k = l, ôpı = 0 pour k Æ l est le symbole de Kronecker) forment une 
famille libre. 

Exercice 2. Montrer que dans R” toute famille de m + 1 
vecteurs est liée. A cet effet, former la matrice des coordonnées de 
ces vecteurs et profiter du fait qu'elle est de rang <m. 

Des exercices 1 et 2 il ressort que R™® est de dimension m. 


Définition 1. Une famille libre de m vecteurs quelconques dans 
l’espace vectoriel Æ de dimension m est appelée base dans £E. 


Choisissons dans l’espace vectoriel Æ de dimension m une base 
{e,}n=1. Soit x € E; puisque E est de dimension m, les vecteurs 


Ej, ĉo, + + + Em, Z forment une famille liée. Il existe alors des sca- 
laires œ,, Go, . . ., Œm, Œm+1 tels que &e] + ae, + see + Amem + 
+ Gm+1X = 0. On a en outre &,,+, = 0, sans quoi les vecteurs e;, 
Es, .. . Em tormeraient une famille liée. On a donc 
t = 61€ + 6209 + se + Emêm) (1) 
` / 
OÙ Ek = —Qk Qmii À —= À, 2, ..., M. 


La représentation (1) d’un vecteur quelconque de l’espace E 
de dimension m s'appelle décomposition du vecteur x par rapport à 
(ou dans) la base {e,}%_1. Les quantités &,, Es, ..., Em sont appe- 
lées coordonnées du vecteur x par rapport à la base {e, }71. 

Exercice 3. Montrer que la représentation (1) d’un vecteur 
est unique, i.e. que les coordonnées de tout vecteur x par rapport 
à la base donnée sont définies d’une façon unique par la donnée de x. 

Exercice 4. Décomposer un vecteur x € R” par rapport 
à la base {e;,}%1 introduite dans l'exercice 1. 

Les espaces vectoriels de dimension finie font l’objet d’une étude 
systématique dans le cours d’algèbre linéaire enseigné à l’école 
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supérieure. Par contre, nous nous occuperons essentiellement à étu- 
dier des espaces vectoriels de dimension infinie. 


Définition 2. On dit que l'espace vectoriel E est de dimension 
infinie si pour tout entier naturel n il existe une famille libre de n 
éléments dans Æ. 


Exercice 5. Montrer que C la, b] est de dimension infinie. 
Considérer la suite de fonctions 1, t, t?, ..., t”, ... et montrer 
que les fonctions 1, t, ..., t” forment une famille libre pour tout 
n entier naturel. Montrer que C? [a, b] est de dimension infinie lui 
aussi. 


1.5. Variétés linéaires et variétés affines. 


Définition 1. Un ensemble E dans un espace vectoriel E s'ap- 
pelle variété linéaire (ensemble linéaire) si pour deux éléments quel- 


conques x, y € E et deux scalaires quelconques À, u la combinaison 


linéaire Àx + uy € È. 


Remarquons que, puisque Æ est une partie de l’espace vecto- 


d 


riel Æ, il ressort de la définition de la variété linéaire que Æ est en 
même temps un espace vectoriel. 
Citons quelques exemples de variétés linéaires. 


Exemple 1. Soit E [a, b] l'espace vectoriel de toutes les 
fonctions réelles définies sur la, b]. Alors C [a, b] est une variété 
linéaire dans Æ [a, b]. Cela ressort du fait connu d'analyse selon 
lequel la combinaison linéaire de deux fonctions continues sur [a, b] 
est encore une fonction continue sur la, bl. 


Exemple 2. L'espace C” [a, bl, k > 1, est une variété liné- 
aire dans l’espace C [a, b], car toute fonction k fois continûment 
dérivable sur [a, b] est continue sur [a, b] et toute combinaison 
linéaire de fonctions de C}? [a, b] est encore une fonction de C} [a. b}. 
(Pourquoi ?) 

Exercice 1. Montrer que C* [a, b] est une variété linéaire 
dans C? [a, b] pour k —1> 0. 


Exercice 2. Montrer que l’ensemble de tous les polynômes 
de degré <m est une variété linéaire de dimension m + 4 dans 
C la, bl. 


Exercice 3. Montrer que l’ensemble de toutes les fonctions 
dans C [a, b} vérifiant les conditions aux limites x (a) = a, x (b) = f 
est une variété linéaire si et seulement si a = p = 0 


Exercice 4. Montrer que l’ensemble des solutions du sys- 
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tème linéaire homogène de m équations à n inconnues 


Aiti F aiala H- .. + + ainn = Q, 
Anti + Ana + ++ + Aonln = Q, 
Amı + amfa + + ++ + Amntn =Q 


est pour n œr une variété linéaire de dimension n — r dans R?, 
où r est le rang de la matrice du système. 

Exercice 5. Montrer que l’ensemble des solutions de l’équa- 
tion différentielle linéaire d'ordre n 


d” dix 


TE ialt) gma Te- Fan (t) x —0 


(où les coefficients a; (t), i = 1, 2, ..., n, sont continus sur la, bl) 
est une variété linéaire de dimension n dans C la, bl. 

La notion de variété linéaire conduit directement à celle de variété 
affine. Introduisons d’abord une notation appropriée. Soit M un 
ensemble dans un espace vectoriel Æ. Désignons par x, + M l'en- 
semble des vecteurs de la forme x, + u dans E, où u parcourt M, 
ou plus brièvement 


Lo + M = {r +} u; uE M}. 


Définition 2. Soient L une variété linéaire dans un espace vec- 
toriel E et xo 6 L. L'ensemble x, + L s'appelle variété affine dans £E. 
Si E est de dimension finie, la dimension de L s'appelle dimension 
de la variété affine x, + L. 

Dans l’espace à trois dimensions, toute droite et tout plan ne 
passant pas par l’origine des coordonnées sont des variétés affines. 

Exercice 6. Montrer que l’ensemble des solutions du sys- 
tème linéaire non homogène de m équations compatibles à n incon- 
nues 


14s 


a;i; £i = fis i == 1, 2, e.. M, 
J 


est une variété affine de dimension n — r dans R”, où r est le rang 
de la matrice du système. 
Exercice 7. Montrer que l’ensemble des solutions de l’équa- 
tion différentielle linéaire avec second membre, d'ordre n 
dan drix 


< ta (t) Gm T ... Fan (t) z= y (t), 


où les coefficients a; (t), i — 1, ..., n, et le second membre y (t) 


sont continus sur [a, bl, est une variété affine de dimension n dans 
C la, b]. 
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1.6. Isomorphisme d’espaces vectoriels. Soient deux espaces 
vectoriels À, X; supposons qu'à tout élément x € X corresponde 
un élément déterminé x € X, i.e. qu'il existe une application x — 
= J (x) définie sur X à valeurs dans X. On dit que les espaces X 


et X sont (linéairement) isomorphes s’il existe une application z = 
= J(x) qui réalise une correspondance linéaire et biunivoque entre 


X et X, i.e. si 

41° J (àx + uy) = AJ (x) + uJ (y) pour deux éléments quel- 
conques x, y € X et deux scalaires quelconques À, u; 

2° J (x) = =J (2) entraîne zı = T3; 


3° pour tout x € X il existe un x € X tel que x x = J (x). 
Citons quelques exemples d'espaces vectoriels isomorphes. 
Exemple 1. Un espace de polynômes à coefficients réels 


m 
de degré <m est isomorphe à R™*, Soit en effet x (t) = À zpt?; 
R=0 


considérons une application J qui à tout polynôme de ce type associe 
une colonne (Zk)k=0 € R™*™!, i.e. telle que J (È Tat? | = (tp). 
k=0 
Exercice. Vérifier que J est une application bijective et 
linéaire. 
Exemple 2. Tout espace vectoriel réel Æ de dimension m 


est isomorphe à R”. 
Choisissons dans Æ une base {e,;}". Alors tout élément x € E 
m 


se laisse mettre d’une façon unique sous la forme z = Ù) Erer (voir 
k=1 
la formule (1) dans le n° 1.4). Posons pour tout z € E 


J (x) = (Ẹr)a=1 E R”. 


Si y = D Mer, On a Àx + uy = > (AEn + ung) ex, i.e. la linéa- 
k=1 k=l 


rité des coordonnées est vérifiée : les coordonnées d’une combinaison 
linéaire de vecteurs sont égales à la même combinaison linéaire des 
coordonnées correspondantes de ces vecteurs. On a donc 


J (Ax + uy) = (MEn + UNa) r=1 = À (Er)k=1 HU (Na)r=1 = AJ (x) + yJ (y). 


La bijectivité de J ressort de l'unicité des coordonnées d’un vec- 
teur dans une base donnée. Ainsi donc, E est isomorphe à R”. 


1.7. Ensembles convexes dans les espaces vectoriels. Soit Æ un 
espace vectoriel. On appelle segment reliant deux points x,, t, EE 
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l'ensemble de tous les points x tels que 
x = (A — t)z, + tza, tETLO, 4l. 


Définition 1. Un ensemble W dans un espace vectoriel Æ est 
dit convexe si tout segment reliant deux points quelconques z1, £a € 
€ W est inclus dans W. 


Exercice 1. Montrer que toute variété linéaire dans Æ est 
un ensemble convexe. 

Exercice 2. Soient W un ensemble convexe et To €E. 
Montrer que l’ensemble x, + W est convexe. Il en ressort en par- 
ticulier que toute variété affine est un ensemble convexe. 

Introduisons la notion de fonctionnelle convexe. Soit donnée 
sur un espace vectoriel Æ une fonction qui à tout x € E fait corres- 
pondre un nombre p (x). On dit alors qu’une fonctionnelle p (x) 
est définie sur Æ. Si toutes les valeurs de p (x) sont réelles, on dit 
que p (x) est une fonctionnelle réelle. 


Définition 2. Une fonctionnelle réelle p (x) est dite convexe 
si pour deux éléments quelconques x,, x, € E et pour tout t € [0, 11 
on a 


p ((4 — t) zı + txa) < (1 — t) p (x) + tp (Ze). 


Les fonctionnelles convexes permettent de construire des en- 
sembles convexes. Soient en effet un élément x, € E et un nombre 
réel c. Considérons l’ensemble 


Q = {2 EE: px —xo) <c}. 


Montrons que Q est convexe. 
Soient en effet x,, zə € Q, i.e. p (x, — xo) < c et p (xs — 2o) < 
<c; on a alors pour tout t € [0, 1] 


p (A — t) 21 + tza — 23) = p (A — t) (tı — Zo) + t (£2 — Lo) < 

< (1 — t) p (ti — 2o) + tp (£a — 2o) < (1 — t) c + te =c. 
Par conséquent, Q contient non seulement x, et x, mais aussi le seg- 
ment qui relie x, à x, i.e. Q est convexe. 


Exercice 3. Soient p (x) une fonctionnelle convexe, rọ un 
vecteur, c un nombre réel. Démontrer la convexité de l’ensemble 


Q = {xE X: pr — 2) <c}. 


Exercice 4. Montrer que l'intersection d'un nombre quel- 
conque d'ensembles convexes est un ensemble convexe. 


1.8. Complexification et décomplexification. Soit Æ un espace 
vectoriel réel. Montrons que E peut être inclus dans un espace vec- 
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toriel complexe Æ. Considérons toutes les sommes formelles du type 
z= x + iy, où x, y €E et iest l unité imaginaire. Si l’on a en 
outre Z = ZX, -+ iy,, il vient par définition 
Z+ Z% = (z +2) +i +y), 
(æ + Pi) z = (ax — Py) + i (ay + Br) 

(œ et Ď étant des scalaires réels). 

On voit sans peine que l’ensemble des sommes formelles z s’est 
transformé en espace vectoriel complexe, appelé généralement le 


complexifié de E, que nous noterons Æ. L'espace initial Æ est inclus 


dans E, car l’ensemble de tous les éléments de Æ de la forme x -+ 5.0 
muni de la multiplication par des scalaires æ + i:0 est justement Æ. 
Une telle inclusion d'un espace vectoriel réel Æ dans un espace vec- 


toriel complexe Æ s'appelle complexification de E. 
La décomplexification est en quelque sorte l'inverse de la com- 


plexification. Soit Æ un espace vectoriel complexe. Mettons chaque 
vecteur de £ sous la forme z = z +- iy, où z, y sont des éléments 
réels de Æ. Considérons l’espace vectoriel réel Æ des couples (x, y) 
dans lequel on a par définition 
(£i, Y1) + (dos Y2) = (21 + Los Yı F Yo), 
A (x, y) = (Àx, ày). 
Exercice 1. Montrer que les axiomes de l’espace vectoriel 
sont vérifiés pour £. 
Exercice 2. Soit Æ un espace vectoriel complexe de di- 
mension m. Alors £ est un espace vectoriel réel de dimension 2m. 


La transition de Ê à E s'appelle décomplexification de l’espace 


(1) 


vectoriel complexe Æ. 
La complexification et la décomplexification sont utiles lorsque, 


se trouvant dans le cas complexe, on veut profiter des résultats obte- 
nus pour le cas réel, et inversement. 


Problèmes récapitulatifs 


1. Soit Myn un espace vectoriel formé par des matrices rectangulaires à m 
lignes et n colonnes (voir l’exemple 6 dans le n° 1.2). Montrer que M, est de 
dimension mn. Chercher une base dans M,,. Etablir, dans le cas réel, liso- 
morphisme entre Mmn et R7. 

2. Montrer que l’ensemble de tous les opérateurs différentiels d'ordre <n 


n 


P(D)= $) ph (t) Dr, Q(D)= À qr (t) Dh, ... 


h—N k=0 
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(où t € la, b], les coefficients pp (t), qp (t):sont continus sur [a, b], Dh = dk/dik, 
1 


D? = 1) muni des opérations 
n 
AP (D)= 3° [Apr (t)] DP, 
k=0 
P (D) +Q (D)= X) [pr (t) -Har (#)1 DR 
k=0 


a une structure d'espace vectoriel. 

3. Considérons l’ensemble R+ = ]0, +o[ des nombres strictement posi- 
tifs (éléments) et introduisons deux opérations sur R+. Par « somme » de deux 
éléments z, y € R+ nous entendrons le produit de x et y, et par « produit » 
d'un élément z par un nombre réel à, l'élément x}. Montrer que R+ muni de deux 
opérations de ce type devient un espace vectoriel. Comment se présentent dans 
R+ l'élément « nul » et l'élément « opposé »? 

4. Montrer que la formule J (x) = In x, x € R*, définit un isomorphisme 
de R+ sur R}. | 

5. Soit B (E) l’ensemble de toutes les parties d’un espace vectoriel E. Si 
M, N € P(E), introduisons les opérations 


M+N= {r +y; xz EM, YEN}, AM = {ìz; z € M}, 
-M = (—1) M = {—r; 1€ M}, M—N =M++(1)N. 


Quels sont les axiomes de l’espace vectoriel qui ont lieu sur ĝ (E)? 


6. Considérons dans R™ k colonnes z; = (654, i= 1,2, ...,k; 
formons de ces colonnes une matrice (6;;), i—1,...,k, j —1,...,m; 
soit r son rang. Montrer que si r = k et k < m, les éléments z4, . .., £p forment 
une famille libre (sont linéairement indépendants). Par contre, si k >m ou 
r< k, les éléments xı, . .., r, forment une famille liée. 


7. Montrer que deux espaces vectoriels de dimension finie (tous deux réels 
ou tous deux complexes) sont isomorphes si et seulement s’ils ont même dimen- 
sion. 


8. Soient Æ, E deux espaces vectoriels isomorphes de dimension finie; 
soit x = J (x) la formule qui définit leur isomorphisme. Montrer que {J (e,)}" 
est une base dans Æ si {e,}” est une base dans Æ. 


9. Soient Æ;,, E> deux variétés linéaires dans un espace vectoriel Æ. Dé- 
montrer la relation de Grassmann 


dim (£i N E) + dim (E, + E) = dim E, + dim E; 


dans laquelle dim É est la dimension de E et Eı + £E} la plus petite variété 
linéaire qui contienne Æ} et E}. 


10. Soient z4, . .., £p les points d’un ensemble convexe W dans un espace 


n 
vectoriel X ; soient Ai, ..., À, des scalaires positifs, tels que 5 À; = 1. Mon- 
n i=1 
trer qu'on a alors N Aix; E€ W. 
i= 1 
_ 11. Soient M, N deux ensembles convexes. Montrer que AM et M + N 
(résultant des opérations introduites dans le problème 5) sont convexes égale- 
ment. 


12. Soient Æ un espace vectoriel réel de dimension n et E le complexifié 


de £. Quelle est la dimension de Æ considéré comme un espace vectoriel réel? 
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$ 2. Espaces normés 


Dans le paragraphe précédent, nous avons étudié les espaces 
vectoriels. Maintenant nous introduisons les espaces normés. La 
notion de module d’un nombre réel (resp. d’un nombre complexe, 
d’un vecteur) permet d'introduire la distance ou, comme on dit, 
la métrique sur la droite réelle (resp. dans le plan complexe, dans 
l’espace des vecteurs). Une fois la métrique introduite, on peut pas- 
ser à des questions telles que la convergence des suites et des séries, 
le passage à la limite, la continuité et la dérivabilité des fonctions, 
etc. 


2.1. Définition d’un espace normé. 


Définition 1. Un espace vectoriel Æ est appelé espace normé 
si à tout x € E correspond un nombre positif || x || (appelé norme 
de x) tel que les trois axiomes suivants, dits axiomes de la norme, 
sont vérifiés: 


19 Hz > 0; || x || = 0 si et seulement si x = 0 (la norme est 
non dégénérée); 
29 [Az | = |å |-[[x || (la norme est homogène); 


30 Hz +y|<LIx || + | y || (inégalité triangulaire). 
Ainsi donc, la norme est une application définie sur Æ, prenant 
des valeurs positives et vérifiant les propriétés 1° à 3°. 


Remarquons que dans le cas vectoriel la propriété 3° revient 
à dire que la longueur d'un côté du triangle est toujours 
inférieure à la somme des deux autres côtés. Il en découle que la 
longueur d’un côté dans un triangle est supérieure à la différence des 
deux autres côtés. En termes de normes, cette inégalité s'écrit 


x — y l> tile le lly ll (1) 
Démontrons-la. En vertu de l'inégalité triangulaire, 
leil = ie y yS le y l y h 


h si l’on intervertit x et y, il vient 


d'où [zx — y | > {x | — || y 
le — y l> Hyl — Hel. 


Les deux dernières inégalités équivalent ensemble à (1). 
L'espace normé peut être muni de la distance de deux éléments 
quelconques : 


p (z, y) = || z — y il. 


Exercice 1. Montrer que la distance p (x, y) vérifie les 
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trois propriétés suivantes: 
a) o (x, y) > 0; p (x, y) =Q si et seulement si z = y; 


P) p (x, y) = p (y, x); 
y) p (x, y) Le (z, z) + p (z, y). 


Définition 2. Un ensemble X est appelé espace métrique si à tout 
couple de ses éléments x, y correspond un nombre réel p (x, y) 
vérifiant les propriétés a), B), y) dits axiomes de la distance. 


Ainsi donc, l’espace métrique est une généralisation de l’espace 
normé. 

Considérons dans un espace normé Æ un ensemble S, (xs) = 
= {L E E: [x — x, | <r}, où x, est un point déterminé de Æ 
et r œ>0. L'ensemble S, (x,) est appelé boule ouverte de centre x, 
et de rayon r. D’une façon analogue, l’ensemble 


$, (x) = {x € E: Iiz — zo I< r} 
est appelé boule fermée (de centre x, et de rayon r). L'ensemble 
Or (£o) = {2 E E: || z — zo || = r} 


s'appelle sphère. Il est évident que S, (£o) = S, (£o) U 6, (£o). 
Exercice 2. Montrer que ||x || est une fonctionnelle con- 


vexe sur Æ et que, par conséquent, les boules S, (£o), Sr (£o) sont 
convexes en vertu du n° 1.7. L'ensemble o, (x,) est-il convexe dans E ? 
Nous rencontrerons plus tard beaucoup d’autres exemples d’es- 
paces normés. A présent, nous examinerons quelques exemples élé- 
mentaires. 
Exemple 1. Soit R” espace vectoriel réel de colonnes de 
dimension m. Introduisons dans R™ la norme 


elle CZ g). 


Les axiomes 1°, 20 de la norme sont triviaux. L’axiome 3° (inégalité 
triangulaire), connu du cours d’algèbre linéaire, sera étudié plus 
tard dans un cas plus général. 

En algèbre linéaire, l’espace normé obtenu de la sorte s'appelle 
espace euclidien et se note E”. 


Exercice 3. Que deviennent S, (zo), S, (£o), 6, (to) dans 
E” pour m = 1, 2, 3? 
Exemple 2. Espace c". Introduisons dans R” la norme 


lelle = max |&;l. 
Li<m 
Vérifions les axiomes de la norme: 
1° [zx ik > 0, trivial. Posons |[[x || = 0, i.e. max |& |= 


1<i<m 
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= Q; il en découle que tous les £; s’annulent alors, si bien que z = 


= (0): = 0; 
20° | àg; |= [å |-|: |, d’où il ressort que la norme est homo- 
gène; 


3% | Etn lE] + In: |< max |E; ] + max |n: l, ie. 


? (3 
l&n I< lle lle + Ily Ile Passant dans le premier membre de 
cette inégalité au max suivant i, on retrouve l'inégalité triangu- 
laire. 

Exercice 4. Que deviennent S, (£o), S, (£o), 6, (£o) dans 
c” pour m = 1, 2, 3? 

Remarque. Un ensemble || x — zo lle <r dans R” s'ap- 
pelle généralement cube de dimension m, ce qui justifie la notation 
x Ile (norme « cubique »). De même, un ensemble || x — x, la < r 
dans si s'appelle boule de dimension m (|| x |l = norme « sphéri- 
que »). 


2.2. Limite d’une suite. Considérons dans un espace normé E une 
suite d'éléments {x,}. 


Définition 1. On dit que l'élément x, € Æ est la limite de {x,} 
Si [Zn — To || — 0 pour n —+ œ. Si x, est limite de {r,}, on note 
To = lim zp OÙ Zp —> To pour n —+ œo et l’on dit que {x,} converge 


n — 00 


ou tend vers x, ou plus simplement que la suite {x, } est convergente. 
Une boule ouverte quelconque S, (xo) sera appelée voisinage du 
point Lo. 
Exercice 1. Montrer que pour x, = lim x, on a les proprié- 


ñn— 00 

tés suivantes: 

1° tout voisinage de x, contient tous les termes de {x,}, sauf 
peut-être un nombre fini d’entre eux: 

2° la limite x, est unique; 

3° toute sous-suite de {r,} converge vers zo; 

49 si À, —> Ào pour n —> œ, on a Ànn —> Àplo pour n —> co: 

5° si de plus yn —> yo pour n —> œ (y, E E, Yo E E), on a x, + 
+ Yn > Lo + Yo pour n —+ oo; 

6° si 4, > x pour n —> œ, on a ||z, ||— Ilx || pour n —> œ 
(démontrer cette propriété à l’aide de l'inégalité (1) du n° 2.1). 


Définition 2. On dit que l’ensemble M € E est borné si M 
peut être inclus dans une boule. Plus exactement, M est borné s’il 
existe un C œQ tel que [x | LC pour tout x € M. 


Exercice 2. Montrer que toute suite convergente est bornée. 

Exemple 1. Soit un espace c” (voir l’exemple 2 du n° 2.1). 
Comment se présente la convergence dans c™? 

Soient Zn = (Eni)it et Zn — Zo = (o:i pour n — œ. On 
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a alors 
| Zn — To Île = max | Eni — Čoi | —- 0, n —> CO, 


? 

d'où Eni — Eoi pour n— oo, i = 1, ..., m. Cela revient à dire que 
toute coordonnée du vecteur x, converge vers la coordonnée corres- 
pondante du vecteur x,: on l’exprime en disant que la convergence 
dans c™ a lieu par coordonnées. 

Exemple 2. Soit un espace Æ” (voir l'exemple 1 du n° 2.1). 
Soit zn = (En) — Lo = (Eoi pour n —> co. Cela revient à dire- 
que pour n — oo on a 


Canal = TT Enë 0. (1) 


Puisque pour tout x —(£;); ER" on a 


m 


>) = |lells, 


dans) 


I2 Ile = max EI <(2 


LS 


il ressort de (1) que 
|| £n — Lo Île S Il £n — Lo lls — 0, n— 00. 


En vertu de l'exemple précédent, cela signifie que la convergence: 
dans Æ£" a lieu par coordonnées comme précédemment. 


2.3. Inégalités de Hôlder et de Minkowski pour les sommes. Dans. 
ce n° nous démontrerons deux inégalités auxiliaires d'importance 
capitale. 

Soient deux nombres p > 1, q = 1 vérifiant la relation 1/p + 
-+ 1/q = 1. Considérons la fonction 


tD 1 
H= tt 
p (t) z t 7 


sur la demi-droite [0, +oof. 

Exercice. Montrer, par les moyens du calcul différentiel, 
que la fonction ọ (t) admet un minimum sur [0, + en un seul 
point t = À et qu’on a par conséquent 


tP 1 
E4, (1) 


L 


Posons dans (1) t = uvP”1, u > 0, v > 0. On obtient alors l’iné- 
galité suivante: 
p v4 
uv[ļ = + >. 2 
<27 (2) 


Au départ de (2), nous démontrerons l'inégalité de Hôlder pour les. 
sommes. On a pour des nombres complexes quelconques Ë,, ... 
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a. Em Mis + + + Nm l'inégalité de Hôlder 


m m 


>» EURE Où EP) P(Y [nal]. (3) 
k=1 k=1 k=1 


Pour la démontrer, introduisons les notations 


Iz Ilp = où Er)", Iylla=CZ Ima]. 


Supposons que ces deux expressions soient toutes deux non nulles, 
sans quoi (3) devient trivial. 


| Er | o Im 


Posons dans (2) u= er? VETS il vient 
q 
lrn TER net 
Iz iip lly lg 5 izg IEAI 


Sommant suivant k de 4 à m, on obtient 


D lëre | DAT X inkl 
k=1 -= 


——— | M + ————— 
lzliplyla © izl? EAI 


? 


d’où l'inégalité de Hölder 


21 Eal SIl & loll y Île 


Démontrons maintenant l'inégalité de Minkowski 
m m m 
C2 litm) SD E) D le). 


-Remarquons tout d’abord que 


m mM 


2 lEn HP? 2 lEn + Nale ElEk +H NIS 


<È lEn nallin] + 5 lE H nal? Inal. 


Appliquons l'inégalité de Hölder à chaque somme du second membre 
de l'inégalité: 
m m 


2, Etn EHn TA C2 EP = 


=( È lint DT) [En 1P) TP, 
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car (p—1)g—p. De même 
m m m 


D dër taI iH C2 mP). 


Additionnant les deux dernières inégalités, on obtient 


à [Ex + Nl S 


m 


<(È Em) CÈ E) PC ml?) (6) 


== = 


Admettons que > [E+ml°=>0, car (4) devient trivial si 
k=l 


m 
cette somme s’annule. Divisant l'inégalité (5) par ( X; JEn + na|) 
=1 


et profitant du fait que — , on obtient l'inégalité cher- 
chée (4). 
(m) 


2.4. Espace lp 
19” 


. Soit pE[1, +o [. Faisons de R” un espace 


en le munissant de la norme 


Izln= (2 EP). 


normé noté 


La vérification des axiomes 1°, 29 de la norme n'’offrant aucune 
difficulté, nous la laissons au lecteur. Quant à l’inégalité triangu- 
laire (axiome 3°), elle se réduit à l'inégalité de Minkowski démontrée 
dans le n° 2.3 pour p > 1. 

Exercice 1. Démontrer l'inégalité triangulaire dans [(m). 
Remarquons que pour p = 2 l’espace IG) = E7 (voir l'exemple 1 du 
n? 2.1), i.e. devient un espace euclidien. 

Comment se présente la convergence dans {49 ? Raisonnons com- 
me dans l’exemple 2 du n° 2.2. 


Soit || z e= max |k | une norme cubique. 
1<L<R<LmM 
Exercice 2. Démontrer la double inégalité 


Hz lle SI ln m4 x Île. 


De la deuxième inégalité il ressort que si {zn} € R” et si zn — x, 
pour n — œ dans c™, on a aussi x, —> zọ pour n — œ dans 1%, 
car |l Tn — do Ilp < m'/P |l Tn — To Île. 

Réciproquement, si £n —%9 pour n — œ dans {(®), on a aussi 
En — Zo pour n —+ œ dans c™ en vertu de l'inégalité || zn — to lle S 
< Ilta — zo lip: 
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Ainsi donc, les suites convergentes dans c™ et dans {49 se con- 
fondent. si bien que la convergence dans (m a lieu par coordonnées 
9 p 
comme dans c™. 


2.5. Espace m des suites numériques bornées. Considérons un en- 


semble constitué de suites x = (Ë;);_1 telles que sup | £; | < +o. 
i 
Un tel ensemble est généralement noté m. Si x = (E;);71 Em et 


y = (ni);=1 Em, on pose par définition 


Ar = (AËhis, £ + y = (Ei + niža 


Exercice 1. Montrer quesix, yEm,onakrEmetx + y€ 
€ m, donc que m est un espace vectoriel. 
Faisons de m un espace normé en posant 


Iæ I| = sup | & |. 
1 


Exercice 2. Vérifier que les axiomes de la norme ont lieu 
dans l’espace m. Comment se présente la convergence dans m? 
Soient {zn} Œ mM, £o E M et x, — x,. Cela revient à dire qu'il existe 
pour tout e > 0 un N = N (e) tel que pour tout n >N ona 


sup | Eni — Goi | <E. 


Cette dernière inégalité revient à dire qu'on a | Ẹni; — Eoi | < €E 
pour i quelconque. 

Ainsi donc, la convergence dans m a lieu par coordonnées, de 
façon uniforme par rapport au numéro de la coordonnée. 


2.6. Espace lp (p > 1). Considérons l’ensemble /, de toutes les 


O0 
suites numériques z = (E;);21 telles que la série X | &; IP soit con- 
i=1 
vergente. 
Exercice 1. Montrer que pour x € lp on a toujours Àx € lp. 
La norme sur l, est introduite comme suit: 


[e 0) 


lelpo=(X IEP)”. 


1= 


Exercice 2. Vérifier les axiomes 1°, 2° de la norme. 

Démontrons l'inégalité triangulaire dans l„. Augmentons le 
second membre de l'inégalité de Minkowski pour les sommes finies 
(4) du n° 2.3 en remplaçant m par un quelconque n œ> m; dans l’iné- 
galité ainsi obtenue 


m n n 


(> En) re (D P H n 


k= 


p)1/P 
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passons à la limite pour n — œ. Pour m quelconque, on obtient 
l'inégalité 


HSE 


Em) PI xl +119 Ilp: 


Il s'ensuit que la série D | En + na |P est convergente, car c’est 


une série à termes positifs dont les sommes partielles sont bornées 
{voir [12]). On a donc z + y €E lp, d'où l'inégalité 


(© littl)" I elp +y ne 


C’est précisément l'inégalité triangulaire. Ainsi donc, lp est un espace 
normé. 


2.7. Espace des fonctions continues C la, b]. Considérons l'es- 
pace vectoriel de toutes les fonctions continues sur [a, b]. Munis- 
sons-le de la norme suivante: 


[z || = max |z (t) |. 
a, 
Les axiomes 1°, 2° de la norme étant triviaux, vérifions l’axiome 
3°. En vertu de la propriété du module, pour tout t € [a, b] on a 


eO Hy ISl AIHE I < max |x (t) | + max |y ( |. 


On a donc |z (t) +y H)|<L 1x [| + Ily Il. L'inégalité reste vraie 

si l’on prend max dans son premier membre. On obtient ainsi l’iné- 
a,b 

galité triangulaire pour la norme dans C [a, b|; nous conserverons 

la même notation pour l’espace normé ainsi obtenu. 

Montrons maintenant que la convergence en norme dans C la, b] 
est une convergence uniforme. Soit {x, (t)}} c C la, b] une suite 
convergeant vers x, (t) EC la, bl, i.e. || x, — zo I| — 0 pour n — œ. 
Cela revient à dire que pour tout e > 0 il existe un N tel que pour 
tout n œN ona 

max | £n (t) — x G) I< € 

[a,b] 
et à fortiori | x, (t) — xo (t) | < e pour tout t € [a, b]. Ainsi donc, 
la convergence en norme dans C la, b] est bien uniforme. 

Voyons comment se présente dans C Ía, b] (cas réel) le voisinage 
Se (£o) = {x EC la, bl: [x — zo I| < £}. A cet effet, traçons les 
courbes représentatives des fonctions x = ze (t) + e et x = = To (t) — 
— g; ces deux courbes et les segments de droites t = a, t = b déli- 
mitent une s-bande (bande de largeur 2e entourant la courbe de 
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x= zo (t)), qui constitue précisément l’e-voisinage du point x, 
(fig. 1). 
Le voisinage S, (x) ne contient que les éléments x €C la, b} 
dont les courbes sont situées rigoureusement entre celles des élé- 
ments zo — € et Xp + €. 
T 


2.8. Espace C" [a, b]. Considé- 


l 
x-x (t)+e | ; | 

| rons l’espace vectoriel des fonc- 

Tee) tions k fois continûment dériva- 


| 
| bles sur [a, bl et munissons-le de 


| 
| 
| la norme 
| h | 
| Z=x ()-E | ILZ Ilera, p] = © max 1e (t)|, 


| | i=0 [a, b] 
o| -i où x) (t) est la dérivée de la fonc- 
tion x (t). 
Fig. 1 Exercice. Vérifierlesaxio- 
mes de la norme dans CÈ [a, bl. 
Montrer que la convergence dans C* [a, b] est une convergence uni- 
forme sur [a, b] des suites {xt (t)}, à = 0, 1, ..., k. 


Q 


2.9. Espace £p la, b]. Revenons à l’espace vectoriel des fonctions 
continues sur [a, b], mais introduisons dans cet espace une autre 
norme : 


b 
1/P 
Ielh=(firopra)", 1<p<+o 
a 

(l'intégration étant entendue au sens de Riemann). 

Exercice 1. Vérifier que les axiomes 1°, 2° de ‘la norme ont 
lieu. L’axiome 3° (inégalité triangulaire) se réduit à l'inégalité de 
Minkowski pour les intégrales: 


(| coora)<((opa)"+(| wora). w 


La démonstration de l'inégalité de Minkowski pour p > 1 est 
fondée sur la démonstration de l'inégalité de Hölder 


b 
| 1z y O1 dt< Izol y Ia: (2 


a 


où 1/p + 1/q = 1. Remarquons d'abord que si x (t) = 0 sur la, bl 
ou y (t) = 0 sur [a, b], l'inégalité (2) a lieu. Soient donc || x |, >0 
et || y [lg > 0. Portons dans l'inégalité | uv | < u”/p + w%/q (voir (2) 
dans le n° 2.3) les expressions u = | z (t) VIl z Ilp, v = | y (t) ily lle 
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et intégrons la nouvelle inégalité. Il vient 


b b 
fiw y(t) idt  |lzt)lPdt $ Iy()ltdt 


a a 


p || z I? TETT 


UzllpHylla > 
Ce n’est autre que l'inégalité (2). 
On obtient ensuite, comme pour les sommes (voir n? 2.3), 
b 
le y l} = | jæ (t) +y (HIP t< | le (6) + y (OP 1x (1 dt 


b 
+È aty Oy OLKA PCIe lpi l) 


Simplifiant par || x + y ||[P/1, on obtient l'inégalité de Minkowski (1). 


Définition 1. Soient sur l'espace vectoriel Æ deux normes 
Ilh et Illl. Sil existe une constante $ œ 1 telle que pour tout 


læ 1h PB 1x Île, 


on dit que la norme ||- || est plus fine que la norme ||- Ih. 

Exercice 2. Montrer que si l’on a sur l’espace vectoriel 
deux normes ||-lh, Illa et si [|], est moins fine que |i- Ila, la con- 
vergence de la suite {rn} € E au sens de ||- |l implique sa conver- 
gence au sens de ||- ||, et vers le même élément de surcroît. 


Définition 2. La convergence dans FA [a, b] s'appelle conver- 
gence en moyenne. 


Exercice 3. Montrer que ||- ||p est moins fine que ||- lleia, b} 
et que, par conséquent, la convergence uniforme d’une suite de fonc- 
tions continues surla, b] implique sa convergence en moyenne sur 
la, b]. Une question se pose alors: les deux types de convergence 
sont-ils équivalents ou non? 


Problèmes récapitulatifs 


1. Considérons l’ensemble C, la, b], œ € 10, 1], de toutes les fonctions 
continues sur [a, b] et vérifiant la condition de Hölder: 


x (t)— z (tə) 
Rue sp El yw 
tı, t2E[a, b] | ti — ta | 
tiÆt2 
Montrer que C, [a, b] devient un espace normé si on le munit de la norme 


ilz llegia, 61 = Il z licla, b] + Ka (x). 
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2. Introduisons dans R une « norme » pour 0 < p < 1: 


m 
lzlp=[ D 16 P]. 
i=1 
La boule S, (xs) est-elle un ensemble convexe? Quels axiomes de la norme 
‘sont-ils vérifiés ? 
3. Les suites {#2 — gn#1}, fn — t?” } sont-elles convergentes dans C [0, 1]? 
4. La suite 
pnt+i {7+2 
{ nti n+2 
‘est-elle convergente dans C'[0, 1]? dans C! [0, 1]? 
9. Peut-on, dans l’espace vectoriel des fonctions continûment dérivables 
sur [a, b], introduire comme norme les fonctionnelles 


| x (b) — x (a) | + max | x° (t) |, 
[a, b] 


b 
| z (a) | + max | zx" (t) l, fire + max | x” (t) ]? 
[a, b] [a, b] 
a 


6. Peut-on, dans l’espace vectoriel des fonctions deux fois continüment 
dérivables sur [a, b], introduire comme norme les fonctionnelles 
b 


LA n 1/2 1 
le (a) | + 1 z’ (a) |+ Il 2” lle labh (f | x (t) Fat) Le lle la bl 


a 
z(a) | izb) +i” lelas 1x (e)l +I z llela b] + Ile” lz a 
7. Chercher les conditions nécessaires et suffisantes pour que ART 
de Hölder (p > 1) devienne égalité : a) pour les sommes finies, b) pour les séries, 
<) pour les intégrales. 
8. Chercher les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'inégalité 
de Minkowski (p œ 1) devienne égalité. 


$ 3. Analyse dans les espaces normés 


3.1. Ensembles ouverts et ensembles fermés. Soit Æ un espace 
normé. 


Définition 1. Un ensemble M & E est appelé ouvert s'il con- 
tient un voisinage de chacun de ses points. Autrement dit, M est 
ouvert si pour tout x, E€ M il existe un r œQ tel que S, (z) =Z M. 


L'ensemble vide @ est ouvert dans Æ par définition. 

Exercice 1. Montrer que 

1° l'intersection de toute famille finie d'ensembles ouverts est 
un ensemble ouvert; 

29 la réunion de toute famille d'ensembles ouverts est un ensemble 
ouvert; 

3° l’espace E est lui-même un ensemble ouvert. 

Exercice 2. Montrer que 
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1° la boule ouverte S, (x,) est un ensemble ouvert; 
29 la couche sphérique {x: r < || z — zo I| < r2}, où r > 0, 
ro < +20, est un ensemble ouvert. 


Définition 2. Un point a est appelé point d'accumulation d’un 
ensemble M & E si tout voisinage de a contient au moins un point 
de M distinct de a. Autrement dit, a est un point d’accumulation 
de M si toute boule S, (a) contient un x € M, xz a. 


Citons une proposition fort utile: 


Théorème. Un point a est un point d'accumulation dans un en- 
semble M ZT E si et seulement s'il existe une suite {xn} = M conver- 
geant Vers a, In Æa, n = 1, 2, ... 


Démonstration. La condition est nécessaire. Soit a un 
point d'accumulation dans M; pour r = À, cherchons unz EM N 
N Sı (a). Ensuite pour r = 1/2 cherchons un x, € M N Siz (a). 
Poursuivant cette procédure, nous finirons par obtenir une suite 
{zn} € M telle que || zn — a || < 1/n, i.e. convergeant vers a. 

La condition est suffisante. Soit {zn} = M une suite convergeant 
vers a. Cela revient à dire que pour tout r œ> 0 il existe un N = N (r) 
tel que x, E€ S, (a) pour tout n >N. 


Définition 3. Un ensemble M & E est appelé fermé s’il contient 
tous ses points d’accumulation. L'ensemble vide @ est toujours con- 
sidéré comme fermé. 


Exercice 3. Montrer que 

19 la réunion d’un nombre fini d'ensembles fermés est un en- 
semble fermé; 

20° l'intersection d'un nombre quelconque d'ensembles fermés 
est un ensemble fermé; 

3° l’espace E est lui-même un ensemble fermé. 

Exemple 1. La sphère o, (zo) = {x EE: ||z — zoll =r} 
est un ensemble fermé. En effet, soit a un point d’accumulation dans 


Gr (to). Il existe alors des x, E ©, (to) (i.e. || 2%n — zo || = r, n = 
= 1, 2, ...) tels que x, — a pour n —> œo. En vertu de l'inégalité 
triangulaire, || a — zo || < Ila — £n I| + Il £n — zo I| = [a — 
— z, || +r, r= || £n — zo |< ll zn — a || + Ila — xo ||. Passant 


à la limite pour n —> œo, on obtient || a — zo (< r,r < || a — z Il. 
On a donc a € 6, (£o), i.e. 6, (£o) est un ensemble fermé. 


Définition 4. Soient M € E et M” l’ensemble des points d’accu- 
mulation de M. L'ensemble M = M U M’ s'appelle fermeture de M. 


Exemple 2. S, (z) est la fermeture de S, (to). 
Exercice 4. Montrer que 


3—051 
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1° M est le plus petit ensemble fermé qui contienne M ; 
2 MUN=M UN; B 
3° un ensemble M est fermé si et seulement si M = M. 


Définition 5. Soit M € E; l’ensemble ENM = {L EE: ré M} 
s'appelle complémentaire de M. 


Exercice 5. Montrer qu’un ensemble M & E est ouvert si 
et seulement si son complémentaire EN M est fermé. 

Si M c E, tous les points de E peuvent être classés en trois types 
vis-à-vis de M : les points intérieurs à M, les points frontières de M 
et les points extérieurs à M. Un point x, € M s'appelle point inté- 
rieur à M s'il admet un voisinage S, (xo) = M. Un point x, 4 M 
s'appelle point extérieur à M s’il existe une boule (voisinage de zo) 
S, (£o) qui ne contienne aucun point de M (i.e. si M N Sp (£o) = 
= Ø). Un point x, € E s'appelle point frontière de M si toute boule 
S, (£) contient aussi bien des points de M que des points n’apparte- 
nant pas à M. 

Ainsi donc, un ensemble ouvert ne contient que ses points inté- 
rieurs. 

Ensuite, on appelle frontière d’un ensemble M l’ensemble ôM 
de ses points frontières. Un point frontière de M peut appartenir 
ou ne pas appartenir à M. On rencontre donc les cas où 0M c M, 
oM NM = Ø et 0M N M OM. 


3.2. Equivalence des normes sur les espaces de dimension finie. 


Définition. Soit un espace vectoriel Æ muni de deux normes 
I x [4 et [| x [| introduites de deux façons différentes. On dit que 
les normes || x ||®, || x [[® sont équivalentes s’il existe deux nombres 
œ œ>0, P >Q tels que pour tout z E E 


æ |z [® < Iz P < B Iz I0. 

Exercice 1. Montrer que la relation d'équivalence des nor- 
mes possède les propriétés suivantes: 

10 [xl ilz || (elle est réflexive); 

20 si || z [O9 ~ || z |, on a || z |P ~ || z |® (elle est symé- 
trique); 

39 si [x [9e |z | et |z P ~ x], on a [zx ~ 
~ || x [9 (elle est transitive). 


Le symbole ~ désigne l’équivalence des normes. Remarquons que 
l'exercice 2 du n° 2.4 établit l’équivalence dans R™ des normes 


Iælle= max [&| et Ixllp=(2 El)", p>1. 
<Li< i=1 


SIKM 
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Il est évident que deux normes introduites dans un espace vec- 
toriel sont équivalentes si et seulement si chacune d'elles est plus 
fine que l'autre (voir n° 2.9). 

Exercice 2. Soient sur un espace vectoriel Æ deux normes 
équivalentes, et soient Æ}, E, les espaces normés correspondants. 
Montrer que toute suite convergeant dans un espace normé est con- 
vergente dans l’autre, et vers la même limite de surcroît (utiliser le 
raisonnement développé dans le n° 2.4). 


Théorème. Toutes les normes introduites dans un espace vectoriel 
de dimension finie sont équivalentes. 


Démonstration. Choisissons dans un espace vectoriel Æ 
m 

de dimension m une base {e,}”, et soit x = D Erer la décomposition 
k=1 


d'un élément quelconque x € E par rapport à cette base. Introdui- 


m 1/2 
sons dans E une norme: {| x Ils = D | Er 2) . Muni de cette nor- 
k=1 


me, E peut être identifié à l’espace euclidien £7. 
Soit ||x || une autre norme quelconque introduite dans Æ. On 
a tout d’abord la majoration 


I z || = IRA ner |< 


< D lialle (X BP) (È Ie 2) = BIZ Ile- 
k=i k=i k=i 


On voit donc que || x ||, est plus fine que || x ||. Montrons que, réci- 
proquement, || x || est plus fine que || x |l. A cette fin, considérons 
la fonction || x || sur la sphère || æ Il = 1. 

De l'inégalité (1) du n° 2.1 et de la majoration || x || < $ Il z Ils, 
il ressort que 


Lie — e” ES e — 2 l p zx — x" Île. 


Il s'ensuit que la fonction || x || est continue dans Æ£". 

Notons que la sphère || x |, = 1 est un ensemble fermé (exemple 
du n° 3.1) et borné dans £”. Appliquons le théorème selon lequel 
toute fonction continue sur un ensemble fermé borné de E” est bornée 
sur cet ensemble et atteint ses bornes supérieure et inférieure (voir 


[12]). En vertu de ce théorème, il existe un x, tel que À = || xo || = 
= inf || x ||. Il est évident que À = 0, puisque x, 0. D'où 
T 


EAP >à et donc || x| || z lls- 


Ainsi donc, || x || est équivalente à || x Il, Toutes les normes sur £ 
sont équivalentes à la norme sphérique, d’où il découle, d’après 
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l'exercice 1, qu’elles sont toutes équivalentes. Le théorème est dé- 
montré. 


3.3. Sous-espaces d’un espace normé. Distance d’un point à un 
sous-espace. 


Définition. Une variété linéaire fermée L dans un espace normé Æ 
s'appelle sous-espace de E. 


Exercice. Montrer que tout ensemble de polynômes de 
degré <n est un sous-espace dans C la, bl. Montrer que l’ensemble 
de tous les polynômes n’est pas un sous-espace de C la, bl, car il 
n’est pas fermé (prendre en considération la suite de polynômes 


n k 
D TI dans C [0, 11). 


k=0 
Définissons la distance p (x, L) d’un point x à un sous-espace L 
par l'égalité suivante: 
p (x, L) = inf || z — u |l. (1) 
uEL 


Rappelons au lecteur qu’étant donné un ensemble )}® de nombres 
réels borné inférieurement, il existe un &ọ tel que 

19 æo < x pour tout x € JÈ (i.e. æa est un minorant de Wẹ); 

20 pour tout œ’ œ> Qo il existe un x’ € W tel que z’ < a’ (i.e. 
a, est le plus grand minorant de Jẹ). 

Dans ces conditions, &, s'appelle borne inférieure ou infimum 
de M et se note 

Ao = inf W ou & = infz. 
xE INM 


Il ressort de ce qui précède que p (x, L) existe, car l’ensemble 
M = {|z —u ||, u EL} est minoré (par 0). 

L'expression p (x, L) revient donc à dire que 

1° [x—u||l > p (x, L) pour tout ue L; 

29 sir œọ (z, L), il existe un u, € L tel que |z — u, || <r. 


Lemme. Six € L, onaọ (z, L) =0;sixéL,onap(x, L) >00. 


Démonstration. Sixz€ L, il suffit de poser u = x pour 
s'assurer que ||xz — u || = 0, i.e. que inf ||z — u || = 0. Soit 
u€L 


x  L. Supposons néanmoins que p (x, L) = 0. Alors, en vertu de 
la définition de inf, il existe pour tout n entier naturel un u, € L 
tel que || un — x || < 1/n, d'où u, —> x pour n — œ. Puisque L est 
fermé, il doit y avoir aussi x € L; or, on a x 6 L par définition. La 
contradiction obtenue démontre la positivité p (x, L) > 0. 
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3.4. Approximation par les éléments du sous-espace. Le nombre 
o (x, L) caractérise la meilleure approximation de l'élément x 
réalisée au moyen des éléments du sous-espace L. S'il existe un élé- 
ment u* € L tel que p (z, L) = ||z — u* ||, on dit que u* est le 
meilleur élément de l'approximation de x par les éléments de L. Par- 
fois u* n’est pas unique. Il y a aussi des cas où u* n’existe pas. Or, 
il se trouve qu’un meilleur élément u* existe toujours dans un cas 
très important pour la pratique, à savoir lorsque L est de dimension 
finie. 

Soit en effet x¢ L; on a alors p (x, L) = d œ 0 en vertu du 
lemme du n° 3.3. Soient ensuite {e,}” une base dans L et u = 


m 
= D Ereg la décomposition de u € L dans cette base. Définissons 
1 


. S 1/2 , 
sur L une deuxième norme || x Il = (> | Er 2) . Puisque Z est 
1 


de dimension finie, les deux normes sur L sont équivalentes ; autre- 
ment dit, il existe deux constantes œ œ> 0, P = 0 telles que 


a |lu lls slu I $ Ilu Ils- (1) 


Considérant L comme un espace vectoriel muni de la norme || u ||, 
nous le désignerons par L™ (c’est un espace euclidien). 

Examinons le comportement de la fonction || z — u ||. Elle est 
continue sur L™, car pour deux éléments quelconques u’, u” € L™ 
on a 


ile — uw i — x — u” lIs iu e u” S p Hu —u | 
(voir (1)). Montrons que inf || x — u || ne peut être atteint que dans 
la boule |lu lẹ <r, où r = a"t(d+1+l|x]). En effet, si 
u |s >r, ona 


le — u l> llul — izla llu lls — ilz ll >ar Illl = 
=d+ 1 


(voir (1)), ce qui signifie que l'infimum de || £ — u || ne peut être 
atteint en dehors de la boule || u |l < r. Puisque la boule || u |l <r 
est un ensemble fermé borné de L™ et que la fonction || x — u {| 
est continue sur L”, il existe u* € L qui est le meilleur élément de 
l’approximation de x par les éléments de L, en lequel la fonction 
|| z — u || prend sa valeur minimale. Le théorème suivant résume 
ce résultat : 


Théorème 1. Soit L un sous-espace de dimension finie dans un espace 
vectoriel normé E. Pour tout x € E il existe un élément (peut-être non 
unique) u* € L tel que 
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L'exemple suivant montre que le meilleur élément risque d’être 
non unique même dans un espace normé de dimension finie. 

Exe 3 ple. Dans l’espace /%) des couples de nombres réels 
x= (i, 6) muni de la norme || x I = | & | + | & |, choisissons 
un point zo = (1, —1) et un sous-espace à une dimension L ayant 
comme vecteur de base e = (1, 1), i.e. L = {ae; œ € R'}. Calculons 
la distance 


p (to, L) = inf [ro — ae || = inf ((1—-a|+|1+al)) = 2. 
QER! Q&ER! 


Elle est atteinte pour tout œ € [—1, +1]. Il existe par conséquent 
une infinité de meilleurs éléments u* = ae, œ € [—1, +1], de l’ap- 
proximation de x, par les éléments de L. 

Exercice 1. Montrer que dans l’espace c? (voir l'exemple 2 
du n° 2.1) l’ensemble des meilleurs éléments de l’approximation de 
l'élément xo = (1, 0) par les éléments du sous-espace L = {(0, a); 
œ € R!} se présente sous la forme u* = (0, œ), où æ E[—1, +1]. 

Une question se pose alors: dans quelles conditions le meilleur 
élément est-il unique? Dans ce livre, nous reviendrons plus d’une 
fois encore sur les questions d’approximation. En attendant, citons 
le résultat suivant: 


Définition. Un espace normé E est dit strictement normé si l’éga- 
lité || z + y || = [1x || + [| y || ne peut avoir lieu dans Æ que pour 
y = àx, où À > 0. 


Théorème 2. Dans un espace strictement normé E, pour tout élé- 
ment x € E et tout sous-espace L, il existe au plus un meilleur élément 
de l’'approximation de x par les éléments de L. 


Démonstration. Soient un espace strictement normé Æ, 
son élément x et son sous-espace L. Supposons qu’il existe dans L 
deux éléments u*, uš tels que 


Ix—u Il = |z — uz || = d = ini x — u |l. 
Soit d œO (si d = 0, on a už = uš en vertu de l’axiome 1° de la 
norme). On a 
— — 7 F 
[e-t H S pee eut e. 


` u 
D'où g— HP 


=d. On a alors 


I (z— ui) + (zu) =l e ui ll lle — uz Il >D. 


Puisque E est strictement normé, il existe un À œO tel que 
z — u; = À (x — ui) Si #1, il vient x = (1 — A)? (uf — 
— qu) € L, ce qui est impossible, puisque d >> 0 (voir le lemme du 
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n° 3.3). On a donc À = 1; il en ressort que uš = uï, et le théorème 
est démontré. 


Exercice 2. Montrer que C la, b] n’est pas strictement 
normé. Considérer le comportement des fonctions 


x (t) = (t — a) (b— t), 


2 
y (t) == sin (x ak ). 

3.9. Lemme de Riesz. Commençons par un raisonnement géomé- 
trique. Soient dans l’espace euclidien tridimensionnel un plan Z 
passant par l’origine des coordonnées 
O, et un vecteur z de longueur unité per- 
pendiculaire à L et d’origine en O. 
Pour tout vecteur u contenu dans Z 
on a alors |u — z | > |z| — 1, car 
la longueur de la perpendiculaire z est | 
plus petite que celle d’une droite in- 
clinée u — z (fig. 2). Il en est de même 
dans les espaces dits espaces de Hilbert 
où la notion de perpendicularité (d’or- | 
thogonalité) est définie. Dans un es- Fig. 2 
pace où la norme est introduite d’une 
façon arbitraire, la notion d’orthogonalité n’existe pas: on y définit 
néanmoins une notion plus faible de « presque perpendicularité » 
dont l'existence fait l’objet d’une proposition fort importante du 
point de vue des applications: 


Lemme (Riesz). Soit dans un espace normé E un sous-espace L 
distinct de E. Pour tout e € 10, AT il existe un élément z, ¢ L, || z, || = 
= 1, tel que p (z, L) > 1 — e. 


Démonstration. Soit x L. Un tel x existe, car L Æ E. 
Posons inf || x — u || = d. On a de plus d >> 0 en vertu du lemme du 
u€EL 


n° 3.3. Appliquons la définition de inf. Prenons un quelconque 
e € 10, If et cherchons un u, € L tel que 


d 
AS || Ue — z || < T: 
Considérons ensuite l'élément 
Usp — ZT 
Ze= u rj? Næl=t 


Remarquons que Z, est l'élément cherché, car z, ¢ L (sans quoi il 
y aurait u, — x € L, d'où x € L, ce qui est faux). 
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Evaluons maintenant la distance de zà L: 


ul | 
Ie Ge u luz) | 
l us— z || 


car Us — U || us — z || E€ L et || z — u || = d pour u € L. Le lemme 
est démontré. 


d(1—e) 
> 21e, 


3.0. Variétés linéaires denses dans un espace normé. Introduisons 
une nouvelle notion qui joue un rôle important en théorie des appro- 
ximations. 


Définition. On dit qu'une variété linéaire L contenue dans un 
espace normé Æ, L c E, est dense dans E si pour tout x € E et pour 
tout e > 0 il existe un élément u € L tel que || x -- u | < e. 


Soit L dense dans Æ, et soit x € E. En prenant successivement 
= 1, € = So. .., € =4, ..., Cherchons des u, € L, u, € L, 


. Un E L, ... tels que || z — Uun <<, n = 1, 2,... Si donc 
L est dense dans Æ, il existe pour tout x € E une suite {u ,} Œ L 
telle que u, — x pour n — co. 

En nous rappelant la définition de l’opération de fermeture (voir 
n° 3.1), nous voyons que la proposition « L est dense dans E » (L c 
Z E, L Æ E) est équivalente à la proposition « la fermeture L de la 
variété linéaire L se confond avec E ». 

Quelques exemples non triviaux de variétés linéaires denses 
dans les espaces normés sont fournis par les théorèmes bien connus 
de Weierstrass. En vertu du premier théorème, la variété linéaire 


} 


n 
de tous les polynômes trigonométriques 2 + D A, cos kr + 
k=0 


+ Bp cos kx est dense dans l’espace normé des fonctions continues 
sur [—x, x] qui vérifient la condition aux limites x (—n) = x (x). 
l’espace en question étant normé par [[x | = max |xt) |. 

JT, N 


En vertu du deuxième théorème de Weierstrass, la variété linéaire 
n 
de tous les polynômes *\ apt? est dense dans C [a, b]. 
k=0 


3.7. Moyennes et troncatures. Quelques applications. Considé- 
rons sur ]J—oo, oo! la fonction 


1 
4 — —— 
œ (t) = T € 1-12 pour [t[ 1, 


0 pour |{|=>1, 
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1 1 
où c= | e T- ds. 
-1 
Exercice 1. Montrer que « (t) est indéfiniment dérivable 
sur ]—œ, ol. 
Il est évident en outre que œ (t) est paire et positive et que 
+00 
lo t) dt = 1. 


Introduisons à présent la fonction œp(t) =z 0(4) que nous 


appellerons par la suite noyau central (de rayon h œ 0); cette fonc- 


A 


Fig. 3 Fig. 4 
tion est aussi paire, positive, indéfiniment dérivable sur ]—oo, +, 
f W, (t) dt = 1. On a en outre œp (t) = 0 pour |t | Èh. 


= 00 


Définissons pour toute fonction x (t) continue sur [a, b] sa moyenne 
£, (t) comme suit (fig. 3): 

b 
z, (t) = | @n (t—8) 2 (s) ds, LE]—oo, +f. 

a 


Exercice 2. Utilisant les propriétés du noyau central 
©} (t) et le théorème de la dérivation sous le signe d'intégration, 
montrer que les moyennes zp (t) ont les propriétés suivantes: 

19 zp (t) = 0 en dehors de [a — h, b + hl; 

2° xz, (t) sont indéfiniment dérivables sur ]—oo, +ool. 

Introduisons maintenant la troncature Est) (fig. 4): 


b- 76 
ta (t) = | o, (t—s) ds. 
a+ $ð ‘ 
Exercice 3. La troncature ģ(t) possède les propriétés 
suivantes: 
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19 (t) = 0 en dehors de la, blass; 

2° (t) = 1 sur [a, bla; 

39 <1; 

49 (t) est indéfiniment dérivable sur ]Ï—o, <+oolf. 

(Nous avons introduit la notation [a + ô, b — ôl] = [a, blə.) 


Définition. On dit que la fonction x (t) définie sur [a, b] est 
à support borné s’il existe un intervalle [a', b'l], a <a’, b’ < b, 
en dehors duquel x (t) = 0. (Une fonction est à support borné sur 
]—oco, —+oo[ si elle s’annule en dehors d’un intervalle.) 

La troncature  Gst), où ô <=, permet de «tronquer » 
toute fonction x (t) définie sur [a, b]: la fonction x (t) Gs (t) est 
à support borné. 

L'appareil des moyennes et troncatures se trouve de multiples 
emplois en analyse fonctionnelle et en théorie des équations aux 
dérivées partielles (voir [27] et [18]). Nous nous bornerons à citer 
ici deux propositions sur les variétés linéaires denses: 


Théorème 1. La variété linéaire des fonctions continues et à support 
borné sur [a, b] est dense dans Ê, la, bl. 


Démonstration. Soit ô < E. On a pour toute 


fonction x (t) continue sur [a, b] 
Ix (t) — $s 6) x (t) | = (1 — $e ()) Iz (t) l. 


Or, 4 — ġa (t) = 0 sur La + ô, b — ôl, et 1 — ĉa (t) < 1 en dehors 
de cet intervalle, d’où 


b a+ô b 
| lrt HHP | rAd | 120P de< 28M, 
a a b— ô 
où M = || x£ iletra} On a donc ||z — 2 boll Z oo S MY 28. 


F) la différence 


entre la fonction à support borné x£s et x sera strictement infé- 
rieure en norme à g. Le théorème est démontré. 


Maintenant pour tout e >= 0 et pour ô < 7 


Théorème 2. Dans l’espace des fonctions à support borné et con- 
tinues sur la, b] normé par ||x |lcte, b}, la variété linéaire des fonc- 
tions à support borné et indéfiniment dérivables sur La, b) est dense. 


Démonstration. Soit x (t) à support borné et continue 
sur [a, b], i.e. x (t) = 0 en dehors d’un [a’, b'] tel que a < a' < 
<b’ <b. Soit k >0, h < min (a' — a, b — b’). Considérons la 
moyenne zT, (t) de x (t). En vertu des propriétés citées dans lexer- 
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cice 2, la fonction z, (t) est indéfiniment dérivable et s’annule iden- 
tiquement en dehors de [a, bl. 
Ensuite, puisque œw, (|t — s |) = 0 pour |[t—s|>h et que 


b 
(os ([t — s |) ds = 1, on aboutit à la majoration suivante: 


a 


z (t)— z, (t) | = 
=| È olt-shz(ds— | o (lt—sl) ds- (|< 
It -s| <h lt- s\ <h 


< max [æ(s)—zx(t)|: On (|t—s|)ds—= max |z(s)—z(t)|. 
It-si<h th lt sh 


Puisque x (t) est uniformément continue sur [a, b] (voir [12]), on 
a |x (t) — xx (t) llera, 8 0 pour À — 0. Le théorème est dé- 
montré. 

3.8. Espaces normés isométriques. 

Définition. On dit que deux espaces normés Æ, E sont linéaire- 
ment isométriques s'il existe une fonction x = J (x) qui établit un 
isomorphisme entre Æ et E considérés comme deux espaces vectoriels 


et telle que 
I7 (œ) I = |z Il 


Les espaces isométriques Æ, E sont indiscernables au point de 
vue de leurs propriétés algébriques et métriques; on les identifie 
le plus souvent. Citons un exemple. Soit E un espace normé de dimen- 


m 
sion m. Choisissons dans E une base {e}}”, et soit x = > Eper la 
k=1 


décomposition de z dans cette base. Soit en outre un espace E de 


m 
colonnes z = (Ẹ})® normé par ||z |z = || > Erer Ile. On montre 
k=1 


sans peine que la correspondance J (x) = z est une isométrie de Æ 
sur È. 
Problèmes récapitulatifs 


1. La fermeture d'un ensemble convexe est un ensemble convexe. 


2. La fermeture M d'un ensemble M est l'intersection de tous les ensembles 
fermés contenant M. 
3. Montrer que les normes 


b 
lt llcitaop 12 (@ 1 +12" Moro] et ( | æ (t) | dt + 1) 2” Îloça,b] 
G 
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sont équivalentes dans l’espace vectoriel des fonctions continûment dérivables 
sur [a, b]. 
4. Montrer que les normes 
Il æ llC2fa,b]s | z (a) | + Iz’ (a) | +1 z” Ilc [a,b], 
| z (a) | + Il æ llcia,b] +11 x” IIcta,e] 
et 
b 


( | | æ (1° at) + Il 2” IIcta,e] 


sont équivalentes dans l’espace vectoriel des fonctions deux fois continûment 


dérivables sur [a, bj}. 
5. Montrer que dans l’espace vectoriel des fonctions continues sur [a, b} 


la norme 
lelg 
Zla, b] 
est équivalente à la norme 


Iæ |l = ( v (t) <? (t) a), 


où v (t) > « > 0 sur [a, b] et la fonction v (t) est continue sur [a, b]. 
6. Montrer que toute variété linéaire de dimension finie est fermée dans 
un espace normé, i.e. que toute variété linéaire de dimension finie est un sous- 


espace. | | 
7. La variété linéaire des fonctions continôment dérivables sur [a, b} 


est-elle un sous-espace de Ca, b]? 

8. Montrer que les espaces lp”, lp et Lp La, b] sont strictement normés 
pour p œ 1 (voir les problèmes 7 et 8 du $ 2). 

9. Montrer que 7, L et Z,[a, b] ne sont pas des espaces strictement 


normés. 
k 
10. Le noyau central œp (t) vérifie toujours les inégalités Aae OMe |< 


< Cph-t-k dans lesquelles C, sont des constantes indépendantes de h, k = 


0, 1, 2, . .. 
11. Si x(t) € Cha, b], alors ses moyennes zp (t)—zx(t) pour k +0 
dans Ck [a’, b'], où Ja’, {SE Ja, b| et k — 0, 1, 2, ... 


$ 4. Espaces munis d’un produit scalaire 


En géométrie analytique et en algèbre linéaire on introduit les 
notions importantes de produit scalaire de deux vecteurs et de deux 
éléments d’un espace vectoriel respectivement. Ces notions permet- 
tent de développer bon nombre de questions pratiques importantes 
de la géométrie euclidienne tridimensionnelle et de la géométrie 
à n dimensions. Un rôle de premier plan y est joué par la notion 
d’orthogonalité, qui n'existe pas d’ailleurs dans l’espace normé. 
Cette notion permet d'examiner les familles orthogonales d'éléments, 
généralisation directe de la notion de base orthonormée dans l’espace 
euclidien. 
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4.1. Espaces ‘euclidiens. 


Définition. Un espace vectoriel réel Æ est appelé euclidien si 
à tout couple d'éléments x, y € E est associé un nombre réel noté 
{x, y), dit produit scalaire, et si les axiomes suivants ont lieu: 

19 (x, x) > 0, (x, x) = 0 si et seulement si x = 0; 

20 (x, y) = (Y, 2): 

39 (x, y) = À (x, y); 

49 (x + y, 2) = (x, z) + (y, 2). 

La notion de produit scalaire est une généralisation naturelle de 
la notion de produit scalaire de deux vecteurs. Tout espace euclidien 
peut être normé en le munissant de la norme suivante: 


Ixil =y (z, x). (1) 


Exercice. Vérifier que la norme (1) est conforme aux axio- 
mes 1°, 2° de la norme. 

Pour vérifier le troisième axiome de la norme (inégalité trian- 
gulaire), nous utiliserons l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski 


|(c, y) [Sll Il ily | (2) 


qui se déduit par le raisonnement élémentaire suivant: en vertu de 
la première propriété d’un produit scalaire, on a pour tout À réel 


(x — ày, z — y) > 0. 
Développant le premier membre de cette dernière inégalité, 
on obtient d’après les propriétés 2°, 39, 4° d’un produit scalaire 
(x, z) — 2A (x, y) +? (y, y) > 0. 


Un trinôme du second degré reste positif pour tout À. Il en ressort 
que son discriminant est négatif: 


(x, y)? — (x, x) (y, y) <0. 


Cette inégalité est équivalente à (2). 
Démontrons maintenant l'inégalité triangulaire. On a 


x + yl? = (z +y, x + y) = (x, x) +2 (z, y) + (y, y) < 
<el +21x [y + iyl = (Az + Ily ID? 


La racine extraite de cette dernière expression nous conduit à l’iné- 
galité triangulaire. 


4.2, Espaces unitaires. 


Définition. Un espace vectoriel complexe U est appelé unitaire 
si à tout couple de ses éléments x, y on peut associer un nombre 
complexe (x, y) appelé produit scalaire, et si les conditions suivantes 
sont vérifiées: 
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4° (x, x) > 0, (x, x) = 0 si et seulement si x = 0; 
29 (x, y) = (y, x) (la barre symbolise le passage au conjugué 


complexe) ; 
39 (Ax, y) = À (x, y); 
49 (x + y, 2) = (x, 2) + (y, 2). 


Citons deux conséquences élémentaires qui découlent des pro- 
priétés énumérées et de celles des nombres complexes: 


Corollaire 1. Dans un espace unitaire on a 
(z, ày) = À (x, y). 
En effet, 
(z, Ay) = (Ay, 2) =, 2) 2, 2) = (z, y). 

Corollaire 2. (x, y + z) = (x, y) + (x, 2). 

En effet, 
(x, y+z)=(y +2, x) = (y; x) + (2, x) = 

= (y, £) + (z, x)= (z, y) + (x, 2). 

Comme l’espace euclidien, l’espace unitaire peut être normé 
par || x || = V (z, x). Les axiomes 1°, 2° de la norme sont évidents. 
L’axiome 3° découle de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski : 

|, y) |< lz | Ily Il- 


Pour démontrer cette inégalité, considérons comme précédemment 
l’inégalité contenant un paramètre complexe arbitraire À: 


(x + Ay, z + iy) > 0. 
Développons son premier membre: il vient 
(z, x) +À (x, y) +A, a)l y> 

Soit y =Æ 0 (sans quoi l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski a lieu 
automatiquement). Posons À = —(x, y)/(y, y); il vient alors À = 

—(y, x)/(y, y) et donc 

| (z, y) l? I(x, y) 12, (z, y) |? 
(z, 2) — y m m >ð, 

i.e. l'inégalité cherchée. 


4.3. Eléments orthogonaux. Familles orthogonales et orthonormées. 
Soit Æ un espace muni d’un produit scalaire. Chaque fois que (x, y) = 
= 0, nous dirons que les éléments x et y sont orthogonaux et nous le 
noterons x | y. De toute évidence, l'élément nul de Æ est ortho- 
gonal à tout élément de Æ. Considérons dans Æ une famille d’élé- 
ments z4, Lo, -.., Zm tous non nuls. Si (zk, zı) = 0 pour tous 
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k, 1=1,2,...,m;k=l, on dit que les éléments x,, Ze, . .., Tm 
forment une famille orthogonale. 


Théorème. Toute famille orthogonale x;, xs, . . ., Zm est libre. 


Démonstration. Soient des scalaires Aj, Az, . .., Àm 
tels que 


Azi + Aata +... + Amtm = 0. 


Multipliant scalairement cette égalité par z}, on obtient Ap (tx, £R) = 


= 0; or, (£p, £k) = || za |? > 0. Donc À; = 0, et ceci pour tout 
k = 1, 2, ..., m. Il en ressort que tous les À, sont nuls, i.e. que 
les éléments £4, Zə, . . ., Zm Sont linéairement indépendants ou for- 


ment une famille libre. 
Etant donnée une famille d'éléments z1, Zə, >.. Zm telle que 
(Th, xı) = PTE k, l = 1, 2, ee.) M, 
ô, =1 pour k=l, p, =0 pour kÆl 


(62: est le symbole de Kronecker), on dit que les éléments z4, . .., Tm 
forment une famille orthonormée. 


4.4. Quelques exemples d’espaces munis d’un produit scalaire. 
Exemple 1. Espace euclidien E™. Munissons l'espace vecto- 
riel réel R™” du produit scalaire 


m 


(x, y) — > Enr. 


k=i 


Exercice 1. Vérifier que toutes les propriétés d’un produit 
scalaire ont lieu. 
La norme associée au produit scalaire ainsi défini se présente 


comme suit: 
m 
Iz= V È E. 
k=1 


L'inégalité de Cauchy-Bouniakovski s'écrit 


| 2 AES V à E? VŠ nË 


et représente sous cette forme un cas particulier de l'inégalité de 
Minkowski. 

L'orthogonalité de deux éléments z = (Er)k=1; y = (Mr)k=4 
s'écrit alors 


` Era = 


k=l 
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Exemple 2. Espace l. Soit un espace vectoriel formé de 


suites réelles x = (a), y = (nx)1 telles que 5 EP < +o, 
k=1 


a Q . . 
` n < o. Munissons cet espace du produit scalaire 
k=i 


(x, y) = > Entre 
k=i 


C0 
Exercice 2. Montrer que la série > Erp est convergente et 
k=1 


que toutes les propriétés d’un produit scalaire ont lieu. 

Exercice 3. Ecrire dans l, l'inégalité de Cauchy-Bounia- 
kovski. Comment se présente dans l, la condition d’orthogonalité 
de deux éléments x et y? 

Exemple 3. Espace Lo la, b]. Soit un espace vectoriel de 
fonctions à valeurs complexes continues sur [a, bl. Munissons-le 
du produit scalaire 

b 
(z, y) = | (ut dt. 
a 


Exercice 4. Vérifier les axiomes de la norme, établir l’iné- 
galité de Cauchy-Bouniakovski, écrire la condition d’orthogonalité 


de deux éléments. 


4.5. Espace des fonctions continues par morceaux Q [a, b]. Soit 
un espace vectoriel formé de fonctions à valeurs complexes continues 
sur [a, b] partout sauf un nombre fini de points de discontinuité 
de 1re espèce (chaque fonction peut admettre ses propres points de 
discontinuité). Munissons cet espace du produit scalaire par le pro- 


cédé ordinaire: 
b 
(z, y) = | 2 (y 0 dt. 


Exercice. Vérifier que les propriétés 2°, 3°, 49 d'un pro- 
duit scalaire ont lieu. 

La propriété 1° présente certaines difficultés. Si la fonction x (t) 
s’annule partout sauf un nombre fini de points, on a (x, x) = 0, 
bien que x (t) Æ 0. Pour contourner cette contradiction et vérifier 
la propriété 1°, on convient de considérer deux fonctions comme éga- 
les si elles ne diffèrent qu’en un nombre fini de points. Un espace 
ainsi obtenu, muni d’un produit scalaire, se note Q [a, b]. Ses élé- 
ments ne sont pas des fonctions mais des classes de fonctions. Deux 
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fonctions tombent dans une même classe toutes les fois qu’elles se 
trouvent égales sur [a, b] partout sauf un nombre fini de points. 


4.6. Procédé d’orthogonalisation de Schmidt. Considérons des 
familles infinies d'éléments d’un espace E muni d’un produit sca- 
laire ; celles seront notées {x,}2-1 ou simplement {zp}. On dit que 
{xp} est une famille libre si les éléments x,, Zə, . . ., x, forment une 
famille libre pour tout n = 1, 2, ... 

On dit que {ep} est une famille orthogonale si tous les e, = 0 
et (er, e;) = 0 pour k = l. On dit que {f,} est une famille orthonormée 
Si (frs fi) = Ônys k. l= 1, 2, ... 

Il se trouve que toute famille libre {x,} se laisse orthogonaliser 
en {ep} et orthonormer en {f,} par un procédé dit procédé d'’ortho- 
gonalisation de Schmidt. 

Posons e, = x,; remarquons que e Æ 0, vu que toute famille 
à un élément (x,) est libre (c’est une partie de {x;,}). Cherchons en- 
suite e, sous la forme e, = £ — oe,, le scalaire à», étant choisi de 
telle façon que e» l.e D'où 0 = (x; — 36i, &), i.e. Ag = 
= (£, e&)/(e,, 6). On a donc un e, tel que e, Æ 0. (Vérifier !) 

Raisonnons ensuite par récurrence. Supposons que les éléments 
Es. . . . nı Soient déjà construits. On cherche e, sous la forme 


k-i 
ER ~= Tk — 2 hier. 


Choisissons les scalaires A}; de façon à avoir ep L ep L — 1, 2, ... 
... k — 1. D'où Arı = (£r, e1)/ (e1, ei), avec ep Æ 0. On obtient 
ainsi la famille orthogonalisée {ep}. Posant fp = e4/|| ep ||, on obtient 
la famille orthonormée {f,}. 

Exercice 1. Montrer que la famille trigonométrique 1, 
cos ź, sin £, .... Cos nt, sin nt, .. . est orthogonale dans Q [—x, x]. 
Comment se présente la famille orthonormée ? 

Considérons maintenant l’orthogonalisation dans un cas concret. 


Soit dans l’espace F. [—1, 1] une famille d'éléments {zr}R—=0, où 
zp (t) = t, i.e. la famille 4, t, t?, ..., t”, ... Son orthogonali- 
sation nous donne un système orthogonal {fp (t)yk=0.- 
Exercice 2. Montrer que 
1 3 
fo (t) = 1, fji) =t, f i Ste, fs t) = P— t. 
Les polynômes fp (t), k = 1, 2,..., ont été introduits par 
Legendre. On utilise généralement une famille orthogonale de 
fonctions 


1 dk 
Pr (t) = IRh | q [(— 1)*], k=1, 2, e.. 
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dites polynômes de Legendre. Le polynôme pp (t) ne diffère du poly- 
nôme f, (t) que par un coefficient numérique. On rencontre des 
polynômes de Legendre dans toute une série de problèmes de physi- 
que mathématique. Pour plus de détails concernant les polynômes 
de Legendre, voir [12] et [30]. 

Remarquons en conclusion que le procédé d'’orthogonalisation 
réalisé sur ordinateur s'avère numériquement instable dans la 
plupart des cas, notamment lorsqu'on veut orthogonaliser une 
famille {t} à l’aide d’un algorithme unique. Cela limite notable- 
ment les applications pratiques de la méthode d’orthogonalisation 
(voir [2}). 


4.7. Deux propriétés caractéristiques du produit scalaire. 


1. Le produit scalaire est continu. Soient x, — x et y, > y 
pour n— œ ; on a alors (tr, Yn) — (x, y) pour n —+ oo. 
Démonstration. Ona (£n, yn)—{(x, y) = (£n — X, Yn) + 
+ (x, Yn — y). En vertu de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski, 
| (Ens Yn) — (2, Y) |S | (En — T, Yn) | + Ps Yn — y) |S 
< |l £n — 2 Ilyn I + iei lyn — y 10 pour n —+ œ, 
car {|| yn ||} est bornée (pourquoi ?). 
2. Egalité du parallélogramme. On a dans tout espace muni 
d'un produit scalaire légalité 
le + yl? + ile y lP = 2 (le l y 1, 
équivalente en géométrie à la proposition selon laquelle la somme des 


carrés des diagonales d'un parallélogramme est égale à la somme des 


carrés de ses côtés. 
En effet, 


x + y l+ x — yl? = (x +y, x+y + (x — y, x — y) = 
= (x, x) + (x, y) + (y, x) + (y, y) + (z, x) — (x, y) — (y, x) + 
+ (y, y) = 2 (|z IP + Ily l. 


Remarquons que dans les espaces normés l’égalité du parallélo- 
gramme n’est pas vérifiée en général. 


Problèmes récapitulatifs 


1. Montrer que dans un espace muni d’un produit scalaire, deux vecteurs 
xz, y sont portés par une même droite (i.e. sont linéairement dépendants) si et 
seulement si 

(x, x) (y, y) = | (z, y) 1°. 


2. Montrer que dans un espace muni d’un produit scalaire, deux vecteurs 
xz, y sont portés par une même demi-droite (soit x = 0, soit y = Àx pour un 
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à > 0) si et seulement si 
lel +iyl=lz + y. 


3. Montrer que deux vecteurs z, y sont orthogonaux dans un espace eucli- 
dien si et seulement si 


Iæ? y I? S e y P. 


4. Montrer que deux vecteurs z, y sont orthogonaux dans un espace uni- 
taire si et seulement si 


I Az I? + I| uy If = Il Az + py IP 


pour deux nombres complexes quelconques À, u. 
5. Montrer que dans tout espace muni d’un produit scalaire, on a l'identité 
d’ Apollonius: 


1 y 
Iz= zl? +l yle = Sie — y +2 l 
6. Montrer que dans tout espace muni d’un produit scalaire, quatre vec- 
teurs quelconques vérifient linégalité de Ptolémée 
Iz= zlil y tl Kile y l l y e ll e t 


Sous quelles conditions obtient-on l'égalité? 
7. Soit un espace vectoriel de fonctions x (t) continues sur ]—œ, oo 
et telles que l'intégrale 


L 2 


Zz — 


+ oo 


le 
| | x (t) |2 e-t? dt 
— 00 
soit convergente. Munissons-le du produit scalaire 
—+ 00 
(z, y) = È z) y (t) e~? dt 
v 
0 


(intégrale impropre). Montrer que toutes les propriétés d’un produit scalaire 
sont vérifiées. 

8. Dans l’espace vectoriel muni du produit scalaire défini dans le problème 7 
ci-dessus, considérons la famille 1, #, t?, ... Appliquant à cette famille la 
procédure d’orthogonalisation de Schmidt, on obtient une famille orthonormée 
de polynômes de Tchébychev-Hermite. Calculer les trois premiers polynômes. 

9. Soit un espace vectoriel de fonctions x (t) continues sur [0, Ho! et 
telles que l'intégrale 


+ 00 
| [x (t) |? e-t dt 
0 
soit convergente. Munissons cet espace du produit scalaire 
oo 
(x, y) = |z (t) y (t) e di. 


0 


Voir si toutes les propriétés d’un produit scalaire sont vérifiées. 

10. Dans l’espace vectoriel muni du produit scalaire défini dans le pro- 
blème 9 ci-dessus, l’orthogonalisation de la famille 41, #, #2, ... conduit à une 
famille de polynômes de Tchébychev-Laguerre. Calculer les trois premiers poly- 
nômes. 
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$ 9. Espaces de Banach 


La droite numérique est assimilée à un ensemble complet: elle 
est entièrement remplie de nombres réels, sans «lacunes ». En 
analyse, la façon la plus simple d'exprimer ce fait est d'appliquer 
le critère connu de Cauchy qui fournit une condition nécessaire et 
suffisante pour qu'une suite soit bornée. La même idée et la même 
méthode conduisent à la notion d'espace normé complet, grâce 
à quoi on arrive à approfondir bon nombre de problèmes d'analyse 
dans les espaces normés. Par exemple, la question de convergence 
des séries ne peut être résolue, en fait, que dans un espace complet 
(voir n° 5.6). 


9.1. Suites de Cauchy. Donnons tout d’abord une définition fon- 
damentale. Soit X un espace normé. 


Définition. On dit qu une suite {r,} € X est de Cauchy si pour 
tout e œQ il existe un N = N (e) tel que pour tout n >N et tout 
entier naturel p on a l'inégalité || Ziip — Zn || < €. 


Remarque. Soit une suite {z a} Œ X; supposons qu’il 
existe un k œO tel que pour tout e œQ il existe un N =N (e) 
tel que pour tout n > N et pour tout entier naturel p on a l’inégali- 
té [Trip — Zn || < ke; si toutes ces conditions sont vérifiées. 
{zn} est de Cauchy. 

Pour démontrer cette proposition, remarquons que pour tout 
n œN (&/k) et pour tout p entier naturel on a || Zyip — £n [| < €, 
i.e. {zn} est de Cauchy. 

Exercice 1. Toute suite de Cauchy est bornée. 

Exercice 2. Si {z} est de Cauchy, alors {Ar,} est aussi 
de Cauchy. 

Exercice 3. Si {x,} et {yn} sont des suites de Cauchy dans 
X, il en est de même de {zn + Yn} 

Exercice 4. Montrer que si une sous-suite d’une suite de 
Cauchy converge vers x, la suite de Cauchy converge aussi vers x. 


Lemme. Toute suite convergente dans X est de Cauchy. 


Démonstration. Soit x, —> zo pour n —> co. Cela revient 
à dire que pour tout e œO il existe un W = N (e) tel que pour tout 
n >N on a l'inégalité || zn — zo || < e. Puisque n + p >N. 
on a pour n œN aussi || Zip — £o || < 8. En vertu de l'inégalité 
triangulaire 


Il n+p — Tn il < Il n+p — zoll + |l To — Tn | < 28, 
i.e. {x,} est une suite de Cauchy. Le lemme est démontré. 


. La réciproque est-elle vraie? Toute suite de Cauchy. est-elle 
convergente? Nous verrons plus tard qu’il n’en est pas toujours 
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ainsi. Néanmoins, on accorde beaucoup d'attention au cas où il 
y a convergence. 


5.2. Définition d’un espace de Banach. 


Définition. Un espace normé est dit complet si toute suite de 
Cauchy y est convergente. Un espace normé complet est appelé 
espace de Banach. 


Citons quelques exemples d’espaces de Banach. 

Exemple 1. L'espace E est de Banach. En effet, la droite 
numérique réelle vérifie le critère de Cauchy: pour qu'une suite 
{zn} Z E soit convergente, il faut et il suffit qu’elle soit de Cauchy. 
En disant que Æ vérifie le critère de Cauchy, on sous-entend que la 
droite réelle Æ est remplie entièrement de points (nombres réels), 
qu’elle n’a aucune « lacune », i.e. qu'elle est complète. 

Il n’en serait pas ainsi si nous restions dans le cadre des nombres 
rationnels. Par exemple, la suite des approximations décimales par 
défaut de V 2, z} = 1, za = 1,4, z = 1,41, ..., est une suite de 
Cauchy mais elle n’est pas convergente dans l’ensemble des nombres 
rationnels (elle admet bien une limite, mais celle-ci (V 2) n’est pas 
un nombre rationnel). 

Exemple 2. L'espace E”, m œ1, est aussi de Banach, 
car le critère de Cauchy est vérifié dans £7 aussi. 

Exemple 3. L'espace C [a, b] est de Banach. Soit {x, t) & 
c C la, b]. On a le critère de Cauchy suivant pour la convergence 
uniforme d'une suite de fonctions de C [a, b]: pour que {r, (t)} 
soit convergente dans C la, b], i.e. soit uniformément convergente 
sur [a, b], il faut et il suffit qu’elle soit de Cauchy dans C [a, b], 
i.e. que pour tout e€ > 0 il existe un N = N (e) tel que pour tout 
n œN et tout entier naturel p il y ait l'inégalité || £n +p — x, [lcta b1 << 
< g, ou, ce qui revient au même, qu'il y ait | Zi+p (t) — tn (t) |< € 
pour tout t € fa, bl. 

Le fait que C [a, b] soit complet ressort aussi clairement du 
théorème suivant: si une suite {x, (t)} de fonctions continues sur 
la. b] converge uniformément sur la, b] vers une fonction x (t), 
la fonction x (t) est continue sur [a, bl. 


5.3. Un exemple d’espace normé incomplet. Montrons que l’espace 
£L. [—1, +1] n’est pas complet. 
Considérons une suite de fonctions {x, (t) } continues sur [—1, +1], 
qui se définit comme suit: 
—1 pour t E[—1, —í/n], 
£n (t) = nt pour t € [—1/n, 1/nl, 
+1 pour t€ [/n, 1]. 
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Il est bon de représenter x, (t) graphiquement (fig. 5). 
La courbe représentative de la fonction montre que | x, (t) | <1 
pour tout n; on a alors | Zn+p (t) — xx (t) |< 2 et donc 


1 
| LTn+p —Ln |2 = | [Tn+p (t)—zx, (t) |? dt -= 
21 


1/n 1/n 
lad 

= | lemme (Hl dt<4 | dt=2 0 pour n>. 
=1/n in 


Ainsi donc, {x, (t)} est une suite de Cauchy au sens de la con- 
vergence en moyenne. 

Remarquons maintenant qu’en chaque point t € [—1, +1] la 
suite de x, (t) admet une limite pour n — œ: 


— 1 pour tE[—1, Of, 
Zn (t) —— z (t) = 0O pour t=0, 
N-> 00 
+1 pour t€E]0, +1]. 


On a |z (t) |< 1 et | zn (t) — z (t) | < 2. On obtient alors comme 
précédemment 


9 8 
Ian (t) — z (t) <E 0, no. 


Ainsi donc, x, (t) tend en moyenne vers x (t) sur [—1, +1] quand 
n — oo. Il est à noter que x (t) est une fonction discontinue sur 


[—1, +4], donc x (t) ¢ £, [—1, +1] car cet espace normé ne se 
compose que de fonctions continues sur 
[—1, +1]. Est-il possible que {x, (t)} 
converge quand même en moyenne vers 
une fonction continue? La réponse est 
négative. En effet, le raisonnement re- 
latif à {x, (t)} peut être transposé dans 
l’espace Q [—1, +11 (voir n° 4.5). Il est 
clair que toutes les x, (t), x (t) appar- 
tiennent à cet espace. Puisque la li- 
mite est toujours unique, {x,(t)} 
converge dans Q [—1, +1] versla clas- 
se qui contient x (t). Aucune varia- 
tion de x (t) effectuée en un nombre fini 
de points ne peut conduire à une fonc- 
Fig. 5 tion continue sur [—1, +1]; il s'en- 

suit que {z„(t)} ne converge pas 


non plus dans A [—1, +4] (qui est partie de Q [— 1, +11) vers 
une fonction continue. Ainsi donc, {x, (t)} n'étant pas conver- 
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gente dans PL [—1, +14], cet espace n’est pas complet. Il va sans 
dire qu’en modifiant légèrement cet exemple, on montre qu'aucun 


des espaces PA la, b], p>1, n’est de Banach. 


Problème. Montrer que £, la, bl, p>1, n'est pas un 
espace complet. 


5.4. Espace de Banach C (G) et espace normé £p (G). Soit G un 
domaine borné de Æ", i.e. un ensemble ouvert borné connexe. 
Rappelons qu’un ensemble GŒ E™ est dit connexe si ses deux 
points quelconques peuvent être liés par une courbe continue {€ G, 
i.e. si pour ses deux points quelconques x,, x, il existe une fonction 
z (t) continue sur [0, 1] à valeurs dans G, telle que x (0) = x», 
x (1) = ri. 

Soit G la fermeture de G. Nous allons introduire deux espaces 
de fonctions de m variables, continues sur G. 

Soit C (G) l’espace vectoriel de toutes les fonctions u (x) conti- 
nues sur G (x € G) à valeurs numériques, muni de la norme 

| u lle) = max ju (x) |. 
xEG 


C (G) est un espace normé qui généralise naturellement l’espace 
C la, bl. L'espace des fonctions continues C (G) est de Banach, 
puisque le critère de la convergence uniforme de Cauchy est vérifié 


sur G. 


Introduisons maintenant un espace normé £p (G), p > 1. Suppo- 
sons en outre que G soit cubable, i.e. qu'il admette une intégrale 
m-uple de Riemann suivant G. Dans l’espace vectoriel des fonctions 
continues sur G, introduisons la norme: 


lullp= (| he) de)”. 


G 


Exercice. Vérifier les axiomes de la norme. Utiliser l’inéga- 
lité généralisée de Minkowski pour les intégrales multiples. 


L'espace normé ainsi obtenu se note £p (G). Ce n’est pas un 
espace complet (voir n? 5.3). 


5.5. Espaces de Banach C#(G), k > 1. Considérons maintenant 


des espaces de fonctions dérivables. Soit x = (£i, Zə, . .., Zm) € 
€ E™., Introduisons pour abréger les notations suivantes. La famille 
d'indices æs > 0, s= 1, 2,..., M, à = (Qi, &, . .., @m) S'ap- 


pelle multi-indice. Le nombre |a | = a + @ + ... + am S'ap- 
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pelle longueur du multi-indice. Les dérivées partielles seront notées 


D*i — D° = Di. D%2 ... Dm, 
Q, ? 1 2 m 


Soient G un domaine borné de £" et G la fermeture de G. Nous 
dirons que la fonction u (x) définie et continue sur G est k fois con- 
tinûment dérivable dans G si pour tout « tel que |a | Z k: 

1° Dau existe et est continue en tout point de G; 

2° Du prend ses valeurs limites quand x tend vers la frontière 
ðG de G (suivant les points de G); 

3° prolongeons Du à ôG en admettant que Du prenne sur 0G 
ses valeurs limites ; nous obtenons de cette façon une fonction Deu 
continue sur G. 

Considérons maintenant l’espace normé C* (G) des fonctions qui 
admettent sur G toutes les dérivées partielles continues jusqu'à 
l'ordre k inclus (k > 1). Introduisons dans CÊ (G) la norme 

œ _ 
Lu once = À, II Du lle, 
ou plus exactement 
lulong = 2. max |Du (x)|. 
O<KIAIKR xe 

Exemple. Soit Sg € E? un disque z? + y? R*°. L'espace 
Ct (Spr) se compose de fonctions u (x, y) continâment dérivables 
dans Sg de norme 
ðu (x, y) 

ĝu 


ð 
| u||= max |u(x, y)|+ max e max 
X, vES R x, vESp X, yESp 


On montre que tous les C* (G) sont des espaces complets, donc 
aussi des espaces de Banach. 


5.6. Les séries dans les espaces normés et dans les espaces de Banach. 
Soient X un espace normé et z €X, k=1, 2,... On appelle 


O0 
série dans X une somme formelle >, z}. Introduisons les éléments 
k=1 
CO 


n 
Sn = > Ze, Sommes partielles de la série > Th 
k=1 k=1 


Définition 1. On dit que la série >, x, est convergente si la 
k=! 


suite de ses sommes partielles {s,} converge dans X. Si la série 
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20 


X) z, est convergente, on a s,—>s€X pour n—> oœ. L'élément s: 
k=i 


oo 00 
7 . à 

s'appelle somme de la série à x,. La notation D 2,—s veut. 
k= k=1 


dire que la série est convergente et de somme s. 


O0 O0 
Exercice 1. Montrer que si >) z,=5s et ` Zp =S, On & 
k=1 k=1 
CO 
N 


, (tr t TR) = SFS. 


Citons le critère de Cauchy de la convergence d’une série. 


CO 


Théorème 1. Soit X un espace normé. Pour que la série > Lp 
k=1 
soit convergente, il faut, et il suffit si X est de Banach, que pour tout 
e > 0ilexiste un N tel que pour tout n œN et pour tout entier naturel: 
p il y ait linégalité 
n+p 


l È zl<e. 
k=n+1 


Démonstration. Elle résulte de la définition d’une série: 
convergente et de la relation entre une suite convergente et une: 
suite de Cauchy appliquée à la suite des sommes partielles. 


[e 0) 


Exercice 2. Montrer que si la série >, z, est convergente. 


k=1 
on a xz} —> 0 pour k — oo. 
O0 


Définition 2. Si la série numérique Š Ilza || est convergente, 


te 
pe 


(ee) 


on dit que la série > z, est absolument convergente. 
k=1 


Exercice 3 Montrer que la série >, (Az; + uyx) est absolu- 
k=1 


OO O0 


ment convergente si les séries Ù; z}, >, y, sont absolument con- 
R=1  k=1 


vergentes dans À. 


Théorème 2. Soit X un espace de Banach. À lors toute série abso- 
lument convergente dans X est convergente. 


n+p n+p 
| Y al< È el IT en découle la 


=n + =n 


Démonstration. 
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<onvergence de la série en vertu du théorème 1. 
Le théorème que nous venons de démontrer s'appelle théorème de 
Weierstrass. Il se trouve que sa réciproque est aussi vraie: 


Théorème 3. Si toute série absolument convergente dans un espace 
normé X est convergente, X est de Banach. 


Démonstration. Soit {rn} = X une suite de Cauchy. 
Montrons qu’elle converge vers un x € X. Puisque {x,} est de Cau- 
chy, on peut en extraire une suite {2n,} de telle façon qu’il y ait 


| £n I| < 1/2 et que pour tout k > 2 il y ait || Zu — nri I| < 
< 1/2%. Formons la série 


En, F (Ens, — m) H -e + (Enr — Ima) H- 


‘C’est une série absolument convergente, car elle est majorée par la 


oo 


r >» 4 . 19/7 
série convergente >» Fk” Il existe alors un élément z € X vers 
k=1 


lequel converge la suite de ses sommes partielles {są}. On vérifie 
aisément que Sp = Zn. On a donc Zn, > x pour k — œ. On voit 
que la sous-suite de la suite de Cauchy converge vers x. Il en est 
donc de même de la suite de Cauchy {x,} (voir l'exercice 4 du n° 5.1). 
Le théorème est démontré. 


9.7. Espaces de Banach de base dénombrable, espaces séparables. 
Soit X un espace de Banach de dimension infinie. Une suite {ep} € 
Œ X est appelée base dans X si tout élément x de X se laisse mettre 
d’une façon unique sous la forme d’une série convergente 


r= Ý be. (1) 
k=i 


Les scalaires 54, &, .. . s'appellent alors coordonnées de x par 
rapport à la base {e,}. Puisque x se représente (se décompose) d’une 
façon unique dans la base, toute famille finie de vecteurs de la base 
est libre. Ainsi donc, la notion de base dans un espace de dimension 
infinie généralise naturellement la notion analogue dans un espace 
de dimension finie. 

On connaît beaucoup d'exemples d'espaces de Banach de base 
dénombrable, par exemple (voir [17]) l’espace C [a, b]. Nous nous 
bornerons à citer un seul exemple. 


Dans un espace lp, p > 1, considérons les éléments ep = (ôr)121, 
Où Ôp; est le symbole de Kronecker (kı = 4 pour l = k, ô 


kl = 
pour l Æ k). Montrons que {e}} est une base dans lp. 
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Tout élément 


Où 


x = (i) EL, (2 l& P = || z ||P < -+ o0) 


se laisse mettre sous la forme (1). Cela ressort du fait que la série (1) 
n -+ co 
converge vers z, car |z — > Ge] |e = >` | &, P— 0 pour 
I=1 | I=n+1 
n — œ, vu que c’est la section finissante de la série convergente 
de || I|’. 
Le fait que la représentation soit unique découle de l'égalité 


(&)i=1 = 2 Ee, = 2 Ele, = (Ei)i=1- 


Passons aux espaces séparables. 


Définition. On dit qu’un espace normé X est séparable s’il contient 
un ensemble dénombrable dense dans X. 


Citons quelques exemples d'espaces séparables. 


Exemple 1. E est séparable, car l’ensemble des nombres 
rationnels est dénombrable (les nombres rationnels pouvant être 
indiciés de façon à former une suite) et dense dans Æ (dans tout 
voisinage d’un nombre réel on trouve un nombre rationnel). 

Exemple 2. Tout espace de dimension finie est séparable. 
Il suffit d'y choisir une base et de considérer un ensemble d’élé- 
ments de coordonnées rationnelles. 

Exemple 3. C [a, b] est séparable, car l’ensemble des 
polynômes à coefficients rationnels est dense dans cet espace. 


On montre aussi que les espaces CÈ (G) et Lp (G) sont séparables 
et que l’espace m des suites bornées est non séparable (voir [17]). 


Proposition 1. Tout espace de Banach de base dénombrable est 
séparable. 


Pour le démontrer, il suffit de remarquer que l’ensemble de 
n 
toutes les combinaisons linéaires Xren où r, est un nombre 


I=1 
rationnel, n un entier naturel quelconque et {e,;} une base dans X, 
est un ensemble dénombrable dense dans X. 


Proposition 2. Tout ensemble infini M dans un espace séparable 
est séparable. 


En disant que M est séparable, on sous-entend qu'il existe dans 
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M un ensemble au plus dénombrable dont la fermeture dans X 
contient M. 
Problème. Démontrer la proposition 2. 


9.8. Principe des boules emboîtées. Ensembles de Ire et de II: 
catégorie. L'espace de Banach admet un principe analogue au prin- 
cipe connu des segments emboîtés : 


Théorème 1. Soit dans un espace de Banach X une suite de boules 
{Sr (xn)} emboiîtées l’une dans l’autre CE (n+) Z S, (a) 
n = 1, 2,..., avec r, —> 0 pour n — œo. Alors X admet un seul 
point x commun à toutes les boules. 


Démonstration. Considérons la suite {r,} des centres 
des boules. Puisque les £n, £Zn+1, . .. appartiennent à la boule 
Sy, (Zn); On à || ?Zn+p — tn | Srn — 0 pour n —+ œ. Pour cette 
raison, {zn} est une suite de Cauchy. Puisque X est complet, on 
a tn —>ztEX pour n—> œ. On a de plus {z,o} T Sa (Erlos 
donc z ES, (£h), k=1,2,... Si z’ est un deuxième point 
appartenant à toutes les boules Sr, (£), il vient 


[e — x IS Iz — xl + Man — 2 i ra +0 pour n— œ. 


D'où z = z’. Le théorème est démontré. 

Exercice 1. Montrer qu'un espace normé X est complet 
si et seulement si toute suite de boules emboîtées dont les rayons 
tendent vers zéro admet une intersection non vide dans X. 


Définition 1. On dit qu’un ensemble M dans un espace normé X 
est nulle part dense dans X si toute boule S$ & X contient une autre 
boule S, qui ne renferme aucun point de M. 


Exercice 2. Montrer que la définition 1 reste valable er 


y substituant les boules fermées S et S. 


Définition 2. Un ensemble M dans un espace normé est appelé 
ensemble de Î" catégorie s’il est réunion d’une famille dénombrable 
d'ensembles nulle part denses. Dans le cas contraire, on dit que W 
est un ensemble de I° catégorie. 


Exercice 3. Montrer qu'un ensemble nulle part dense dans 
X est un ensemble de [r° catégorie. 

Exercice 4. Montrer que tout plan dans Æ’ est un ensemble 
nulle part dense et que l’ensemble de tous les points de E? de coor- 
données rationnelles est un ensemble de Ire catégorie, dense dans F°. 


Théorème 2 (Baire-Hausdorff). Tout espace de Banach est un 
ensemble de I°? catégorie. 


Démonstration. Admettons le contraire, i.e. qu’un 
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espace de Banach X se laisse mettre sous la forme 
X = AT, U M, UM, 5 e e o3 


où chaque A7; est nulle part dense dans X. Prenons une boule S, (x). 
Puisque M, est nulle part dense, il existe une boule $, (x) = 
c $, (x) qui ne contient aucun point de M,. On peut admettre 
que r, < 1. Puisque 37, est nulle part dense, il existe dans Spn (x) 


une boule S,, (x) qui ne contient aucun point de M, et telle que 
ro < 1/2. En poursuivant ce raisonnement, on obtient une suite 


{S> (tn)} de boules emboîtées, avec r, — O pour n — co. 
En vertu du théorème 1 sur les boules emboîtées, il existe un 


point x, commun à toutes les boules. Or, x, & Mp, car x, € Sy (xx) 
dans laquelle il n'y a aucun point de Mp. Il en est ainsi pour k = 
= 1, 2, ... Autrement dit, x, 6 X; or, zo = lim z}, et X est 


koo 


complet. La contradiction obtenue démontre le théorème. 

Exercice 5. Montrer que dans un espace de Banach 

1° tout ensemble ouvert non vide est un ensemble de IIe caté- 
gorie ; 

2° le complémentaire de tout ensemble de [re catégorie est un 
ensemble de IIe catégorie ; 

3° dans C [a. b], les fonctions admettant une dérivée finie en un 
point au moins forment un ensemble de [re catégorie ; autrement dit, 
il existe dans C [a, b] une fonction partout non dérivable. 


Problèmes récapitulatifs 
1. Montrer que tout espace normé de dimension finie est complet. 
2. Montrer que l’espace m est complet. 


3. Montrer qu'un espace de suites convergentes de norme || (Ep? || = 
= sup |6;| est complet. 


i=1, 2,... 
O0 
4. Une série y zp est appelée commutativement convergente si sa limite reste 
kR=1 


inchangée par toute permutation de ses termes. Montrer que 

a) toute série absolument convergente est commutativement convergente ; 

b) dans un espace de dimension finie, toute série commutativement con- 
vergente est absolument convergente ; 

c) la convergence absolue est équivalente à la convergence commutative 
dans un espace de Banach de dimension finie, et dans cet espace seulement. 


$ 6. Espaces de Hilbert 


6.1. Définition d’un espace de Hilbert. Un espace muni d’un pro- 
duit scalaire est appelé espace de Hilbert s’il est complet au sens 
de la norme associée au produit scalaire. Les espaces de Hilbert 
sont généralement désignés par la lettre H. 
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L'exemple le plus simple d’un espace de Hilbert est donné par 
l’espace euclidien E£”. 

Montrons que l, (exemple 2 du n° 4.4) est un espace complet, donc 
de Hilbert. Choisissons dans l, une suite de Cauchy {zn}, où x, = 


= (Ef)E4. Puisque 


O0 
+ 1/2 
ÉD EPP) = EPST 


la suite numérique {£!”\%_1 est de Cauchy pour tout k donné et, 
par conséquent, converge dans E". Soit 5 = lim Ej”. Considé- 
n — CO 


rons la suite des nombres réels {Ef/}% 4 = x, et montrons que 
to El, et que x, —> x, dans l, pour n — œ. Puisque {4,}€ b 
est une suite de Cauchy, il existe pour tout e > 0 un N tel que 
pour tout n œN et pour p entier naturel quelconque on a l'inégalité 


S + 1/2 
en tn |= {D EPP e)? <e. 


Donc, on a pour m quelconque 
$ 1/2 
($ popece 


Passons dans la dernière inégalité à la limite pour p — +: 
il vient pour tout n >N 


(5 EO EM) e. 


l=1 


Passons maintenant à la limite pour m —> œo: il vient 
S (0) 1 /2 
(2 lS — gp} <e. 


Cette inégalité signifie que pour n > N on a x, — 2, € Ll, et que 
|| To — zn || Le. On a alors x, = x, + (x, — Zn) € la, puisque l, 
est vectoriel. On a de plus z, — zo pour n — œ. 

Exercice. Montrer par le même procédé que lp, p>1 
(voir n° 2.6) est un espace complet, donc de Banach. 


6.2. Distance d’un point à un ensemble convexe fermé. Revenons 
au problème de la meilleure approximation que nous avons examiné 
dans les n°s 3.3 à 3.5. Ce problème admet une solution définitive 
dans l’espace de Hilbert, parce que celui-ci est complet et permet 
de définir l’orthogonalité des éléments. Dans ce n° nous considérons 
le cas général pour passer ensuite, dans le n° suivant, à un cas parti- 
culier important d’approximation linéaire. 
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Soient dans un espace de Hilbert H un ensemble M et un point 
x € H. [ntroduisons la distance de x à M en la définissant par la 
formule 


o (x, M) = inf ||z —u ||. 
uEM 


Lemme. Si x € M, on a p (x, M) = 0. Si x é M et M est fermé, 
on a ọ (x, M) > 0. 


Démonstration. Si x € M, alors pour u =< on a 
|x — u || = 0, d'où p(z, A) — 0. Soit maintenant M fermé, 
et soit x € M. Supposons que o (x, M) = 0. Par définition de la 
borne inférieure, il existe pour tout n un u, € M tel que || z — 
— Un || < 1/n, d'où u, —> x pour n — œ. Puisque M est fermé, 
il s'ensuit que x € M, contrairement à l'hypothèse. Cette contradic- 
tion nous amène à croire que la sup- 
position ọ (x, M) =0 est fausse. 
On a donc p (x, M) > 0 comme an- 
noncé. 


Théorème. Soit M un ensemble 
convexe fermé dans un espace de Hil- 
bert H, et soit un point x é M.I 
existe alors un élément y € M et un 
seul tel que (fig. 6) 


pẹ (z, M) = || z — y ll. 


Fig. 6 


Démonstration. Confor- 
mément au lemme précédent, d = o(x, M) œ> 0. Rappelons-nous une 
fois de plus la définition de inf: pour tout n il existe un u, € M tel 
que 


dr un <d+ (1) 


Montrons que {u,} est une suite de Cauchy. Appliquons l'égalité 
du parallélogramme. Soient x — up et x — upm les côtés du parallélo- 
gramme: ses diagonales seront alors 2x — u, — Um et Um — Un- 
L'égalité du parallélogramme s'écrit alors 


2 || £— un +2] z — Um |= |l Un — Um ||? + |l 2£ — Un — Um ||? 


. u u 
Remarquons maintenant que intim € M, car M est convexe. 


On a donc 


Un -Uum 


2 
7 > 4d?. 


| 2r — up — üm | 4 | 2 
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Ensuite, en vertu de (1), on a 


laure (a+), eue (4+5). 


Donc 


J| Un — Um ||? == 2 |2 — un ||? +2 || £ —um l? —4 | t— ER tn f< 


<2(a +4) +2 (4+4) 4e- 


__4äd , 4d, 2 2 8d-4-4 
=p tmn TR t m SON 
pour m, n œ N, ce qui fait que {u,} est bien une suite de Cauchy. 
Puisque H est complet, la suite {u, } converge vers un y € M, car M 
est fermé. Passant dans (1) à la limite pour n — œ, nous obtenons 
j — y || = d. 

Il reste à montrer que l'élément y réalisant l’infimum de || x — u|| 
est unique. Soit aussi || x — y* || = d pour un y* € M. En vertu 
de légalité du parallélogramme 


A2 ay |? +2] z—* API y ut è+ 
# |12 
+4 2-455 Pr uv +48. 


On a donc [[y—y*||—0 et y*— y. Le théorème est démontré. 


6.3. Distance d’un point à un sous-espace. Soient dans l'es- 
pace euclidien tridimensionnel un plan L passant par l’origine des 
coordonnées O et un point P qui n appartient pas à L. Il existe 
alors un point P’ € L tel que | PP” | soit la distance de P à L, la 
droite PP’ étant perpendiculaire à L. 

Il en est ainsi dans tout espace de Hilbert H. Soit L un sous- 
espace dans H, i.e. une variété linéaire fermée. Soit ensuite x € H 
mais x 6 L. Comme dans le n° 6.2, la distance du point x au sous- 
espace L se définit par la formule 


p (x, L) = inf [x — u ||. 
u€EL 
Remarquons ensuite que tout sous-espace d’un espace de Hilbert 


{ou de Banach) est un ensemble convexe fermé. Le théorème établi 
dans le n° 6.2 admet donc une conséquence: 


Corollaire 1. Il existe un élément y € L et un seul qui réalise la 


distance d'un point x à un sous-espace L: 
p (z, L) = x — y Il. 
Une autre conséquence découle à son tour de ce corollaire: 
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Théorème. Soit || x — y || = p (x, L); on a alors (x — y) L L. 


Démonstration. Montrons que pour tout kEL on 
a (x — y, h) = 0. Soit À un paramètre arbitraire complexe (ou réel 
si H est réel). On a || x — y + àh | > || x — y ||, d'où 


(x — y + Ah, z — y + ìh) > (x — y, x — y). 


Il vient, en simplifiant, 
À (h, x — y) +À (x — y, k)+ 
+ A IIA |P > 0. 


—y, h . 
Posant À = LE. on obtient 


y, h) |? a 

- 2220, d'où (x—y, h)=0. Fig. 7 
Corollaire 2. Soit L un sous-espace dans H ; alors tout x € H se 

laisse décomposer sous la forme 


T=Yy +2Z (1) 
(fig. 7), où y € L, z L L, et ce d'une façon unique. 
Pour le démontrer, il suffit de définir y en fonction de x d’après 
le théorème (si x € L, on a y = 0) et de poser x = y + (x — y), 
où z = (x — y) | L en vertu du théorème. 


L'élément y figurant dans la décomposition (1) de x est appelé 
projection (orthogonale) de x sur le sous-espace L. 

Exercice. Compte tenu de (1), démontrer le théorème de 
Pythagore || x |P = Ily I? + Iiz IP. 


6.4. Supplémentaire orthogonal. 


Définition. Soit L une variété linéaire dans H. L'ensemble 
des éléments de H orthogonaux à L est appelé supplémentaire ortho- 
gonal de L et est noté LA, 


Théorème 1. LA est un sous-espace dans H. 


Démonstration. Montrons que L+ est une variété linéai- 
re. Soient Z4, Z, € L+, i.e. (Zi, y) = 0, (22, y) = 0 pour touty € L. 
On a alors pour deux scalaires quelconques Àj, Ào 


(iZi + AaZo, y) = Ay (Z1, Y) + Ao (Z2, Y) = 0 


pour tout y E€ L, i.e. ÀZ + AZs € LA, 
Montrons que LŁ est fermé. Soit une suite {zn} € L+ et soit 
Zn >Z pour n — œ. Pour tout y E€ L on a (Zn, y) = 0. Passant 
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dans cette égalité à la limite pour n —+ co, on obtient en vertu 
de la continuité d’un produit scalaire que (z, y) = 0 pour tout 
y EL, i.e. que z € L+. Le théorème est démontré. 

Remarque. Si en particulier L est un sous-espace dans H, 
alors LŁ est aussi un sous-espace dans H. 


Théorème 2. Soit L'une variété linéaire dans un espace de Hilbert 
H. Alors, pour que L soit dense dans H, il faut et il suffit que LA = 
= {0}. 

Démonstration. La condition est suffisante. Supposons 
que Li = {0}, i.e. que z = 0 si (z, y) = 0 pour tout y € L. Suppo- 
sons ensuite que L ne soit pas dense dans H: cela revient à dire 
qu'il existe un x, & L. Puisque ce dernier est un sous-espace, il est 
possible de décomposer x, sous la forme x, = y, + Zo, où YEL 
et zo € (L)+ = (L)1. On a dans ce cas Zo Æ U(sinonx, € L), (Zo y) = 
= () pour tout y E L et, en particulier, pour tout y E€ L. Or, un 
tel z, est nul par définition. La contradiction obtenue montre que 
la supposition selon laquelle Z serait non dense dans H est fausse. 

La condition est nécessaire. Soit L dense dans H, i.e. L = H. 
Supposons qu’il existe un z, € H, zọ l. L. Soient {y,} € L et 
Yn > y € H pour n — œ. On a alors 0 = (Yn, Zo) —> (y, Zo) pour 
n — œ, par continuité du produit scalaire. On a donc (y, z,) = 0 


pour tout y € H (L dense dans H). Posant en particulier y = Zo, 
on obtient (25, Zo) = 0, d’où z, = 0. Le théorème est démontré. 


6.5. Séries de Fourier dans l’espace de Hilbert. Soit un espace 
de dimension infinie Æ muni d’un produit scalaire. Considérons 
dans Æ une famille orthogonale {œp;}, i.e. p, 0, k=1, 2, ...; 


(Pr, P) =0 pour lk. Une série de la forme Ù, apẸọ} s'appelle 
k=! 


série suivant la famille orthogonale {p,}. Soit zEE. Les nombres 


„ = Pa) k = 1, 2, ..., s'appellent coefficients de Fourier 


| Pr À ? 
de l'élément x suivant la famille orthogonale {œ,}, et la série 


oo 


D CrPr, Série de Fourier (suivant la famille orthogonale {,}) 


associée à l'élément x, ou série de Fourier de x. Un polynôme 
n 
Si ck, somme partielle de la série de Fourier, s'appelle 


polynôme de Fourier (de x). 

En attendant, nous laissons en suspens la question de savoir 
si la série de Fourier d’un élément x est convergente ou non, et 
dans l’affirmative, si elle converge vers x ou vers un autre élément 


quelconque. 
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Prenons maintenant n premiers vecteurs @,, ẸỌə, . . ., ®, de la 
famille orthogonale {4} et formons toutes les combinaisons linéai- 
. n 


res possibles de la forme u, = N AROR- Nous obtenons ainsi un 


k=1 
sous-espace L, de dimension n dans Æ. On dit parfois que Lẹ, est 
engendré par (ou construit sur) les vecteurs ®@,, @>, .: .., @r, ou 


que Ln est l’enveloppe linéaire de cette famille de vecteurs. 
Choisissons maintenant un élément x € E et calculons le carré 

de la distance de x et u,: 

2 


A = || z — un | 


On se place dans le cas de Æ complexe. Pour E réel, le raisonnement 
est valable et même plus simple. En vertu des propriétés d’un pro- 
duit scalaire, on a 


n n 


2 NI . , V1 — 

n =(z— _— ph d— L ax) = 
k=1 k=1 

n n n 


=: (x, x) — ` Ar (Prs £)— 2 A (x, a) + 2 CAT (Prs Pr). 


Remarquons maintenant que 


(2, Pr) = cl Pr ll, (Prs 2) = (2, Pr) = Cr İl Pa IP, 
où c} sont les coefficients de Fourier de x. On a donc 


n n n 


A= Ile 2 Anen Il Pa l? — È anen Il Pr IP + 25 arar I pr I. 


Par ailleurs, 
lAr — Cp |7 = (Ap — Ch) (Ak — Eh) = Anar — nc — Chp + |Cp l2, 
et il vient 


n n 
2 __ 2 Y 2 2 NI 2 2 
An = || 2 || = [CR RL lon — cerl? ll a IP 
On peut calculer maintenant 
dn = 0 (x, La) = ini |l T —Un |l = inf Ans 
u,,ELn Al, ..., An 
n 
où À, est fonction de u, — > arr, 1.e. de n variables complexes 
k=1 
Lis Qo, + . .«, An. La formule explicite de A? montre que d, est 
réalisée pour ax = Cp, k = 1, 2, ..., n. Cette propriété des coeffi- 
cients de Fourier c4, Cə, . .., ©, S appelle propriété minimale. Nous 


formulons donc la proposition suivante: 
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Théorème. Soient dans un espace E muni d'un produit scalaire 
une famille orthogonale {@,} et un sous-espace L, engendré par les 
vecteurs 1, . . ., Pn. Alors la distance d, = p (x, L,), x € EF, se 
définit par les égalités suivantes: 

n 
da = | 2 à Ch OR | , (1) 
n 
di = || er 2 [en]? 11 x 1, (2) 


Où Cp, k = 1, 2, ..., sont les coefficients de Fourier de x suivant 
{Pr} 


Ce théorème donne lieu à un 


Corollaire. Si m œn, on a 


vt 


| zt — > CrPR NS] x — > Chr |l. 
k=1 k= 


En effet, on a en vertu de (2) 


m 


n 
da=] zl 2 lenll Gr PU È ler? Gr I? d 


Il ne reste qu'à appliquer la formule (4). 

Exercice 1. Démontrer (1) et (2) pour Æ réel. 

Ainsi donc, la meilleure approximation d’un élément x par Îles 
éléments de L,„ est le polynôme de Fourier de x: 


n 


N1 
Li CRPR: 


Exercice 2. Chercher la meilleure approximation de la 


fonction et au sens de la norme de Z, [—1, 1] par un polynôme 
du troisième degré. Utiliser les polynômes de Legendre. 


6.6. Inégalité de Bessel. Familles orthogonales totales. Puisque 


d > 0, on a en vertu de la formule (2) du n° 6.5 
2 len? ex PK z IP. (1) 


Le premier membre de cette inégalité est une somme partielle de la 


[ee 


série numérique > [cr 1° || pz |? à termes positifs. La majora- 


k=1 
tion (1) reste vraie pour n quelconque. 
Une série à termes positifs est convergente si et seulement si la 
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suite de ses sommes partielles est bornée. Il ressort donc de (1) que 


O0 
la série > | cx | I| px IF est convergente et que sa somme vérifie 
s . k=l 
l'inégalité 
(se) 
Q . 
à lel Il Pa SI x IP. (2) 


C'est l'inégalité de Bessel. Nous avons montré qu'elle reste vraie 
pour toute famille orthogonale dans n'importe quel espace de dimen- 
sion infinie muni d'un produit scalaire. 

L'inégalité de Bessel donne lieu à une conséquence importante: 


Corollaire. Si || ¢a | > &« œ>0, k = 1,2, ..., les coefficients de 
Fourier c, de toul élément x € H tendent vers zéro quand k — oo. 


O0 
Pour le démontrer. remarquons qu’on a maintenant y [Cr 


k=l 
1 ; 
<— xl et |e}? — 0 pour k — œ, car ce sont les termes d’une 
oL“ L 
série convergente. 


Passons à la question de la convergence d’une série de Fourier 


Définition 1. Une famille orthogonale {+,} dans un espace de 
Hilbert H est dite totale si pour tout x € H ona 


OO 


V 
— CRP ST 
k=1 
(la série de Fourier de x converge vers x). 
Une famille orthogonale totale s'appelle base orthogonale dans H. 


Des formules (1), (2) du n° 6.5 il ressort que 


n 


n 
N 2 2 N! 2 
| T — e Chr | =| z| 7— > ler]? pr ll, (3) 
= k=įí 
ce qui nous conduit à la conclusion suivante: 
Pour que {p,} soit totale, il faut et il suffit que 


DO 


D Jerl? ll Pr = || z N2. (4) 


Ainsi donc, l'inégalité de Bessel devient égalité si et seulemen 
si la famille est totale. L'égalité obtenue porte le nom d'égalité de 
Parseval-Steklov. 

Remarquons qu'une famille orthogonale totale ne peut être 
transformée en une famille orthogonale plus large par l’adjonction 
de nouveaux éléments. 
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Il existe encore un critère pour que la famille orthogonale soit 
totale. Introduisons d’abord une définition: 


Définition 2. Soit une famille infinie ou finie {x,} dans un espace 
vectoriel Æ. L'ensemble L de toutes les combinaisons linéaires 
N 


finies Dr pour différents n s'appelle enveloppe linéaire de 


k=1 
{x}. 
Exercice. Montrer que L est une variété linéaire dans Æ. 


Théorème. Une famille orthogonale {4,} est totale dans un espace 
de Hilbert H si et seulement si son enveloppe linéaire L est dense dans H 


(ie. si L = H). 


Démonstration. Supposons que {q,} soit lotale. Si LH, 
il existe un 2, €(L)-, x, 0. On a alors {x,, x) —0, k=:1, 2. 


Donc c, = Co Lx) O, Puisque la famille est totale, x, — 


I Pr |? 


GO 
=) Ce@n =0. La contradiction obtenue prouve que L=H. 
E=1 
Soit maintenant L = H. Puisque L est par définition dense 
dans H, il existe pour tout e = Ounxr.€ZLtel que || z — zte | < e. 
Appartenant à L, l'élément x, est une combinaison linéaire finie 
N 
suivant {4}. Il existe donc un N = N (e) tel que re = Dan. 
k=1 
En vertu de la propriété minimale des coefficients de Fourier 


+ 


le 2 erer [<I e — ze Il- 


Ensuite, conformément au corollaire établi dans le n° 6.5, pour 
n 
tout n œN la norme ||z — D CkPz || décroît quand n augmente. 
k=1 
On a donc pour tout n >N 


T 


l2- È am l<] e È alliere: 


Il existe donc bien pour tout e > 0 un N = N (e) tel que pour tout 
n>Nona 


| r— à CE || E. 
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O0 
Autrement dit, > Chr = x. Puisque x est choisi arbitrairement 


k=1 
dans H, la famille {p,} est totale comme annoncé. 


6.7. Séries de Fourier dans un espace de Banach équipé. Soient 
X un espace de Banach et || x || la norme d’un élément x dans X. 
En plus de la norme ]|- ||, il est parfois possible d'introduire dans X 
(considéré comme un espace vectoriel) un produit scalaire (x, y) 
{« équiper » l’espace X). Ce produit scalaire induit dans X une 
deuxième norme, || z lls = V (£, x), différente de [|-|| en général. 
S'il existe un y constant strictement positif tel que || z Ik <y |z Il 
pour tout x € X (i.e. si la norme ||: || est plus fine que ||- Ils, voir n° 2.9) 
on dit que X est un espace de Banach équipé. 

Si ||- |l n’est pas équivalente à ||- || au sens du n° 3.2, il existe 
dans X deux types de convergence: une convergence au sens de la 
norme ||- ||. que nous appellerons uniforme, et une convergence au 
sens de ||- |l que nous appellerons convergence en moyenne. De la 
convergence uniforme de x, vers z pour n —> œœ il ressort que x, 
converge en moyenne vers z quand n —> œ. (Vérifier !) 

Exemple 1. Soit un espace C [a, b] muni de la norme 
i| x || = max |z (t) |. Munissons en outre cet espace du produit 

Ca, b] 
b 
(e, y) = fæ (6) y (i) di. 
a 
On a alors 


b 


lzls= (f æ) dt) <VE—alz, 


a 


ce qui signifie que C [a, b] est devenu un espace de Banach équipé. 
On dit aussi très souvent qu'un espace de Banach équipé X est 
immergé ou plongé dans un espace de Hilbert. 

Notre but est d'établir la proposition suivante: 


A k, LE 4 r 
Théorème. Soient X un espace de Banach équipé et X une variété 
linéaire de X dense dans X au sens de la norme ||- ||. Supposons que 


la série de Fourier de tout élément x € X suivant une famille orthogonale 


{Pr} converge vers x au sens de la norme ll. Alors la famille {9h} 
est totale dans X au sens de la norme ||- I]. 


Démonstration. Choisissons un élément quelconque 
x EX et un e œQ. Puisque X est dense dans X, il existe un x € X 
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tel que 
x — xls < e. (1) 


La série de Fourier de x suivant {Pa} converge vers x par définition. 
Il existe donc pour e > 0 un N = N (e) tel que pour tout n >N 


x — 2 ChPh <e. (2) 


Ici les cp sont les coefficients de Fourier de x. Compte tenn des iné- 
galités (1) et (2), on obtient pour tout n >N 


s< Uye. 


| z% — > CP ll x— x Is + | x — D CO 


= k= 


En vertu de la propriété minimale des coefficients de Fourier, on 
a pour tout n œ>:N 


n 
| r— à ChOR lk<|| £ — X ChPr 


s (1 + v)E. 


Ici les c} sont les coefficients de Fourier de x. 11 en ressort que la 


D 


série de Fourier DT converge vers x. Le théorème est démontré. 
k=1 
Exemple 2. Soit X = C[—x, nl. Comme variété linéaire 


A 


X, prenons la classe des fonctions x (t) continues sur [—x, x, 
continüment dérivables par 
morceaux sur cel intervalle 
et telles que x (—n) = x (n). 
On démontre en analyse un 
théorème selon lequel la série 


A A 
de Fourier associée à x € X 
suivant une famille trigono- 
métrique converge uniformé- 


ment vers x. En outre, on 


Fig. 8 montre sans peine que X est 
dense en moyenne dans X: à 
cet effet, on approche une fonction continue sur [—x, x} par une 


ligne polygonale x (t) € X et en faisant une partition de [—x, x] 
de module suffisamment petit (fig. 8). 

Il ressort du théorème précédent que la série de Fourier associée 
à une fonction continue converge en moyenne vers cette même 
fonction. 
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6.8. Décompositions orthogonales dans l’espace de Hilbert. 


Théorème 1. Tout espace de Hilbert séparable admet une base: 
orthogonale finie ou dénombrable. 


Démonstration. Soit H un espace de Hilbert séparable. 
Il existe alors dans H un ensemble dénombrable, partout dense: 
{zn} (voir la définition dans le n° 5.7). 

Soit x, le premier élément non nul de {x,} ; désignons-le par e.. 
Soit x, le premier élément linéairement indépendant de e, dans la 
suite Zp+j, Zk+ə, - . .; désignons-le par e». Considérons la suite 
Lits Lito, - . . et désignons par e, son premier élément qui n'est 
pas une combinaison linéaire de e, et e,. Poursuivant cette construc- 
tion, nous aboutirons à une famille finie ou infinie {e,}. Puisque 
l'enveloppe linéaire (voir la définition 2 du n° 6.6) L de la famille 
{en} contient la famille {x,}, on conçoit que L est dense dans H. 
En orthogonalisant {e,} (voir n° 4.6), on obtient une famille ortho-- 
gonale {fn}. Puisque les enveloppes linéaires de {fa} et de {en} 
se confondent et que L est dense dans H, la famille {fa} est la base 
cherchée. 


Théorème 2. Tout espace de Hilbert H admettant une base orthogo- 
nale finie ou dénombrable {f,} est séparable. 


Démonstration. L'ensemble de toutes les combinaisons. 
linéaires finies de vecteurs de la famille {fp} à coefficients de la 
forme cp = ax + iPr, où a; et Ba sont rationnels, est un ensemble 
dénombrable dense dans H. 


Citons maintenant la définition de la somme orthogonale de 
sous-espaces d’un espace de Hilbert, définition que nous utiliserons. 
maintes fois par la suite. Soient dans un espace de Hilbert H des 
sous-espaces L, Lo, . .., Lm tels que L; Æ 0, LLÆH,. i =1,... 


., m. On dit que les sous-espaces L4, .. ., Lm sont orthogonaux 
deux à deux si (x;, z;) =0, i, j=1,..., m, izj, pour tous. 


Ti € L;, Tj € L;. 


Définition. On dit qu’un sous-espace L d’un espace de Hilbert H 
se décompose en somme orthogonale de sous-espaces Li, ..., Lm et 
l’on nte L= L, 6 L, Q... @ L,, si 

19 Lis, ..., Lm sont orthogonaux deux à deux ; 


m 
29 tout élément x € L se laisse mettre sous la forme x = Dix: 
i=1 
où £; € L;, i = À, e.~ M. 
Exercice. Montrer que la décomposition indiquée de z 
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est unique et démontrer le théorème de Pythagore: 


lle ZX let 


Problèmes récapitulatifs 


1. Montrer que tout espace normé Æ vérifiant pour tous x, y € E l'égalité 
du parallélogramme 


Hz + yl? tile yl S 2l l? a2 ily h? 
peut être muni du produit scalaire 


dans le cas réel et du produit scalaire 


Pety ler y lle tiy ri if 


a, p= H : 


-dans le cas complexe. 

2. Supposons qu'un espace normé E vérifie l'égalité du losange: pour tous 
z, y Œ E tels que || z || = |i y I| = tona || e + yH? -HI e — yl? = 4. Un tel £ 
peut être muni d'un produit scalaire. 

3. Soient L une variété linéaire dans un espace Æ muni d'un produit sca- 
laire, et z un point dont la distance à L est d, i.e. 


d = p (£, L) = inf || z — u |l. 
uEL 


‘On a alors pour deux vecteurs quelconques y,, yə € L l'inégalité de Lévi 
ile Vlr + Viles yle . 


CHAPITRE IT 


ESPACES DE LEBESGUE ET DE SOBOLEV 


$ 1. Complétion des espaces normés et des espaces munis 
d’un produit scalaire. Espaces de Lebesgue 


1.1. Théorème de la complétion d’un espace normé. Nous allons 
décrire un procédé d'importance capitale qui permet de réaliser la 
fermeture d’un espace normé quelconque de façon à obtenir un espace 
de Banach. L'idée de ce procédé remonte à Cauchy qui l’a appliqué 
dans sa théorie des nombres réels en assimilant ces derniers à des 
classes de suites de Cauchy équivalentes de nombres rationnels. 


Théorème. Tout espace normé E peut être considéré comme une 


variété linéaire dense dans un espace de Banach E. 


L'espace de Banach en question Æ s'appelle alors le complété 
de E. 

Démonstration. Considérons toutes les suites de Cauchy 
{zn} de Æ. Nous dirons que deux suites {x,}, {x,} sont équivalentes si 


| £n — Zn | — 0, n— 00. 
L'équivalence de {zn}, {r,} se notera 
Subdivisons l’ensemble de toutes les suites de Cauchy en classes 


disjointes de telle façon que deux suites de Cauchy {zn}, {x,} se 
trouvent dans une même classe si et seulement si {zn} ~ {zn}. 


L'ensemble de toutes les classes se nole É et les classes elles-mêmes, 
Z, Y, ... Si {z} se range dans x, on écrit {th} Ex et on dit que 
{x,} est un représentant de la classe z. 

Faisons de £ un espace normé. [ntroduisons l'opération d’addi- 
tion de deux classes z, y en disant que pour {x,} € T, {Un} Ey la 


j 


somme z -Yy est la classe qui contient {£n + Yn}. 
Exercice 1. Montrer que {£n + y,} est une suite de Cauchy 
si {zn} et {yn} sont des suites de Cauchy. 


Notre définition de x + y est indépendante du choix des repré- 
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sentants des classes x et y. Si {x,} € z et {yh} €y, ona {tn + Yn ~ 


~ {£n + Yn}, donc aussi {ty + ya) Ex + y. 

Exercice 2. Montrer que pour {zn} ~ {ra} et {y,} ~ {yn} 
on à {Zn + Un} ~ {Zn + Un} 

Introduisons maintenant dans Æ l’opération de multiplication 
d’une classe par un nombre en disant que le produit Az est la classe 
qui contient {Azp} si {zn} € x. 

Exercice 3. Montrer que {àr,} est une suite de Cauchy si 
{zn} est une suite de Cauchy. 

Exercice 4. Montrer que pour {za} ~ {x,} on a {Arp} ~ 
~ {Ar}. 

Exercice 5. Montrer que la définition de Àx est indépendan- 
te du choix du représentant de la classe x. 

Puisque les deux opérations introduites sur Æ se réduisent à des 
opérations sur les éléments de l’espace vectoriel E, E est lui aussi 


un espace vectoriel. L'élément nul dans É est la classe O de repré- 
sentant {0}. 


Munissons Æ d'une norme. Soit {x,} € x. Posons 


Ix |e = lim || zn lle. 
1 00 
Remarquons qu une telle limite existe, car {|| z„ ||} est une suite 
de Cauchy (puisque ||| æn || — I| £m I| |< I| £n — £m l) qui con- 
verge en vertu du critère de Cauchy pour les suites numériques. 
En outre, la limite est indépendante du choix du représentant 


de la classe x. Si de plus {za} € x, ona 


[ra — Tan TI Il £n — £r 0, n= 0, 
d’où 
lim ||zn || = lim fa, |l. 
n> 00 n- 00 


Exercice 6. Vérifier que les axiomes de la norme ont lieu 


dans Æ. 


Nous venons de voir que Æ est un espace normé. Montrons à pré- 
sent que 


a) Æ se laisse identifier avec une variété linéaire dans Æ ; 
B) £ est dense dans E (au sens de l’identification @); 


y) Ë est un espace de Banach. 
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Démonstration de a). Identifions un élément x € E 
à une classe qui contienne la suite stationnaire {x}, i.e. x, x, £, ... 
Une telle classe se note z. Il est clair que Àz est une classe qui con- 
tient {Ax} et que x + y est une classe qui contient {x + y}. Ainsi 
donc, l’ensemble de toutes les classes qui contiennent des suites 


stationnaires est une variété linéaire dans Æ. Elle se notera £. 


Démonstration de f). Soit une classe x € E. On a alors 
x [à = [[x || (limite d'une constante). 


Soit z € Ê. Montrons qu'il existe une suite {zn} T E telle que 
il r — En la —> 0 pour n — œ. Nous montrerons par là même que E 
est dense dans Ê (voir n° 3.6, chap. I). 


Soit {za} € x. Puisque {x,} est de Cauchy, il existe pour tout 
€ > 0 un N tel que pour tous n, m œN on a l'inégalité 


€ 
Choisissons un n > N et remarquons que 
lim || £n — £m lle = Il £n — x |l, (2) 
Mi — OC 


où {£n} = € Zn, Car c’est une suite stationnaire. Passant dans (41) 
à la limite pour m — et utilisant (2), on obtient 


A ` £ 
Man — à Ilẹ < À 


Cela signifie précisément que x, >r pour n — oœ. 
Démonstration de y). Soit {tn} une suite de Cauchy 
dans É. En vertu de B), il existe dans Æ une suite {x,} telle que 
A a 4 
l în — z, 8 < + 


Montrons que {x,} est elle-même de Cauchy. Cela ressort de l’inéga- 
lité 


A A A A 4 
| En — Tm lla KI Ln — Ën lla + I En — Em lla +I Em— 3m lla <-t 
+llin— imll HŽ —>0 pour m, n— 00. 


Puisque {x,} est de Cauchy dans Ê, elle le reste aussi dans E, 
car 
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Il existe alors une classe x qui contient {x,}. Montrons qu'on a 

Zn >? pour n—> œ. En effet, || z, — à la S Il £n — £r lg + 
A 4 A 

+ [x — x, lê < + | £ — x, ll. Alors pour n—> on a 


x — x, [ls — O en vertu de $). Le théorème est démontré complè- 
tement. 


1.2. Complétion des espaces munis d’un produit scalaire. Choi- 
sissons maintenant comme espace initial un espace Æ muni du 
produit scalaire (x, y). Par la complétion de Æ considéré comme un 


espace normé par [x || = V (z, x), nous obtenons un espace de 
Banach É dont les éléments sont des classes x de suites de Cauchy 
équivalentes {x,}. Montrons que Ë est lui-même un espace muni 
d’un produit scalaire et, puisqu'il est complet, que E est aussi de 
Hilbert. Soient x, y € È et {tn}, {Yn} des représentants de £, y. 
Définissons dans É le produit scalaire: 


(zx, y) = lim (Zn: Yn). 
Ti W 
Il se trouve alors que 
(z, 2) = lim (£p, Zp) = lim || zp |? = || 2 
N -> 00 


n> w 


2, 


Exercice. Vérifier que les axiomes du produit scalaire ont 
lieu dans £. 

Nous voyons donc que le complété d’un espace muni d’un produit 
scalaire est un espace de Hilbert. 


1.3. Espace de Lebesgue £ [a, b]. Définissons l’espace de Ba- 
nach £ l[a, b] comme le complété d’un espace normé £ la, b} (voir 


n° 2.9, chap. I). Rappelons que F, la, b] a comme éléments des 
fonctions x (t) continues sur la, b] de norme 
b 


læ = | le (1 dé. 


a 
Soient {zn (t)}, {xñ (t)} deux suites de fonctions continues sur 
fa, b]. Si la suite {x, (t) — zž (t)} est infiniment petite dans 


F, [a, b], i.e. si l’on a 


b 
le —ažll= À jee (t) — ză (t) I dt + 0 
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quand n —> œ, on dit que {zn}, {xr} sont des suites équivalentes: 


dans FA [a, b] ou équivalentes en moyenne. 
Soit ensuite {x, (t)} une suite de fonctions continues sur [a, bl. 


On dit que {x, (t)} est de Cauchy dans £ la, b] ou est de Cauchy en 
moyenne si pour tout € > 0 il existe un N tel que pour tout n >N 
et tout p entier naturel on a l'inégalité 


pd 


ll n+p ~ Ën |l = |En+p (t) — Tn (£)| dte. 


Q Eeg O 


En vertu du théorème de la complétion, l’espace de Lebesgue 
Lla, b] a comme éléments des classes d'équivalence en moyenne 


x (t) de suites de Cauchy en moyenne de fonctions continues. Deux 
suites de Cauchy en moyenne {x, (t)}, {xx (t)} sont représentants 


d'une même classe x (t) si et seulement si elles sont équivalentes er 


moyenne. Si {z (t)} Ex (t), on a par définition 
b 
I2 ligte, on lim À Le, (91 dé = lim || x, | 


~ . (1y 
n> n= Ll2, b] 

De même que les nombres irrationnels peuvent être considérés 
comme des éléments idéaux approchables d’aussi près que l’on 
veut par des nombres rationnels, les éléments de l’espace £ fa, b] 
peuvent être assimilés à des fonctions idéales dont on peut construire 
pratiquement toujours une approximation par des fonctions conti- 
nues. On peut faire mieux et prendre l'expression (1) comme inté- 


orale de Lebesgue d'une fonction |< (t) |, où x (t) E€ L La, bl, ce 
qui revient à poser que 

b 

| x (t) | dt = lim 


n — 00 


[tn (£)1 dt 


R nm © 


a 


(on a à gauche une intégrale de Lebesgue et à droite des intégrales 
de Riemann). 

Il se trouve que certains éléments idéaux (classes) de l’espace 
£la, b] peuvent être identifiés avec des fonctions concrètes, en 
général discontinues. Notons tout d’abord qu’en vertu du théorème 
de la complétion (n° 1.1) l’espace £la. b] contient toutes les fonc- 
tions continues sur [a, bl. Plus exactement il y a ceci: considérons 
une classe qui a pour représentant une suite stationnaire {x (t)}, 
où z (t) est continue sur Î[a, b]. Identifiée avec la fonction x (t), 
cette classe se note aussi x (t). En plus de la fonction x (t), la classe 
x (t) contient aussi des fonctions discontinues, par exemples des 
fonctions qui diffèrent de x (t) en un nombre fini de points. 
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Développant cette idée, prenons certaines fonctions discontinues 


comme les limites pour la norme de £, la, b] des suites de Cauchy 
de fonctions continues. Chaque fonction discontinue de ce type se 
laisse assimiler à une classe de £la, b]. Nous le ferons réellement 
dans le paragraphe suivant en montrant que tout élément de £la, b] 
se laisse identifier à une fonction ordinaire, en général discontinue 
(plus exactement, avec une classe de fonctions de ce type). Ces 
raisonnements sont fondés sur le procédé de construction de l’intégra- 
le de Lebesgue à l’aide du théorème de la complétion. 

En attendant, citons deux exemples. 

Exemple 1. Soit z (t) une fonction continue sur la, bl, 
sauf un nombre fini de points de discontinuité de 1° espèce. Mon- 
trons qu’il existe alors une suite de Cauchy en moyenne {x, (t)} 
de fonctions continues sur [a, b] qui converge en moyenne vers x (t). 

Une telle suite de Cauchy peut être construite par le procédé 
appliqué dans le n° 5.3 du chap. I, où nous avons examiné un 


exemple de suite de Cauchy dans £, [—1, 11 de fonctions continues 
qui converge en moyenne vers une fonction discontinue. Supposons 
que x (t) admette des points de discontinuité a Lt to <... 


<< b, avec (tp) = UE EU) où x) et xt) 


sont les limites de x (t) en {, à droite et à gauche respective- 
ment. Choisissons pour tout point de discontinuilé p un voisinage 
] tk — ô, tx + ô [ en prenant un ô si petit que a tj — ô, tı + 
+ ô< b et que les voisinages soient disjoints. Introduisons main- 
tenant la suite de fonctions continues (fig. 9) 

l y 
| x(t) sur [a, PIN U Je. n+, 


[ 


+g (n=) si t E€ lt—ô/n, ty +ô/n], 


( k=14. L 


Montrons que {x, (t)} est de Cauchy dans T, [a, bl. Soit M = 
— sup |z (t) |. (Pourquoi sup existe-t-il?) Alors sup |z (t) [K< M, 
[a,b] [a,b] 


b 
ane £a ll= È Enip (t) — 2n (O1 dt = 
tp tô/n 


l 
=>) | enr (i) — 2n (O1 dt <2MI À = 
k=11t,-0/n 


M 
28,0 pour n—> 00, 
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Ainsi donc, {x, (t)} est de Cauchy. On montre d’une façon analo- 
gue qu'avec la même norme on a x, (t) — x (t) quand n — œ. Une 


classe de représentant {x, (t)} se laisse donc considérer comme une 
fonction discontinue z (t). 


Exemple 2. Nous avons parlé jusque-là des fonctions qui 
présentent des discontinuités de 1™° espèce. Maintenant nous montre- 


4 r . ° 
rons que E€ L£ (0, 2]. A cet effet, considérons la suite de fonctions 
4 4 
Vi pour tE [> ; 2 | 9 


Vn pour tefo, =. 


n 


Th (t) = 


Nous laissons au lecteur le soin d'étudier le comportement de 
£n (t) en traçant sa courbe représentative. 


On a 
2 
ltnip— En (= | l£nin (t) — 2n (t) | dt = 
0 
1/(n+D) E t/n , E 
= | Vrrr-Vnar | (~-a) d< 
0 1/n+p 
——— 1/n 
Vpin—Vn 1 — E 
< er t | (yr i”) t= 
S 2, t—t n m 
nippy EVit S 
4 i 2 


< 


S<- =" 
Ver Ve Va Va 
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Ainsi donc, EPA , ie. {zh (t)} est une suite 
n 
de Cauchy. De plus 
à 2 
| Zn (t) dt —> | 7 di pour n — co 
0 0 


(l'intégrale à droite est impropre). 
Réunissant les raisonnements des exemples 1 et 2, on aboutit 
à la proposition suivante: 


Théorème. Soit x (t) une fonction définie sur la, b] et présentant 
dans cet intervalle un nombre fini de points de discontinuité ; supposons 
que l'intégrale 


b 
Jia 


soit convergente. Il existe alors sur (a, b] une suite de Cauchy en moyen- 
ne {x, (t)} de fonctions continues telle que 

b 

| | £n (t) — <x (t) [dt — 0 pour n — œ 


a 


(intégrales impropres !) et que par conséquent x (t) € £ la, bÌ. 


`~ 


1.4. Espaces de Lebesgue Zp (G), p > 1. Passons à un cas plus 
général. Soit G un domaine borné de E™, et soit G sa fermeture. 
L'espace de Lebesgue £, (G) est par définition le complété de l'espace 
F, (G) que nous avons considéré dans le n° 5.4, chap. I. 

Les éléments de £, (G) sont, comme pour £ la, bl], certaines 
« fonctions » qui se laissent approcher d'aussi près que l’on veut 
(en moyenne) par des fonctions continues sur G, car T, (G) est dense 
dans £p (G). Plus exactement on a ceci. 


Une suite de fonctions continues {u, (x)}, x € G, est de Cauchy 


dans £p (G) ou, comme on dit encore, de Cauchy en moyenne d'expo- 
sant p sur G si 


p 
|| Un — Um a | [un (x) — Uun (x)|? dz — 0, n, Mm — 00. 


Deux suites de fonctions continues {u, (x)}, {už (x}}, x € G, 


sont équivalentes pour la norme de LA (G) ou, comme on dit 
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aussi, équivalentes en moyenne d’exposant p sur G si 


x 11P 
lun = už liz ce = | ln (2) uà (2) de + 0, nr + 00 


G 


(on a dans les deux formules des intégrales m-uples de Riemann 
étendues à G). 

En vertu du théorème de la complétion, les éléments de £, (G) 
sont des classes à (x) de suites de Cauchy en moyenne. Deux suites 
de ce type tombent dans une même classe si et seulement si elles 
sont équivalentes en moyenne. 


Comme dans le n° 1.3, toutes les fonctions continues sur G et 
certaines fonctions discontinues peuvent être identifiées à certaines 
classes de Zp (G). Remarquons ensuite que tous les espaces £p (G) 
sont séparables (voir n° 5.7, chap. I). En effet, toute fonction de 


£, (G) se laisse approcher pour la norme de C (G) et à fortiori 
pour la norme de É, (G) par un ensemble de polynômes à coeffi- 


cients rationnels. Puisque Z, (G) est dense, l’ensemble de polynômes 
en question est dense dans £p (G). 
Un intérêt particulier est représenté par l’espace L. (G), complété 


de l’espace muni d’un produit scalaire £, (G). En vertu du n° 4.2, 
£L, (G) est un espace de Hilbert. Le produit scalaire se définit dans 
£, (G) comme la limite: 


(u, v) = lim (un, v,)= lim À Un (£) Vn (x) dx, 


n—>00 n — 00 


Ql 


où u (x), v (x) sont des classes et {un (x)}, {Vn (x)} leurs représentants, 
i.e. des suites de Cauchy en moyenne de fonctions continues. Intro- 
duisons la notion d’intégrale de Lebesgue pour u, v € £L, (G): (u, v) 


est l'intégrale de Lebesgue m-uple du produit uv suivant G, i.e. 


| u (x) v (x) dx = lim | Un (£) Vn (x) dz. 


n> © 
G 


Ql 


Dans le cas particulier où v (x) = 1, i.e. la classe dont le repré- 
sentant est la suite {1}, x € G, on obtient pour u € £., (G) 


) u (x) dx = lim Un (x) dx. 


Nous avons défini l’intégrale de Lebesgue pour toutes les classes 
u (x) € L, (G) comme limite des intégrales de Riemann des repré- 


6* 
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sentants. On voit sans peine que l'intégrale de Lebesgue ainsi intro- 
duite hérite plusieurs propriétés connues de l’intégrale de Riemann. 
La théorie de l'intégrale de Lebesgue étendue à un domaine G peut 
être construite par analogie au cas d’un intervalle fermé qui sera 
traité dans le paragraphe suivant. 


1.5. Isomorphisme, isométrie, immersion d’espaces normés et 
d'espaces de Banach. 


Définition 1. On dit que deux espaces normés X, X sont isomor- 
A 
phes s’il existe une application bijective linéaire x = J (x) définie 


sur X, à valeurs dans Š. qui réalise l’isomorphisme entre X et X 
comme entre deux espaces vectoriels, et telle qu'il existe des cons- 
tantes æ œ> 0, P = 0 telles que la double inégalité 


AIEAIESIPARORES DIE) i 


soit vraie pour tout x € X. Si || J (x) || = || z ||, on dit que X et X 
sont (linéairement) isométriques. 


Exemple. Tout espace normé réel de dimension m est iso- 
morphe à Æ”; il s'ensuit que tous les espaces de ce type sont iso- 
morphes. 


A 
Si les espaces X, X figurant dans la définition 1 ont été obtenus 
en introduisant deux normes différentes dans un même espace 
vectoriel Æ, on arrive parfois à choisir comme J une correspondance 


par laquelle les éléments de X et de X se réduisant à un même élé- 
ment de E se trouvent identifiés. On dit alors que J est l’isomorphi- 
sme canonique. 
Plus générale que la notion d’isomorphisme est celle d’immer- 
sion de deux espaces normés dont l’un ou les deux sont de Banach. 
Définition 2. On dit qu'un espace normé X est immergé (ou 


plongé) dans un espace normé X s'il existe une application linéaire 
J (x) définie sur X et une constante P = 0 telles que 


PEONES AES 


pour tout xz € X. Dans le cas particulier où X, X ont été obtenus 
en introduisant des normes différentes dans un espace vectoriel Æ 
et dans sa variété linéaire D respectivement, alors, en choisissant 


comme J la correspondance identifiant les éléments de X ct de X 
comme éléments de E, on dit que X est immergé (plongé) naturelle- 


ment (ou canoniquement) dans X. Si [J (x) || = || x ||, on dit que 


l'immersion de X dans X est isométrique. 


Citons quelques exemples. 
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Exemple 1. E? est immergé dans E” si k << m. 
Exemple 2. 15 est immergé dans l. En effet, on peut 
poser 


J'((ti)i=1) = (yi)i=1; 


| | xz; pour i=1, ..., M; 
OÙ y; = 

Ji 0 pour iœm. 

Exemple 3. Conformément au théorème de la complétion, 
tout espace normé (incomplet) X admet un plongement isométrique 
et dense dans un certain espace de Banach, qui n’est autre que le 
complété de X. 

Dans le § 3 nous étudierons les théorèmes de l'immersion de 
l’académicien S. Sobolev, qui ont beaucoup d'applications impor- 
tantes. 


Exercice. Montrer que C la, b] est immergé dans È, la, b} 
pour tout p > 1. 


Problèmes récapitulatifs 


1. Soit æ > 0. Considérons sur [0, +[ l’ensemble de toutes les fonctions 

continues x (t) pour lesquelles la norme 
lel = sup |æ (t) et | 
[0, + 

est finie. On demande de montrer que cet ensemble est un espace de Banach. 

2. Montrer que l’ensemble des fonctions à valeurs complexes f (z) d’une 
variable complexe z qui sont continues dans le disque fermé | z | < 1 et analy- 
tiques dans le disque ouvert | z| < 1, de norme || f || = sup |f(z)]| est un 

ZS 

espace de Banach. 

3. Démontrer le théorème de la complétion pour l’espace métrique. 

4. Soient X un espace norméet M son sous-espace. On appelle espace quo- 


tient X/M l’ensemble des classes x, auquel cas x, € x et x, € x si et seulement si 
zı — z, € M. Définissons les classes ax et x + y en disant que ces classes con- 


tiennent les éléments œr et z + y, où z € zet y € y. On demande de montrer que 
X/M est un espace normé par || x || = inf || z ||. Montrer aussi que X/M est 


xE x 
complet si X est complet. 
5. Montrer que l'espace £p (G) est immergé dans l’espace Zs (G) si 1 < 
<s <P. 


$ 2. Intégrale de Lebesgue 


Nous avons introduit dans le $ 1 l’espace de Banach Z [a, b} 


qui est le complété de l’espace normé £, [a, bl. Les fonctions conti- 
nues et certaines fonctions discontinues z (t) sur [a, b] ont pu être 
identifiées alors avec des classes déterminées de Æ la, b]. Dans le 
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présent paragraphe nous montrerons que toute classe x (t) € £la, b] 
se laisse identifier avec une classe de fonctions ordinaires, en général 
discontinues sur [a, b], et que cette correspondance de classes est 
biunivoque. 


2.1. Ensembles de mesure nulle. Fonctions équivalentes. 


Définition 1. Un ensemble M€ Îa, b] s'appelle ensemble de 
mesure nulle si pour tout € > 0 il existe une famille finie ou dénom- 
brable d'intervalles fermés {[æn, Bnl} telle que 

4° M soit couvert par les intervalles fermés de la famille, i.e. 


M = U [ans Pnl; 


2° la somme des longueurs des intervalles fermés [æn, Bn] soit 
plus petite que €, i.e. 


2 (Br — an) <e. 

Exercice 1. Montrer que tout ensemble fini de points 
ti, . .., tr E la, b] est de mesure nulle. 

Un autre exemple d'ensemble de mesure nulle est l’ensemble 
des nombres rationnels. En effet, rappelons-nous que les nombres 
rationnels d’un segment [a, b] forment un ensemble dénombrable, 
i.e. qu'on peut les numéroter ry, la, + +», Tns -<> = {rn}n=1. Alors 
pour un g donné, € œ 0, et pour tout nombre rationnel r, on cons- 
truit un intervalle fermé 


€ € 
[ra i: rn + zr | = [@n, E 


15 Il est évident que r, € læn, Pn] et que par conséquent 


(n) © U Ians Bal; 


2° > (Bn — an) = > GT = 5 € e, ie. {rnin=1 est par défini- 


n=i n= 


tion un ensemble de mesure nulle. 

Remarquons que ce raisonnement s'applique à tout ensemble 
dénombrable de points et que, par conséquent, tout ensemble dénom- 
brable est de mesure nulle. La réciproque n’est pas vraie: il existe 
des ensembles de mesure nulle non dénombrables. 

Exercice 2. Montrer que toute réunion finie ou dénom- 
brable d'ensembles de mesure nulle et toute intersection d’une 
famille quelconque d'ensembles de mesure nulle sont des ensembles 
de mesure nulle. 
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Si une proposition est vraie pour tous les points t d’un intervalle 
fermé [a, b], sauf peut-être un ensemble de points de mesure nulle, 
nous dirons que cette proposition est vraie presque partout. 


Définition 2. Deux fonctions x, (t), x, (t) égales presque partout 
sont dites équivalentes et notées 


zı (t) ~ T (t). 
Exemple. Considérons sur [0, 1] la fonction de Dirichlet : 


D (t) = 1 pour t rationnel, 
7 10 pour t irrationnel. 


Elle est équivalente à une fonction qui s’annule identiquement 
sur [0, 1], car D (t) = 0 sur l’ensemble des nombres rationnels qui, 
comme nous l'avons vu, est de mesure nulle. 

Exercice 3. Montrer que pour x, (t) ~ z (t) et y, (t) — 
~ yY (t) on a z (t) + Yı (t) ~ za (t) + ya (t) et z (t) ya t) — 
~ Ta (t) Ya (6). 


2.2. Convergence presque partout, convergence en moyenne. Sup- 
posons maintenant que la suite {x, (t)} admet presque partout une 
limite égale à x (t). Nous écrirons alors 


p.p. 
lim x, (t) = z (t) 


et nous dirons que {x, (t)} converge presque partout vers x (t). 
Il est parfaitement clair que si {x, (t)} converge vers x (t) en tout 
point de [a, b], elle converge vers x (t) presque partout ; la récipro- 
que est fausse. 


Exercice 1. Montrer qu'une suite {x, (t)} qui converge 
en moyenne est une suite de Cauchy en moyenne. 

La réciproque est fausse, i.e. toute suite de Cauchy en moyenne 
{xn (t)} de fonctions continues n’admet pas une fonction intégrable 
x (t) vers laquelle {x, (t)} convergerait en moyenne. 

Le théorème suivant établit la relation entre la convergence 
presque partout et la convergence en moyenne. Introduisons les 
notations suivantes : 


mo = [| log, (b — a) |] + 2 (ici [æ] est la partie entière). 
Ensuite, si À est une famille finie ou dénombrable d'’intervalles 
fermés, | A | désignera la somme des longueurs de ces intervalles; 


si un ensemble B est couvert par la famille d’intervalles fermés À, 
i.e. si BZ À avec | À | La, nous écrirons | B| <a. 


Théorème. Si {x, (t}}n=1 € VA la, b] et lim x, 0 = 0, il 


n> œ 
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existe une sous-suite {£n (t)}»—1 telle que 
o1: p.p. 
1 lim Zn, (t) = 0; 


oo 


2 la série > |En, (t)| est convergente presque partout sur 
k=1 


[a, b]; 
8° pour tout entier naturel m œ m, il existe un Bm & la, bl 
sur lequel | Tn, |< E pour tout k = m et | la, bIXB, | < s 
Bm œ Bm+i: 
Démonstration. Puisqu'on a par définition 
b 
lim À | zn (t) | dt = 0, il existe une sous-suite {£n, (t)}2=1 dont 


TN — 00 
a 
les termes vérifient les inégalités 
h 1 
| [Enp Cdt <<. (1) 
a 
Pour éviter l'emploi des indices doubles, posons désormais 
En, (t) = yp (t) et montrons que la suite ainsi obtenue possède les 
propriétés 1°, 2°, 3°. A cet effet, appliquons le théorème de Weier- 
strass sur l'approximation uniforme par polynômes d’une fonction 
continue sur un intervalle fermé et cherchons pour toute fonction 


Yp (t) € CA [a, b] un polynôme pp (t) tel que 
1 


[yr (©) — Pr E) < -onea (2) 
pour tout t € [a, bl. 
Il ressort alors de (1), (2) que 
b b b 
| I Old ln (ldt | lpr E) — yr (1 dt < 
1 b—a 1 ; 
LE TIRE a D) < T- (3) 


Considérons maintenant l’ensemble 
Î 
An= {tea b]: PAGES SE 


De toute évidence, À, est soit une famille finie d'intervalles fermés 
disjoints et de points, soit un ensemble vide. Dans les deux cas, 
on peut considérer l'intégrale de Riemann de | pp (t) | suivant Ap. 
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Compte tenu de (3), on obtient 


b 
1 1 
Al < Jin ia | lpr C) dt <ir. (4) 
Ak a 


Jl ressort de (4) que | Ap | < SE Par conséquent, l'ensemble 


Ám = |J} Áp vérifie la majoration 
k=m . 
A 20 a 1 1 4 _ 
Mme | U AI 2 5x m5 7 


k=m 


Soit maintenant Bm = la, bIX À, : alors pour m > mọ les 
ensembles Bm sont non vides, 


la, DIN Bml = låml < gr Bm € Bt: 
et pour tout tE Bm = la, bIN À, = la, DN U Ar = U {la DIX Ar} 
où k>m, on a l'inégalité 
Pr (DI < a (5) 


De (2) et (5) il ressort, premièrement, que 


1 1 í 
[yr (HIS [Pr (E) + lyr (H) — Pr Op 57 S 


pour tous t € Bm et k = m (ce qui démontre la propriété 3°) et, 
deuxièmement, que la série 


oo 


2 lun (6) (6) 
k=m 
converge sur Bm, et ce d’une façon uniforme. 
Soit maintenant 


u={tEla, b]: È ly (l= +00}; 


on a alors pour tout entier naturel m > mọ l'inclusion u = 
S {[a, bN Bm}; on peut donc, en se donnant un & > 0 et en choi- 


sissant m de telle façon que _ < €, obtenir 


1 
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Autrement dit, la série (6) est convergente presque partout; par 


p.p. 
conséquent, lim yp (t) = 0. Le théorème est démontré. 
k> œ 


Exercice 2. Donner un exemple de suite {x, (t)}} = PA [a, b] 
e.m. 
pour laquelle lim x, (t) = 0 mais qui soit divergente en tout 


point de la, bl. 


2.3. Intégrale de Lebesgue et fonctions intégrables au sens de 
Lebesgue. Nous établirons quelques théorèmes qui aident à cerner 
la correspondance entre certaines classes de fonctions équivalentes 


et les éléments z (t) de l’espace de Lebesgue £ [a, bl. 
Théorème 1. Si {x t} c Z la, b] et {x, (t)} €z (t) € 
E€ Lla, bl, il existe une sous-suite {xn, (t)}r1 telle que 
1° (En, (t)} converge presque partout vers une fonction f (t) définie 
sur la, bl; 


2° pour tout entier naturel m`> mọ il existe un Bm © la, b] 
sur lequel 


FO (1< pour tout k>m, 
avec |[a, DIN Bnl < 5 et By Brie 


Démonstration. Puisque {x, (t)} est par définition une 


suite de Cauchy en moyenne ({x, (t)} € z (t) € £ la, bl), il existe 
une sous-suite {£n, (t)} telle que 
b 


1 
ln is (t) — Zn, (ż) | dt < S ; 
a 
alors, comme nous l'avons vu en démontrant le théorème du 
n°2.2, la suite {(zn, (t) — £n, (t))} vérifie les conditions 2° et 3° 
du théorème en question. Autrement dit, premièrement, pour tout 
m > mo il existe un Bm € [a, b] sur lequel 


t 
[Ty + 4 (t) — Tnk (t) | <r (1) 
pour tout k => m, et de plus 
La, DN Bml < gr et Bm € Bmt: 


deuxièmement, la série 


2 [Enp] (t) — Zn, (ż)| 
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converge presque partout. Donc, la série 
5 > (Zapya (t)— Tn, (t)) (2) 


converge presque partout elle aussi. 
Soit maintenant ọ (t) = > (£n, À) — Tn, (t)) en tout point 
k=—1 
de convergence de (2) et ọ (t) — 0 en tout autre point de [a, bl. 
Par conséquent, 


j 


p.p. 
q(t) = lim Š (Enny: (0 — Enp (È) = lim (En; , (£) — Er: (8) 


et lim Eny (t) — = y (t) + zn, t) = f (t). La proposition 1° est 


k >œ 


démontrée. 
Pour nous assurer que la proposition 2° est vraie elle aussi, 
prenons en considération 1° et remarquons que 
k-1 
if (E) — Enp (E1 =| E (E)n, ()— hEn (t) + 2 (ans (H — 2, OIS 
J= 
O0 O0 4 
<) (En; (t) — — fn; (t) | <> j 2k Ja 
j=kR j=k 


pour tout t € Bm et tout k => m. Le théorème 1 est donc démontré. 
Théorème 2. Si {x, (Ð) j1 Z CA la, b], Wn a c Z la, bl 
et si de plus {£n (t)} ~ {yn (t)} et lim zn (0) =F (6), lim yn (t) = 


n +00 


p-p. 
= ọ (t), on a f (t) ~ ọ (t). 
Démonstration. Il ressort des conditions énumérées que 


b 
lim f iz, (t) —yn (t)|dt=0 
il existe alors, en vertu du théorème du n° 2.2, une sous-suite 
p.p. 
(lEn, (E) — Yn, (6))} telle que lim (zn, () — Yn, (9) = 0. Con- 
Rk => œ 


frontant cette égalité avec les autres conditions imposées, on peut 
faire la conclusion suivante: 


ọ (t Na lim y, a) = = -lim Yng (t) = Jim A Eng (t) = = lim sy (t) = TFA). 


n > 0 
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Le théorème 2 est démontré. 
Ce théorème donne lieu à une conséquence importante: à toute 


classe d'équivalence en moyenne z (t) € £ la, b] de suites de Cauchy 
en moyenne, on peut faire correspondre une classe de fonctions 


équivalentes Î (t) telles que pour toute fonction I (t) Efl (t) il existe 


une suite {z (t)} € z (t) pour laquelle j (0) — "Jim Zn (t); si de 


n —> o 


plus {yn (t)} € x (t) et lim y, (t) o (t), la fonction ọ (t) appar- 


n—>00 
tient elle aussi à f (t). 
Montrons que si tı (t) Æ Lo (t), les classes correspondantes de 
fonctions équivalentes A (t), fa (t) ne sont pas égales elles non plus. 


Théorème 3. Si la suite de polynômes {pn (t)}n =1 est de Cauchy 


en moyenne et lim p, 0) = = 0, on a 
iii e.m. 
lim p, (t) = Q. (3) 


n —> 00 
Démonstration. Remarquons que la limite 
b 
lim | I pn (t) | dt existe, car {pn (t)} est une suite de Cauchy en 
n > 00 
a 


moyenne. Il suffit donc que (3) ait lieu pour une certaine sous-suite. 
Appliquant à {pn (t)} le théorème 1 de ce n°, nous aboutissons 


à une sous-suite 
[9 0; 
{Pny (t)}r=1 (4) 
qui vérifie 1° et 2°. 
Donnons-nous maintenant un € >> 0. Puisque (4) est aussi une 


suite de Cauchy en moyenne, il existe un entier naturel À, tel que 
pour deux entiers naturels quelconques k > kọ et m > k, il y ait 


b 
À I Par (E) — Pam OI < F 6) 
Posons 
Q = max | Pr, (t) 
tEIc,b]l 
1<R<EO 


Alors pour une famille finie d’intervalles fermés À de longueur 


€ 
[AI << ô= min {+ , sacr) 
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on a la majoration 


À lon, O1 dt < QE (6) 
À 
pour 1 < k < ko. 

Prenons maintenant k œ kọ. En vertu de (5) et (6), on a dans 
ce cas 


Lis OLAS À IPn O1 + | png, OPa Old. 
A A A 


On a donc (voir (6), (7)) 
À Lpnx (I dt < + (8) 


A 


pour tout k => 1 et une famille finie d'intervalles fermés À, avec 


e € € 
|A |< ô = min (30: 6 — a) 
p-p p.p 


}. Puisque (4) vérifie 1°, on a 
lim Pn, 6) = lim Pn (t) =0; par ailleurs, en vertu de 2°, 
pour r tout m > m, il existe un Bm C la, b] sur lequel | ps, (t) | < 
<= pour tout k => m, et de plus |[a, bIXPB, IE 
Soient maintenant à un entier naturel, i > mo, e Ja <ô < 


SE TE Alors pour t € B; et k = i on a la suite d’inégalités 


Pns O< ar< x (9) 
Introduisons deux notations 

Ai = {tEla, b): ln (> 3m)» (10) 

D, = ft Ela, b): I Org}: (11) 


Comme nous l'avons déjà signalé, chacun des ensembles Áp, D}, 
est soit vide, soit une famille finie d’intervalles fermés disjoints et 
de points. On a de plus Az U Dr = la, b] et Ap ND, ou bien 
comprend un nombre fini de points, ou bien est vide. Il en ressort 
que dans les deux cas on peut considérer l'intégrale (de Riemann) 
étendue à ces ensembles. Ceci étant, 44 € [a, bIXB; pour k >i 
(voir (9)), donc 


[4,1< Ifa, PIN BI < + -< <ô. (12) 


J 
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Enfin, compte tenu de (8), (10), (11), (12), on obtient 


b 
Í IPn Ol dt= À IPn (1 dt + J |Pny (01 dt < 
a A} 

edt 


3(b—a) E 


2E € 2€ 
<- + Er: dE + 
D} 
pour tout k => i, ce qui démontre définitivement le théorème 3. 
Exercice 1. Montrer, à l’aide du théorème de Weierstrass, 


que toute classe de suites de Cauchy en moyenne T (t) E £la, b} 
contient une suite de polynômes. 

Théorème 4. Etant donné {£n (t) n=1 Z £, la, blet {Un ()}n=1 CZ 
Z PA [a, b], si chacune de ces suites est de Cauchy en moyenne et si 


, p-p p-p © v 
lim z, (t) = lim yn (t) = f (t), on a {ar O) ~ {mn (Je 


Démonstration. Soient {£n (t)} ET (t) € £ la, b] et 
{Yn ()} € y (t) € £ la, b]; il existe alors des suites de Cauchy en 


moyenne de polynômes {pn (t)} Ex t) et {qn (t)} Ey (t) qui, er 
vertu du théorème 1, peuvent être considérées comme convergentes 
presque partout. Appiiquant à ces suites le théorème 2, on obtient 


P.De p.p. p.p. 
lim pn (t)— = lim £n (t) = f (t) = lim y, (t) = lim q, (t). 


> 00 n—00 n — 00 
p.p 
Il s'ensuit que lim (pn (t) — qn (t)) = 0 et que (voir théorème 3) 
n—+00 
b 
lim | | Pn (t) — Qn (t) | dt = 0, i.e. que {Pn (£)} ~ {qn (t)}. donc 


x (t) = y (t) et {zn (t)} ~ {yn (t)}. Le théorème est démontré. 
Exercice 2. Montrer que si deux suites {zn (t)}, {yn (t) 
vérifient les conditions du théorème 4, il existe alors des limites 
b 


b 
lim | x, (t)dt et lim | y, (t) dt 


n +00 


qui sont égales. 
On peut maintenant donner une définition correcte de l'intégrale 


et définir la classe des fonctions intégrables au sens de Lebesgue. 


Définition. On dit qu’une fonction f (t) est intégrable au sens 
de Lebesgue sur le segment la, b] s’il existe une suite de Cauchy en 
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p.p. 
moyenne de fonctions continues {x, (t)} telle que lim x, (t) = 


p.p. n> 0 
=} (t); l'intégrale de Lebesgue de f(t) sur [a, b] est alors 
b 


n> 00 


b 
lim f Xn (t) dt. Cette intégrale se notera (£) | f (t) dt. 


On a donc par définition 
b b 


(£) | F (0) dt= lim È zn (t) dt. 


N— 00 
a 


Remarquons que 
1° cette définition de l'intégrale ne dépend aucunement de la 


suite {x, (t)} mais seulement de la classe x (t) à laquelle cette suite 
appartient ; 
2° il ressort immédiatement de la définition que si f (t) est inté- 


grable au sens de Lebesgue, alors ọ (t) ~ f (t) l’est aussi, et qu’on 
b b 


a de plus (£) | f (£) dt = (£) | ç @ dt; 


a a 


3° il ressort du théorème 4 que la correspondance entre les élé- 


ments z (t) € £ la, b] et les classes Í (6) de fonctions équivalentes 
(intégrables au sens de Lebesgue) établie précédemment est biunivo- 
que. 


Exercice 3. Montrer que si f, (t) correspond à Tı (t) et 
fa (t) à Tə (t), alors A (t) + f, (t) correspond à T (t) + Lo (t) et 
YA (t) correspond à At (t), où À est un nombre quelconque. 


Ainsi donc, les classes } (t) de fonctions équivalentes intégrables 
au sens de Lebesgue peuvent être assimilées aux éléments de l’espace 


de Banach Z [a, b] et à chaque classe Î ({) on peut faire correspondre 
b b 


un nombre | f (6) dt = (L) | f (t) dt, où f (t) € f (t) est une fonction 


intégrable au sens de Lebesgue. 


Or, dans le texte qui suit, les classes f (t) seront remplacées pour 
plus de simplicité par des fonctions ordinaires f (t), dont chacune 


est « représentant » de sa classe, i.e. f (t) € f (t). La notation f (t) € 
€ £ la, b] signifiera alors que la fonction f (t) appartient à la classe 


f de fonctions équivalentes intégrables qui correspond à une 
classe d'équivalence en moyenne z (t) de suites de Cauchy en moyenne 
de fonctions continues, et qu'il existe une suite {x, (t)} € x (t) 
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telle que 
p.p. b b 
f(t) = lim z, (t) et (£) | f (t) dt = lim | x, (t) dt 


no v 
a 


2.4. Propriétés fondamentales de intégrale de Lebesgue et des 
fonctions intégrables au sens de Lebesgue. 

1. Si une fonction x (t) est continue sur [a, b], ona x (t € £ La, b] 
et 


D Cumae o 


t) dt=(£) \ z(t) dt. 


ro 


2. Si fi(t) et LOS! a, bj, on a afi(t)+Bf(DE£Ia, b) et 


E 
b b b 
(L) | (ai (0) +B (0) dt=a (£) | adt Be | L@ à 


a a 


eux nombres arbitraires. 
1. Démontrer les propriétés 1 et 2. 


e 
£ la, hl, on a lf (H) EZ la, b] et 


| (2) | [rouje f roa 


a 


Démonstration. Puisque f (t) € £ la, bl, il existe une 
suite de Cauchy en moyenne de fonctions continues {x, (t)} telle 


que lim zn (t) = f (t). La suite {| x, (t) |} est alors de Cauchy en 
moyenne elle aussi, car 

b b 
À Ilan OI am OI dE È en (t) — 2m (01 dt 


a 


et 


lim Jen (DIZIO, Le. [fOIESZ la, bl. 


On a aussi | £n (t) a|< x, (t)l dt, donc 


N — 00 


AT t) dt} = lim 


Q Cm, O 


b b 
zn (t) dt|<lim (le, (91 dt = (2) | 11 at. 
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La propriété 3 est démontrée. 
b 


4. Si F (EL la, b) et f 20, on a (L) O dt > 0. 


a 


Démonstration. Puisque f (t) > 0, naf =|f ($| 
et 


0<| (£) | f (£) dt <(&) Í 1# (I dt=(£) Í f(t) dt 


(si deux fonctions équivalentes sont intégrables au sens de Lebesgue, 
leurs intégrales sont égales ; si les fonctions sont égales, leurs intégra- 
les sont égales à fortiori). 
Exercice 2. Montrer que si f(t) € la, b] et f (t)>0 
b 


presque partout, on a (£) | f (t) dt > ©. 


5. Sifi (t) € L la, bl, fa (t) € Z la, bl et f (t) > fa (t) presque 
pariout, on a 


b b 
(£) h (t) dt > (£) \fa (t) dt. 


6. Sif(t)E L la, bletm< f (t) L M presque partout, où m et M 
sont des nombres, alors 
b 


m (b —a) < (£L) 7 (0 dt < M(b— a). 


Exercice 3. Démontrer les propriétés 9 et 6. 

b 
7. Sif ©) E L la, bl, f(O>0 et (L) | f (tdt = 0, ona f (t) ~ 0. 
Démonstration. Soit {£n i} une suite de Cauchy en 


p-p. 
moyenne de fonctions continues telle que f (t) — lim z, (t). Le 


n> 
raisonnement développé dans la démonstration de la propriété 3 
nous donne alors 


b b b 
0=(2) | FO die) | F0] dt= lim | pen (1 dt. 


P.pe 
Or, on a f(t) = lim |z (t)|, d’où en vertu du théorème du 
n—> 00 


p.p- 
n° 2.2, lim |z (£) | =0, i.e. f (t) — 0, d’où la propriété 7. 
Soit une fonction f (t) définie sur [a, b]. Introduisons les nota- 
71—051 
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tions 
+ = t > 0, 
f+ () t É si MEA 
et 
- 0 si >0, 
O= {A si 0 8 


Exercice 4. Montrer que 
FHAS HAF, IfGI=f (Gt) + (0), 
+ f(t) + IF (8) - IFI — H 
i=, f t) = -AI 


Exercice 5. Montrer que 
max {f (t); g ()} = F (© — g ())* + g 6), 
min {f (t); g (t) = —max {—f (t); —g (t)}. 
8. Si f (HÐ EL la, b], on a ft (t) et f- (EL La, bl. 
9. Si fı (t) EL la, bl et fa (t) EL La, bl, ona max {fı (t); fa ©} 
et min {fı (Ù; Ja (©) € Z la, bl. 


Exercice 6. Démontrer les propriétés 8 et 9. 
10. Si |f (t) | E€ L La, b] et s'il existe une suite de fonctions conti- 


p.p. 
nues {xn (t)} telle que f (t) = lim £n (t), on a f (© € Lla, b). 
Avant de démontrer la propriété 10, nous établirons quelques 
théorèmes importants. 
2.5. Propriétés de l’intégrale de Lebesgue liées au passage à la 
limite. Rappelons que £ [a, b] est un espace normé et que pour 


z (t) € £ la, b] on a 
b 


I GE) llre, b= lim | æn (1 dt, 


où {zn (t)} est une suite de Cauchy en moyenne de fonctions conti- 


nues et {x, (t)} € T (t). Il est naturel de supposer alors que si f (t) 
est une classe de fonctions équivalentes intégrables au sens de Lebes- 


gue qui correspond à z (t), on a 


Il f (t) l ta, b] — | x (t) Il £la, b]» 


b 
IZ (E) llgte b1= lim | Izn (6)1 dt 
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Exercice 1. Montrer que 
b 


lim | Le, (#)1 dt= (£) | 1 1 dt, 


R mn, ©" 


où f HE7. On a donc 
b 


IFC) Igra, = (£) | 1f (O1 dt, 


a 


où f(t) ef (t). On l’exprime aussi en écrivant 


b 
NÉ CE) ligte, o9 = llO ligte o1= (£) À 14 (OI dé. 

Définition. Une suite de fonctions intégrables au sens de Lebes- 
gue {fn (t)}n=1 est de Cauchy en moyenne si elle est de Cauchy par 
rapport à la norme de l’espace Zla, bl, i.e. si pour tout e œ> 0 il 
existe un entier naturel N tel que pour tou m >N, n>N on 
a l'inégalité 

b 
I fn (2) — fm (8) Uggtes d9 = (£) | In (0 — fm OI di < 8. 


a 


Or, l’espace Lla, b] est complet, si bien que pour toute suite 
de Cauchy {fa (t)} il existe une fonction f (t) € Zla, b] telle que 
b 


lim || fn (0) —f (0) Igra, = lim (£) | Ifn (6) —f (91 dt =0. 

N —> 00 n 00 

On dit alors que la suite {f, (t)} converge vers f (t) en moyenne 
ou en norme (au sens de la norme) et on note 

e.m. 
lim fn (t) = f (t). 

Nous démontrerons à présent un théorème analogue au théoré- 

me 1 du n° 2.3. 


Théorème 1. Si lim fn HE f (t), il existe une sous-suite 
. P.Pe 
(nn (E)} telle que lim fn, (9 = F (0 


Démonstration. À toute fonction fn (t) correspond une 
classe x, (t) de suites de Cauchy en moyenne de fonctions continues. 
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On trouve toujours dans Ty (t) une suite de polynômes dans laquelle 
on peut choisir un polynôme p, (t) (voir le théorème 1 du n° 2.3) 
tel que 


b 
10 (£) | If (E) — Pn (1 dt < -rrr : 


1 
2 fn (E) — Pn OI < r 
sur un ensemble B, pour lequel | [a, bIXB, | < = 


Puisque {f, (t)} est de Cauchy en moyenne, il existe pour tout 
e > 0 un entier naturel N tel que pour tous m >N, n >N on 
a l'inégalité 


(£) 


S em) © 


|fn (8) — fm (O1 dt < + : 


si de plus NTI <5, il vient 


b b 
À IPn (8) — Pm (#91 dt=(£) | IPn (t) — Pm (t)1 dt< 


a 


b b 


<(L) | Ifa (©) — Pn (D1 E) | lfm (9 — Pm (D dE + 


a a 


b 
+L) È ifn (O — fm (DI dE < er t r H <e, 


a 


d’où il ressort que {p, (t)} est une suite de Cauchy en moyenne de 
fonctions continues. 
Exercice 2. Montrer que {p, (t)} appartient à la classe 


z (t) de suites de Cauchy en moyenne pour laquelle lim || £ (t) — 
n -> o0 
— z(t) l £ta, o] = 0, donc que f (t) est une fonction intégrable de la 


classe f (t) qui correspond à X (t). 
Il en découle l'existence d’une sous-suite {p,,(t)} convergeant 


p.p. 
presque partout vers f(t). Montrons qu’on a aussi lim f,, (t) = f (t). 
î— 00 
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En effet, introduisons les notations B= U MN B,,; on a alors 
k=1 i=k 
{[a, DNB) = N, U {[a, bIXB,,}, donc 
a 1 1 1 
La, OJN B| < > D": < DR 1 < Dk-1 * 


i=k 


Puisque cette inégalité reste vraie pour k quelconque, la, b} N B 
est un ensemble de mesure nulle. Soit maintenant t € B. Il existe 
alors pour tout & œ> 0 un entier naturel N tel que 


1 
2 tE N Bn; 
i=N 


Il vient donc pour i œN 
1 1 
fn; (t)— Pn; (t) | < DT Sant <E, 
ce qui revient à dire que 
| p.p. 
lim (fn; (t) — Pn; (£)) = 0 
1 — 00 
et que 
P-P. P-P. 
f (t) = lim pn; (t) = lim fn, (6). 
į -> 00 į—> 00 
Le théorème 1 est démontré. 


b 
Corollaire. Si {f, (t}}= Lla, bl et lim (£) | | fn (t) | dt 1 


n -> 00 


= lim Il fn (£) Ileta,o] = 0, il existe une sous-suite {fn, (t)} telle que 


p.p. 
lim fn, (t) = 0 (cette proposition est analogue au théorème du 


n° "2. 2). 
Démonstration. Commençons par un exercice. 
Exercice 3. Montrer que si lim Il fn (t) gta, o} = 0, alors 


{| fn (t) |} est une suite de Cauchy en moyenne. 
ph vertu du théorème précédent, il existe une sous-suite {| Îny (t)i) 


convergeant presque partout vers une fonction f (t) € £la, D] et 


lim (2) (E — Lg (E) 11 dt = lim (2) | iris, Olde —0. 


J 
a 
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Exercice 4. Montrer qu'on a alors 


b b 
(£) | f (t) dt = lim (£) | fn, (t) | dt. 


Ainsi donc, d’une part, f (t) est, de toute évidence, positive pres- 
b 


que partout; d'autre part, (£) E (t) dt = 0. En vertu de la pro- 


P. pe 
priété 7 de l'intégrale de Lebesgue énoncée dans le n° 2.4, f (t) = 0. 


Théorème 2 (Beppo Lévi). Si {fan (t) £ La, b], la. suite est 
b 
croissante et les intégrales (£ )| fn (t) dt restent inférieures à K, où K 


est un nombre quelconque indépendant de n, alors : 
b.p. b b 
lim fa(t) = f(t) € Ela, b) et (£) È A(t) dt = lim (£) | falt) dt. 


Démonstration. De la propriété 5 de l'intégrale de Le- 
besgue énoncée dans le n° 2.4 et des conditions énumérées ci-dessus 


b 
il ressort que la suite {(£) f fn (t) dt} est monotone et bornée, donc 
a 


admet une limite. 

Exercice 5. Montrer que {f, (t)} est une suite de Cauchy en 
moyenne. 

En vertu du théorème 1 il existe une sous-suite {fn, (t)} telle que 


lim fn, (t) a (t) E€ £ Ía, bl. 


Exercice 6. Montrer que 


b b 
p.p. 
f) = lim fn (t) et (£) | f (t) dt = lim (£) ffn (t) dt. 
n> 00 a n — 00 a 

Exercice 7. Montrer que le théorème 2 reste vrai aussi 

lorsque la suite {f, (t)} est décroissante et que 
b 
(L) | h (O) t> K. 


a 


Théorème 3. Si {fn (t)}= Lla, b] et | fn (t) | F (t) € £la, bl. 
on a sup fn (t) = f (t) € Zla, b] et inf fn (t) = få (t) € Zla, bl. 
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Démonstration. On a @n (t) = max {fı (t), fa (t), . 

, fn )} EL [a, b] en vertu de la propriété 9 établie dans le 

2.4. Il reste à remarquer que la suite {¢ọn (t)} vérifie les condi- 
b b 


tions du théorème 2: elle est croissante et (L) | Pn (t)dtL(L£) | F(t)dt, 
a a 


d'où 
p.p. 
sup fn (t) = lim Pn (t) = fË (1) EL la, bl. 


Exercice 8. Montrer que inf fn (t) = fs (t) E Lla, bl. 
Théorème 4 (Lebesgue). Si {fn (t) = £la, b), lim fn (t) = = i (t) et 


ih OI FES la, bl, alors f (t) € £ la, bl et (L) jo dt = 


b 


= lim (£) | fn (t) dt. 


n — 00 


Démonstration. Soit p, (t) = inf {fn (t), fn+1 E), + + +} 
Alors 


19 {Pn (t)} est croissante ; 

29 Pn (t) EL la, b] en vertu du théorème 3 : 
39 Pr (H) fn (t) ; 

49 | Pr (6) ISF (t) E £la, bl. 


La suite p, (t) = sup {fn (t), fn+1 (t), . . .} aura des propriétés 
analogues, à savoir: 


19 {pn (t)} est décroissante ; 
20 Pn (t) € £ la, bl; 

39 fn (t) < Ph (t); 

40 | Pa (t) IS F (t) E€ £ la, bl. 


Soit maintenant lim fn (to) = f (to); pour tout e > 0 il existe 


alors un entier naturel N tel que pour n > N on a l'inégalité 
f (to) — E€ < fn (to) < F (to) + €, 
ainsi que les inégalités correspondantes pour ®, (t) et Yn (t): 


f (to) — ES YPrh (t) = sup fr (t)<f (to) +E, 
R>n>N 


f) E< (= inf fn (DE (fo) +e 
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Il en ressort que 
| p.p. p-p. pp. 
lim f, (t) = 7 (t) = lim a (t) = lim pn (0). 
n> 00 ñn 00 ñn->00 


On a alors en vertu du théorème 2 


fE E Lia, b] 


et 
b b b 
(L) | f (t) dt = lim (£) | pn (t) dt = lim (£) | pn (t) dt. 
Remarquons enfin que 
b b b 
(£) | Pn (USE) | fa (E) <E) | n (0 dt, 
donc que 


b b 
lim (£) | fn (t) dt=(£) | (0 dt, 
n -> 00 
et le théorème 4 est démontré. 
Nous revenons maintenant comme promis à la démonstration de 
la propriété 10 de l'intégrale de Lebesgue énoncée dans le n° 2.4. 
Considérons une fonction 
£n (t) si Van (t) I< If l 
On = À IFO] si a (0) IF N, 
—[f (6) | si zn (t) << — |f (t) l. 


Il est évident que | p, (XIS If (t)1E £ La, bl. 
Exercice 9. Montrer que 
Pr (t) = max {—] zn (t) |, min {zn (t), 1 f() 1} 
et que 


p.p- 
lim On (t) = f (t). 


Puisque {ọn (t) © £[a, b], il suffit d'appliquer à cette suite 
le théorème 4 pour prouver que f (t) € Lla, bl. 
Pour terminer le n°, démontrons un théorème que l’on rencontre 


fréquemment dans les applications. 
p.p. 
Théorème 5 (Fatou). Si {Jn (yS £la, bl, fa (t) >O, f(t) = 
b 


Jim fn (t) et (L) | fn (t)dt< k, où k est un nombre, alors f (t) € 


n +00 
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EL la, bl et 


b 
(£) | FD dt<k. 
Démonstration. Posons comme précédemment 
Phn (t) = inf {fn (t), fn+a (t), e J: 
il vient alors ®, (t) € £la, b] et, comme nous l'avons établi em 


p.p. p.p. 
démontrant le théorème 4, lim ọn (t) = lim fn (t) = f (t). 
DO n — 00 


n> 
Puisque Pn (t)< fn (t), on a 
b b 
(£) [ont a<(s) | fn (t) ar: 
a a 
il ne reste qu’à appliquer à la suite croissante {®, (t)} le théorème 2: 
b b 


FEL La, b), (L) | f (t) dt = lim (£) | on (0) dt<k. 


a a 


2.6. Intégrale de Riemann et intégrale de Lebesgue. Nous avons. 
déjà signalé (voir la propriété 4 dans le n° 2.4) que si une fonction. 
zx (t) est continue sur la, bl, alors x (t) € Zla, b) et 

b b 
f z (t) dt = (L) | æ (t) dt. 
a a 
Nous démontrerons maintenant une proposition plus générale: 


Théorème. Toute fonction f (t) intégrable au sens de Riemann sur 
ja, b] est aussi intégrable au sens de Lebesgue sur la, bl, et de plus 


b b 
| f(t)dt=(£) EO dt. 


Démonstration. Nous avons examiné dans le n° 1.3 un 
exemple de fonction admettant un nombre fini de points de discon- 
tinuité de 1r€ espèce et construit pour cette fonction une suite de- 
Cauchy en moyenne de fonctions continues {x, (t)}. 

Exercice. Montrer que 


z (t) = lim z, (t), (DES (a, b], 
b b 


(£) | z (i) dt=lim | zp (t) dt. 


a 
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Or, nous avons montré au n° 1.3 que 


lim | Lx (t)— x, (t)| dt =0 


on a donc 
b b 
EZO ¿) dt = lim | zn (t) dt 
Car 
b b b 
| | x (t) dt— | x, (t) dt|< | |x (t)— z, (t)] dt. 


Ainsi donc, toute fonction x (t) admettant un nombre fini de 
points de discontinuité de 1'® espèce est intégrable tant au sens de 
Riemann qu’au sens de Lebesgue, avec 


b b 
| x (t) dt=(£) | x (t) dt. 


a 


Soit maintenant f(t) une fonction quelconque intégrable au 
sens de Riemann sur [a, bl. Subdivisons [a, b] en n parties égales et 
<onstruisons les fonctions en escalier correspondant aux sommes su- 
périeures et inférieures de Darboux sur les intervalles partiels 


ja + RQ; à + UT 2 los; Bal, 
M, (t) = sup f (t), 1<4<n 
Cas: Bg] 


{les valeurs de M, (t) aux extrémités des intervalles partiels étant 


égales à la plus grande des deux limites unilatérales). Définissons 
de façon analogue m, (t): 


Mn (t) = inf f (t) si tElar; Pal, 1<4<n 
[ans Bp] 


{les valeurs de m, (t) aux extrémités des intervalles partiels étant 
égales à la plus petite des deux limites unilatérales). 
Alors la somme supérieure de Darboux de f (t) correspondant à 


la subdivision donnée est SD) (f) = {ar AT, (t) dt, et la somme infé- 


a 


b 
rieure s(D) (f) = (m, (t) dt. Puisque la fonction f (t) est par défi- 
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nition intégrable au sens de Riemann, on a 
b 


lim (SP (f) — sP (P) = lim j (Ma (t)— m, (t))dt=0. (1) 


Puisque les fonctions M, (t), Mn (t) admettent un nombre fini 
de points de discontinuité de re espèce, on a AZ, (t), m, (t) E Lla, b] 
en vertu de ce qui précède et 


b b 
| (Mn ()— mn (D) dt=(£) | (Mn (Om (t) dt (2) 


On a ensuite de toute évidence 


Ma 6) > f t) > ma (). (3) 


Compte tenu de (1)-(3), on obtient 
b b 
lim (£) À LM, (t) — mn (t)| dt = lim (£) | (Mn (i) — m, ()) =0. 
En vertu du corollaire au théorème 4 du n° 2.5, il existe une sous- 
suite {(Mn, (t) — Mn, ( t))} qui converge presque partout vers 0; 
or, il ressort de (3) que Mp, (t) — mn, (t) > f (t) — mn, @) > 0, 


p.p. 
d’où lim mn, (t) =f (t). 


La fonction f (t) est par définition intégrable au sens de Riemann, 
idonc bornée, i.e. |f (t) |< K, où K est un nombre ; on a alors aussi 
Mn, (t) IS K. Appliquant le théorème 4 du n° 2.5 à (Mn, (t)}, 
on obtient f (t) € £la, b] et 

b 


b b 
(£) | FE) dt= lim (£) | ms, (£) dé = lim | Pens (t) dt = 


a 


= =lim so, (f) — f (t) dt. 


Le théorème est démontré. 

Remarquons en conclusion que la classe des fonctions intégrables 
au sens de Lebesgue ne se confond pas avec la classe des fonctions 
intégrables au sens de Riemann mais dépasse cette dernière. Par 
exemple, la fonction de Dirichlet n’est pas intégrable au sens de 
Riemann mais est intégrable au sens de Lebesgue, car D (t)~ 0. 
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$ 3. Espaces de Sobolev 


3.1. Définition générale. Soit G la fermeture d’un domaine bor- 
né G de R™. Considérons un espace vectoriel (réel pour simplifier 


les choses) de fonctions u (x), u: G— Rt, l fois continûment déri- 


vables sur G. La notion de dérivabilité sur G peut être interprétée 
de façons différentes. Nous supposons ici que les fonctions u (x) 
sont l fois continûment dérivables dans G et que chaque dérivée 
partielle de u admet une limite quand x tend vers un point fron- 


tière de G, si bien que, prolongée à G, elle devient continue sur G. 
Nous supposons que la frontière T de G est suffisamment régulière. 
Nous supposons enfin que G est simplement connexe en général et 
vérifie certaines conditions restrictives qui peuvent devenir néces- 
saires pour le raisonnement. 

Munissons l’espace vectoriel en question d’une norme (pÈ 1) 


lul={ f upar > | Du de}. (1) 


G 1<lalsl G 
Exercice 1. Vérifier que les axiomes de la norme ont lieu. 


L'espace normé ainsi obtenu se note W: (G). Son complété au 
sens de la norme (1) se note W% (G) et s 'appelle espace de Sobolev. 
Dans les applications on rencontre fréquemment le cas où p = 2. 
On utilise alors la notation W: (G) = H! (G). L'espace de Sobolev 


HT (G) est un espace de Hilbert, complété de wW! (G) au sens de la 
norme associée au produit scalaire 


(u, v) = f u (x) v (x) dr+ D |D *u (x) D*v (x) dx. 


G 1<Slal<Sl G 


Exercice 2. Vérifier que les axiomes du produit scalaire 
ont lieu. 

Introduits par l’académicien S. Sobolev, les espaces W£ (G) et 
la notion de dérivée distributionnelle au sens de Sobolev, ‘étroite- 
ment liée à ces espaces, jouent un rôle de premier plan dans les 
questions théoriques et pratiques de physique mathématique et 
d'analyse fonctionnelle. Le fait de compléter un espace de fonc- 


tions régulières w: (G) avec des éléments idéaux qui se laissent 
calculer aussi exactement que l’on veut au moyen d'éléments de 


W: (G) confère un caractère définitif et exact à de nombreuses pro- 
positions mathématiques grâce à la complétude de WŁ (G) tout en 
conservant toute latitude de calculer (voir [27], [181]). 

Nous examinerons plus en détail les cas particuliers où m = 1 et 
m = 3: autrement dit, les espaces de Sobolev seront considérés sur 
la droite réelle et dans l’espace tridimensionnel. 
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3.2. Espace H! [a, b]. Considérons sur [a, b] l’espace H1{a, b] de 
toutes les fonctions u (x) continûment dérivables sur [a, b], muni 
du produit scalaire 


b b 
(u, v) )= | u (2) v (z) da + (uw (x) v’ (x) dx (1) 
et de la norme associée à ce produit scalaire 


b 
ul (je (a) da= fa (x) de). (2) 


H! [a, b] est le complété de H! [a, b] au sens de cette norme. Quelles 
sont les fonctions qui forment H+ [a, b]? En vertu du théorème de 
la complétion, H+ [a, b] est constitué de classes de suites {u, (£)} = 


c À! [a, b] dont chacune est de Cauchy en moyenne dans H! [a, b), 
ou plus exactement de suites telles que 


b b 
À Iun (2) — um (2)? dæ + | Jus (1) — um (2) |? dx + 0 


pour n, m —> œ. Deux suites de ce type {u, (x)}, {ûn (x)} appar- 
tiennent à une même classe si {Un (x) — u, (x)} est infiniment petite 
pour la norme de Ñ! [a, b], i.e. si 


b b 
À lun (a) — un(e) de+ | lus (x) —un (2) 12 de > 0 


pour n —> co. Puisque {u, (x)} est une suite de Cauchy en moyenne 


dans A1[a, b], on a séparément pour n, m —> co 


b b 
| [un (£) — Um (x)|? dx — 0, | [us (x) — um (x)|? dx —> 0. 


De même, puisque les suites {u, (x)}, {Un (x)} sont équivalentes 
pour la norme de H la, b], on a pour n —> oœ 
b b 
| [Un (x)—U, (x)|? dx — 0, | lu; (x) — un (x)|? dx —+ 0. 
a a 


Conformément à la définition de l’espace £, la, b], il existe des 
fonctions u (x) E £, la, b] et w(x) E€ £. la, b] telles que pour n —> oo 
on a un (x) —> u (x) et un (x) —> w (x) en moyenne. 
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Nous allons donner une définition d'importance capitale. Soit 


{un (x)} © H! la, b]. Il existe alors dans Z, la, b] un élément u (xY 
de représentant {u, (x)} et un élément w (x) de représentant {u, (x)}. 
L'élément w (x) s'appelle dérivée distributionnelle (au sens de Sobo- 
lev) de u (x), ce qu’on exprime par la notation w (x) = u’ (x). 


Exercice. Montrer que pour u, (x), u, (x) € H! la, bl on a 
Au, (x) + ous (x) € H° la, b] 
et 
(Au, + Aus)" (x) = Au, (x) + ous (x). 


Montrer que la dérivée distributionnelle d’une constante est 


nulle. 

De la définition d’une dérivée distributionnelle u’ (x) on voit 
qu’elle ne se définit pas localement, en des points isolés, mais glo- 
balement, sur [a, b] tout entier. Soient u, (x), v, (x) € IP a, bl, 
n = 1,2,..., de sorte que {u, (x)} Eu (x) € H! la, bl, {r, (x)} € 
E€ v (x) € H' [a, b]. Passons à la limite pour n —> œ dans les éga- 
lités 


b b 
(Un, Va) = À un (x) v, (x) dx -+ | u, (x) v (x) dx, (3) 
b b 1/2 
lun 11= {À u3 (a) de+ | už (æ) de)". (4) 


En vertu du théorème de la complétion et de la définition de l’inté- 
grale de Lebesgue, nous retrouverons alors les formules (1) et (2) 
dans lesquelles les dérivées sont distributionnelles et les intégrales, 
de Lebesgue. Il va de soi que pour un calcul concret on peut et on 
doit employer les formules (3), (4), quitte à prendre un n suffisam- 
ment élevé, ce qui revient à remplacer les éléments idéaux u, v. 
u’, v' par leurs approximations régulières Un, Un, Un, Un- 


3.3. Autre définition de la dérivée distributionnelle. Soit 


C! [a, b] l’ensemble de toutes les fonctions à support borné v (x) conti- 
nûment dérivables sur [a, b] (voir n° 3.7 du chap. I). Si maintenant 
u (x) est continûment dérivable sur [a, b], on a pour toute fonction 


v (x) € C! [a, b] l'identité intégrale suivante: 
b b 
| u (x) v’ (x) dz = — | u' (x) v (x) dz. (1) 


a 
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Cette identité se laisse vérifier au moyen de l'intégration par par- 
ties. La dérivée u’ (x) se trouve complètement définie par l’iden- 
tité (1). 

Supposons en outre qu’on a pour toute fonction v (x) € Ct la, b} 
et une fonction w (x) continue sur [a, b] 


b b 
f u(x)v’ (x) dz = — | w (x) v (x) dx. (2): 


Par la soustraction de (1) et (2) on obtient que pour toute fonction 
v (x) € C! [a, b] 

b 

| [u (x) — w (x)| v (x) dx =Q. 


a 


Donc, puisque Ct [a, b] est dense dans £ [a, b] (voir n° 3.7 du 
chap. I), on a w (x) = u’ (x) sur [a, b]. Il se trouve que l'identité 
intégrale (2) peut servir de définition d’une dérivée distribution- 
nelle. On a tout d’abord un lemme. 


Lemme 1. Si u € H! [a, b], toute fonction v € C1 la, b] vérifie: 
l'identité (1). 

Démonstration. Soit {u, (x)} Eu (x). On a alors (1} 
pour toute fonction v € C1 [a, b]: 


b b 
| Un (x) v’ (x) dx = — | Un (x) v (x) dx. 


Le produit scalaire étant continu (voir n° 4.7 du chap. I), on peut 
passer à la limite pour n — œœ dans la dernière égalité. On retrou- 
ve (1) pour toute fonction u € H+ [a, b]. Le lemme est démontré. 


Lemme 2. Soient u (x) € H! La, b], w € £, la, b] telles que pour 
toute fonction v (x) € C1 [a, b] on a l'identité (2). On a alors u’ (x) = 
= w (x) (dérivée distributionnelle). 


Démonstration. Soient {u, (x)} € u (x) et wn (x) € w (x). 
Alors 


b b b 
| Un (z) v’ (x) dz + | WA (x) v (x) dx = | [Wn (x) —u, (x)] v (x) dx — 0 


pour n —+ co, quelle que soit la fonction v € C1 la, b). 
Soit z (x) € La la, b] la classe dont le représentant est 
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{wn (x) — un (x)}. On a alors 


| z (x) v (x) dx = 0 
pour toute fonction v E C! la, b], d'où z (x) = 0. Le lemme est 
démontré. 


3.4. Un théorème élémentaire de l’immersion. Continuité absolue 
des fonctions de H+ [a, b]. 


Théorème 1. H+ [a, b] est immergé dans C [a, b]. 


Démonstration. Soit u (x) une fonction continüment 
dérivable sur [a, b]. En vertu du théorème de la moyenne, puisque 
u (x) est continue, il existe un point & € (a, b] tel que u (Ẹ) = 

b 
= — fu (s) ds. On a donc sur [a, b] l'identité 
a 
x b 


7 1 
u (x) = | u’ (s) ds + —— | u (s) ds. 
6 a 
L’inégalité de Cauchy-Bouniakovski nous donne 
è 1 À 
ju (2< | 1w’ (91 ds | le (si ds< 


b— a 


b 


—{ | w (s) ds) <k lu loa 


yb—a 


) - Par conséquent, toute fonction 


a, b)? 


— t£ 
Vb—a 


u (x) continûment dérivable sur [a, b] vérifie l'inégalité 


Ilu lloto, ASK IU laa or (1) 


où k= max (Vt=a, 


Supposons maintenant que {u, (x)} Z w: [a, b] soit une suite de 
Cauchy pour la norme de W: [a, b]. Alors 


|| Un — Um |Icta, 1 LA || Un — Um are, b] — 0 
pour n, m —> œ. Par conséquent, {un (x)} est de Cauchy au sens de 
la convergence uniforme et, en vertu du critère de convergence uni- 
forme de Cauchy, converge vers u (x) € C [a, bl. A fortiori, u, (£) — 
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— u (x) en moyenne pour n — oo. Ainsi donc, la classe de £, la, b] 
représentée par {u, (x)} contient une fonction continue u (a) et peut 
être, de ce fait, identifiée à u (x). Identifions les éléments de H+ [a, b] 
à des fonctions continues. Soit {u, (x)} € u (x). Passant dans l’iné- 
galité || un llela bo] S k Ilu à la limite pour n — œ, on 
retrouve l'inégalité (1). 

Cela prouve que H! [a, b] est immergé dans C [a, b] et achève 
la démonstration du théorème. 


n (Stea, b] 


Théorème 2. Les fonctions de H! [a, b] sont absolument continues, 
i.e. on a la formule 


u (x) — | u’ (s) ds + u (a). (2) 


Démonstration. Soit {u, (x)} Eu (x) € H'[a, b]. Con- 
sidérons l'identité 


Un (x) = 


Un (S) ds + u, (a). 


R ne) à 


Puisque u, (r) — u (x), un (a) — u (a) pour n — œ, 
x x 


À us (s) ds ——> | u' (s) ds, 
a Free a 
où u’ (x) € L, [a, b] est la dérivée distributionnelle de u (x), on a la 
formule (2). 
Le théorème est démontré. 


3.5. Espaces de Sobolev H+ (G) et H' (G). Soit G © R? un domaine 
simplement connexe de frontière ðG suffisamment régulière. Gonsi- 
dérons l'espace vectoriel de toutes les fonctions u (x, y, z) continû- 


ment dérivables sur G = G -+ ðG, muni du produit scalaire 


(u, o= | | w dz dy dz + | | | De et qe E de dy dz 


G 


Qt 


qui donne 


Iur= | 


QU eam 


fear |I (SES 
G 


ðu \2 
+) dzdydz. (1) 
L'espace obtenu par l'introduction d’un tel produit scalaire se 


note H! (G); son complété est par définition l’espace de Sobolev 
H! (G). 
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Soit {u, (x, y, z)} une suite de Cauchy dans H1(G). 
|| un — Um ai) — 0 pour n, m — co. Il s'ensuit que 


eh ho + SE) 
sont des suites de Cauchy dans £., (G). 


Puisque F, (G) est complet, on trouve dans £.» (G) des éléments 
que nous noterons 


ðu (x, y, 2) Ou (x, y, 2) Ou (x, y, 2) 
RD) — az o a o oa 
si bien que, quand n —> œ, on a en moyenne 
u >u un = ou OUn > ðu OUn > ðu 
n ? ôx ðx ’ ðy ðy ? 0z 0z 
ðu Ou ðu 


Les éléments Ja’ Jy’ Jz À appellent dérivées partielles distribu- 


tionnelles de u. 
Le produit scalaire et la norme se définissent dans H+ (G) par 


les mêmes formules que dans H+ (G) mais avec les dérivées distribu- 
tionnelles et les intégrales de Lebesgue. 


Considérons l’espace M (G). C’est le complété, par rapport à la 
norme 
> / ðu \2 ðu \2 ðu \2 
2u Baad Lu ( 
Wuling A (EHE (S, æaa (2 


de l’espace vectoriel des fonctions continûment dérivables sur G 


et telles que ul5q = 0. H! (G) est un espace de Hilbert muni du 
produit scalaire 


> ° / ðu ðv ðu ðv Ou dv 
(u, =| (E ta ôy ðy Taz 0z z ) dx dy dz. 


G 


Lemme. Si u € H! (G) etv € H' (G), on a 
u 


(u 22) = (3 v) 

ðr I LAG) 0x ’ AO 

(u, +) — (5. v) 
ðY I LAG) dy LG) 

CRE 
02 | LAG) ôz LAG) 


Démonstration. Il suffit de démontrer la première des 
trois formules. Il est évident qu’elle est vraie pour u €E Ct! (G) et 


v € C’ (G). Soit {u,}c H! (G) une suite de Cauchy dans H1 (G 
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dont la limite est un élément u € Ht (G). Passant dans l'identité 


(un, <) -{ Tan , v) , vEC! (G), à la limite pour n—> œ, on 
obtient (u, a) (F, v) pour tout vEC! (G). En effet, 


puisque u, —> u dans £, (G) pour n — œ, on a | (un, w) — (u, w)| = 
= | (u, — u, w) |< || w || || u, — u ||— 0 pour n —> œ, i.e. le 
produit scalaire est continu. 


~d 


Soit maintenant {v,} une suite de Cauchy dans H' (G). Passant 


à la limite dans l'identité (u, fon )= (5 , Un ) , on obtient 
x ôx 


l'identité cherchée. 

Corollaire. H! (G) est strictement contenu dans H! (G). 

En effet, la fonction 1 € HT (G). Or, 1¢ H' (G), sans quoi l’on 
Qu 1), i. e. 


aurait (u, 0) = — (E 
| {| Sax dy dz=0 
G 


pour tout u € Ht (G). Prenant u = x, on obtient une contradiction. 


Théorème (Friedrichs). Il existe une constante c œ0 telle que 
pour tout u € H! (G) 
lu lexos ce |lu lare 


Démonstration. Par définition même de H' (G), tout 


élément de H! (G) appartient à £, (G). Supposons que la suite 
fun} T H! (G) et converge dans H! (G) vers u € H’ (G). Construisons 
un cube Q, = {r, y, z: |z <a, |y |a, |z |< a} qui contien- 
ne G et prolongeons les fonctions u, par O dans Q, KG. La dérivée 
partielle Un existe en tout point de Q,, sauf peut-être les points 


ôx 
où la droite parallèle à l’axe des abscisses vient couper la frontière 


ôG de G. Pour tout point (x, y, z) EG ona 


un (z, y, a= | ELE qe 


—a 


w 
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En vertu de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski 
lun (a, y, 2)1?<( í Sahna a) < 
<( | ca) [ | (Ann Ja] | (ea 
. [l vient 


Intégrons l’inégalité obtenue suivant Q, 
ðu 2 

u < 4a? | 4 . 

Ilun Ila) S L ARa) 


Comme u„ = 0 en dehors de G, on a 
ou 2 
u < 4a? | 7 < 4a? > 
|l n leaa S gua S“ Il Un lig 
Passant à la limite pour n —> œ, on retrouve l'inégalité de 


Friedrichs à démontrer 
Corollaire 1. L'espace H' (G) est immergé dans L, (G) 


Cette proposition découle immédiatement de la définition de 
l'immersion d'espaces de Banach et de l'inégalité de Friedrichs 
Corollaire 2. Dans H’ (G) les normes (1) et (2) sont équivalentes. 
En effet, l'inégalité de Friedrichs nous donne 
<lu leyo tlu lga SEHD ulero 


lun 

3.6. Espaces H! (G). Considérons d’abord l’espace normé H’ (G) 

formé par des fonctions u (x, y, z) l fois continüment dérivables sur 

G, muni de la norme 
1/2 


lul={ 


D 


0<|a|<!I 


Le complété de H! (G) par rapport à cette norme se note H! O: 
za H! (G) une suite de Cauchy dans À! (G), i 


| | (D"u)? de dy dz} 
G 


Soit {un (x, y, Z 

|| Un — Um ro — 0 pour n, m — œ. Puisque 
2 _ Ņ œ,,\2 
Hulya = D [TT (0w? de dy dr, 
0O<IA<T G 

toute suite {Dau, } est de Cauchy dans £, (G) pour tout multi-indice 
, L. Puisque £, (G) est complet, il 
9 ~= 


a tel que |&æ |= 0, 1,. 
existe dans cet espace des éléments que nous noterons Du, O< 
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a |< l, tels que Dau, — D*u en moyenne pour n — co. Si 
Æ 0, alors Dau est une dérivée partielle distributionnelle. Soit 
= (Œ. Qə, Œz). On a alors 


allu 


0x1 y”? 9703 


Du = , [al=u+a to. 


H! (G) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire 


U, V) = D°u D°v . 
( , Ju (G) Ze , ) L0) 


On a un théorème de l'immersion dû à S. Sobolev: 

Théorème. Soit GŒ R? un domaine borné simplement connexe de 
frontière l (> 2) fois continûment dérivable. Alors l’espace H! (G) 
est immergé dans C! (G). 

La démonstration est fondée sur deux lemmes. 

Lemme 1. Si u est une fonction l fois continûment dérivable sur G 


et si Dtulsg = Q pour tout a tel que 0< | «a |< l — 1, on a la majo- 
ration 


D max |D*u| <c > | | | (Du)? dx dy da) 
o<lai <l -2 OI `g 
ou brièvement 
lu loza Selu les: 
c Démonstration. Appliquons la formule d'’Ostrogradski- 
auss : 


ff] (++) dx dy dz = 


ðY 
Q 
= À (P cos a +Q cos B+ Rcos y) do. 
29 
Posant ici 
ôv ĝu ðv ou ôv ĝu 
Paura OSU ayo Roug a> 


on obtient la formule de Green : 


FT] (u Av — v Au) dx dy dz = { CET 2.) do. 
R 0€ 
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Maintenant, il est plus commode de désigner les variables d'intégra- 
tion par &, n, & et d'appliquer la formule de Green au domaine 
(doublement connexe) Q, = GS, (x, y, z). Ici (x, y, z) € G est 
un point donné et są (x, y, z) une boule de rayon e > 0 de centre 
en (x. y, Z), avec e si petit que sẹ (x, y, 2€ G. 

On a alors, en désignant par 6, (x, y, z) la sphère (x — Ẹ) + 
+ yn + (z = 8°, 


f [f aveu danae = f (u He 3) 20 


Q 0G 


€ 
où ou 
— i (u L Gn ) do. (1) 


OplX£, Y, 2) 


Supposons maintenant que la fonction u figurant dans (1) véri- 
fie la condition du lemme et que la fonction v soit égale à 


1 ` REP SRE PEN SES AE 
V= 7: Ou r=\ (x —%) + (y— mn) +(2— 07. 
On a alors u=0 et = 0 sur ôG, d’où 
i ðv ôu 
{D (u 2 ôn ) do=0 
ôG 
Puisque A 1 = 0, on a ensuite 
: o 1 ` Au 
(u Av —v Au) dẸ dy dé = 7 | —— dé dn dt. 
8, Be 
On a enfin sur Oeẹ(£, y, 2) 
00 2 0 1 
ðn ðr  4nr?  4ne? ? 
y 1 _ 14 Ôu ðu 
4nr 4e? ðn ðr? 
et donc 
C ðr ĝu 1. {Ñ 1 ðu 
Ì —— — ——— —© ——_—_—_—— { — == 
{ u ôn V ôn do ATE X u do ANE il ôn do 
Olx, Ys 2) CEUX, Y, 2) 


=u ($e, Me, Le) — E Dele Metel u (z, y, z) +0 (8) 


pour e + 0. (L'aire de o, (x, y, z) étant précisément 4ne?, on peut 
faire intervenir le théorème de la moyenne.) Ainsi donc, l'égalité (1) 
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mt mnt 


$ 3] 
devient 
u (x, y, z)+0(E)= — -z BS Au dE dy dG. 
Q 


Pour e — 0 on obtient une représentation intégrale de u: 
1 Au 
r | = dédn dr. (2) 


u (X, y, 2) 
G 


L'intégrale dans (2) est impropre, car la fonction 1/r devient infinie 
Au dE dy d% 


r 


en (x, y, z); légalité 
| | Ai dE dn dé — lim i (| | 


GN SX, Y, 2) 
définit l'intégrale impropre en question. 
Exercice. Montrer que l'intégrale 
i D E, ? 6) 
JS and 


Gu e—a 


G 


converge pour œ < 3 (passer aux coordonnées sphériques). 
De la représentation intégrale (2) on déduit sans peine le lemme 


pour l = 2. On a tout d’abord la majoration 
Ou 1 o?u 
+ |) 


1 1 ou 1 
ue G ll 
dans laquelle le produit scalaire est défini dans £» (G). En vertu de 
l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski on a (pour la norme définie 


sur Z, (G)) 
1 4 d?u ĝu ð?u 
luS zr |F {| Ze | jy? | 02? }< 
<Cte 2 Duly -s 
0<la|<2 2(G) 
ou en abrégé 
lu [lo CI (ec). (3) 


Supposons maintenant que u € H’ (G) et que ce sont les dérivées 
secondes de u qui s’annulent sur ôG. Dérivant (2) par rapport à x, 
on obtient 

ðu 1 ð 1 4 1 ðu 
ex | (F) Au) (45). 
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La dérivation de l'intégrale dans (2) est légitime, car cette inté- 
orale converge uniformément, de même que l'intégrale obtenue par 
une dérivation formelle par rapport à x. Majorant Ou/0x, on obtient 
en | prenant les normes dans T., (G): 


93 93 
1 + salt l< 
<Cte D, || D"ul<Cte $ || Du]. 


| Ie 1=3 0LIaIS3 
Cette majoration, ajoutée aux majorations analogues de du/ôy et 
Qu/9z, nous conduit à la majoration 


2 1 Du ls < Cte „È, I| Du ||. 


1laf=1 0<LjJal<3 


4 
r 


D r " ET 


Faisant la somme de cette majoration et de l'inégalité (3), on ob- 
tient 
lu llea @ Se llu Misc: 
Le procédé décrit permet de majorer successivement la norme de 


u dans C? (G) en fonction de sa norme dans H* (G), puis la norme de u 


Y 


dans C? (G) en fonction de sa norme dans H5 (G) et ainsi de suite, 
Jusqu'à obtenir la majoration cherchée de la norme de u dans C'7? (G) 


en fonction de sa norme dans H’ (G). Le lemme est démontré. 


Lemme 2. Soit GE R? un domaine borné simplement connexe de 
frontière l + 1 fois continûment dérivable. Toute fonction u (x, y. z)€ 


ce H’ (G) se laisse prolonger dans un domaine G' = G de telle façon que 


“~ 


u (x, y, z) E€ H! (G@'), que u (x, y, z) soit à support borné dans G 

et qu'il existe une constante C œQ, dépendant uniquement de Get 

de l, telle que tout prolongement de u (2, y, z) vérifie la majoration 
| u [fe æ C Ilu aka. 

Démonstration. [ntroduisons sur 2 = 9G des coordon- 
nées curvilignes (Ë, n) et écrivons l'équation de la surface sous 
forme paramétrique:r = ro (£, n), ou en coordonnées : x = x, (Ẹ, n), 
y = yo ($, n), Z = Zo ($, n), en supposant que (6, n) € 61 (0), 
i. e. que È est l’image de la sphère unité, et que les fonctions z, y, Z 
soient l + 1 fois continûment dérivables sur c, (0). 

Soit n le vecteur unité de la normale extérieure à 2. 

Soit un ô —0 si petit que pour (6, n) € o, (0) les vecteurs 
ro (6, n) + ný ne se coupent pas et leurs extrémités soient contenues 
dans G, si bien qu'on a sur le domaine fermé 23 = {(£, n, b), 
(E, n) E€ 0, (0), —ô< EL 0} une application bijective l + 1 fois 
continûment dérivable r = ro (E, n) + n% qui s'écrit en coordonnées 
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sous la forme 
T= (6, n; 6), y =y (&, ns 6), Z = 3 (&, n, 6). (4} 


Ecrivons la fonction u (x, y, z) définie dans 25, au moyen des. 
variables (£, n, Ë). Faisons le prolongement de u (£, n, €) dans le 
domaine 5$ = {(E, n, 0), (E, n) €o, (0), O< <8} on posant 
pour œ 0 


u (Ẹ, n, a => au (£, 1}; —<+) (9) 


et en prenant comme constantes @4, .. . Œ+; la solution du systè- 
me d'équations linéaire suivant : 


+1 
D (+) =1, s=0,1,...,2 (6) 
k=1 


Le déterminant de ce système, dit déterminant de Vandermonde, est 
distinct de zéro, si bien que (6) admet une solution unique. 
Maintenant la fonction u est définie dans le domaine 23 U Zë. 
Il se trouve que u y est encore continue, ainsi que ses dérivées par- 
tielles jusqu’à l’ordre l inclus. Il suffit de vérifier que u et ses déri- 
vées restent continues sur È, i.e. pour € — 0. De (5) on voit qu'en 
vertu de la première équation du système (6) les limites de u pour 
C— +0 sont égales à 
141 
u, n, +0) D au E, n, —0) =u E, n, —0). 
Il en est de même de ĝu/ðE et ðu/ðn. On a ensuite en vertu de l& 
deuxième équation de (6) 


1+1 
ðu (E, n, +0) \ 1 ôu (E, n, —0) vu (E, n, — 9) 
HE 7 2 on (SE. 
k=1 
La continuité des autres dérivées partielles se vérifie d’une façon: 
analogue. 
Arrangeons-nous maintenant pour que le prolongement de u soit 
à support borné. A cet effet, multiplions-le par la troncature s(%) 
(voir n° 3.7 du chap. I) de façon à avoir u = Q pour ô/2< < ô, 
(E, n) € o (0). Pour la fonction tronquée, conservons la notation u. 
On déduit maintenant sans peine de (5) la majoration 


| | | 5 (D'u}? dE dn dé<c ji! 5 (D*u)? dE dy dt. (7Y 


+ = -= = 
DES R=0 33 k=0 
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En effet, on peut obtenir à partir de (5) l'inégalité 


+1 l+ o 
<È à D u 2 (En, =F) 
k=0 =1 


dont l'intégration suivant È conduit à 
L+1 


[if ( u? dE dy déL(1+1) D a? | | | u? dE dn dé. 


+ — — 
X$ k=ħ1 25 


En dérivant (5), on obtient d’une façon analogue les majorations 
pour les dérivées, dont les sommes conduisent à (7). 

Ensuite, puisque l'application (4) est non dégénérée, la majora- 
tion (7) reste vraie quand on passe aux variables x, y, z 

Ainsi donc, nous avons démontré l'inégalité 


u 2 c2 2 
Iu igg SA Iu hisz 
Or, puisque 25€ G, on a 
u ` 
lu lga SlU liga 


ce qui donne pour G = G U X$ la majoration 


2 2 
lukia ls Hle liry S 
u -+ ellui <(1 2) || u ||? 
<lu lig teu iry SOHA uii, 


La démonstration du lemme est terminée. 
Au point où nous en sommes, il n’est pas difficile de démontrer 


l'immersion de H! (G) dans C!-? (G) (le théorème de Sobolev). En 


vertu du lemme 2, toute fonction u € H! (G), avec lÆ 2, se laisse 


prolonger dans un ensemble plus vaste G’ où elle est à support borné. 
Il vient alors en vertu du lemme 1 


|| u lle- k [lu ai. 
Puisque cette inégalité reste vraie pour toute suite {u,} € u € H' (G) 


qui est de Cauchy dans H! (G), il suffit d'opérer un passage à la 
limite pour obtenir l'inégalité 


[| u lci-2(@) <hklu laka)» 


-qui démontre le théorème de l'immersion de S. Sobolev. 
Pour des théorèmes de l'immersion plus généraux, voir [27]. 


1147], [22], [8]. 


CHAPITRE IH 


OPÉRATEURS LINÉAIRES 


$ 1. Opérateur linéaire. Opérateur continu. Opérateur borné 


1.1. Définition générale de l’opérateur. Soient X, Y deux ensem- 
bles quelconques. Soit D = X (D est une partie de X). Si à tout élé- 
ment x € D correspond un élément y € Y, on dit que y = F (x) est 
un opérateur. L'ensemble D s'appelle alors ensemble de définition 
de F et se note généralement D (F). L'ensemble R = R (F) = 
= fy €Y; y =F (x), x € D} s'appelle ensemble des valeurs de F. 
On dit aussi que F est un opérateur défini sur D (F), à valeurs dans 
R (F). 

Pour définir schématiquement l’action de l'opérateur F, on écrit 


F 
X2D(F) —+R(F) = Y, 
ou (plus souvent) en abrégé: 
F: X — y. 


Cette dernière notation n'implique pas que D (F) = X ni que À (F)— 
— Y ; on dit simplement que F est un opérateur de X dans Y. 


Si 
y =F (£) xED(F),, yeR(F), 


on dit que l'élément y est l’image de l'élément x, tandis que x est 
l'image réciproque de y. Quand x parcourt D = D (F), ses images y 
forment l’ensemble R (F), si bien que R (F) = F (D): l’ensemble 
des valeurs d’un opérateur est l’image de son ensemble de défini- 
tion. 

Introduisons quelques autres notions. On dit que deux opéra- 
teurs F: X — Y et D: X — Y sont égaux s'ils ont même ensemble 
de définition D (F) = D (D) = D, et si F (x) = ® (x) pour tout 
x ED. 

On dit que l'opérateur ® est une extension de l'opérateur F (et 
que F est une restriction de D) si D (®)> D (F) et ® (x) = F (x) 
pour tout x € D (F). 

Les opérateurs dont nous venons de parler sont injectifs, ou 
univalents: à chaque image réciproque x l'opérateur F fait corres- 
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pondre une seule image y. On rencontre aussi des opérateurs non 
injectifs (multivalents), qui à chaque x font correspondre tout un 
ensemble F (x) Y. Dans ce livre, nous n’envisageons que des 
opérateurs injectifs. 


1.2. Opérateur bijectif. Soit F : X — Y. Prenons un y € R(F} 
et considérons l’ensemble de ses images réciproques, noté F~! (y). 
Il est évidemment non vide. On distingue un cas particulier impor- 
tant où F~! (y) se réduit à un seul élément x. 


Définition. Si pour chaque image y € R (F) il y a une seule image 
réciproque z = #-1 (y), on dit que l'opérateur y = F (x) est bijectif. 
Si F est bijectif. la formule x = F~ (y), où y parcourt À, définit un 
opérateur F1: Y — X, dit opérateur inverse de F. Il est évident que 


D(F=R(F), R (F =D (F). 


L'opérateur F-? réalise donc la « correspondance inverse ». Re- 
marquons que si F n’est pas supposé bijectif, la formule x = F~! (y) 
peut définir un opérateur « inverse multivalent ». 


1.3. Composition d’opérateurs. Soient trois ensembles quelcon- 
ques X, Y, Z et deux opérateurs F, D tels que 


D (F)S X, R(E)SY; 
D (©) SY, R(DaZ. 


Si R (F) = D (®), on peut parler de la com posée des opérateurs F 
et D, i. e. d’un opérateur z = ĦỌ [F (x)] qui applique D (F) dans 
R (D) de telle sorte que DIF (D (F) & R (D). Il est quelquefois 
noté ® + F et appelé produit de composition des opérateurs ® et F. 

Sans entrer dans le détail de l'opération de « multiplication » 
d'opérateurs dont les propriétés seront étudiées plus tard à propos 
de classes d'opérateurs concrètes, signalons seulement que si F est 
bijectif sur D (F), on a 


F- x F = Ixy sur D(F), 
F » F = Iy sur R (F), 


où Ixy, Iy sont les opérateurs identiques dans X, Y respectivement. 
(Par exemple, l'opérateur Iy agit selon la formule y (x) = x pour 
x € X. En disant que Iy opère sur D (F), on veut dire que l'égalité 
Ix (x) = x ne vaut que pour un x € D (F).) 

Remarquons que si l'inclusion R (F) = D (P) n’a pas lieu, on 
arrive parfois à définir la composée D + F sur un ensemble plus 
restreint DE D (F), à condition que F (D) & D (D). 
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1.4. Opérateurs dans les espaces normés. Limite et continuité. 
Soient maintenant X, Y deux espaces normés et F: X— Y un 
opérateur dont l’ensemble de définition D (F) contient un voisinage 
S (£o) d’un point, sauf peut-être x, lui-même. Rappelons que par 
voisinage d’un point on entend toute boule ouverte dont le centre 
se confond avec le point en question. 


Définition 1. Un élément y, € Y s'appelle limite de F (x) pour 

£ —> za (notation y, = lim F (x) ou plus brièvement F (x) — yo 
XX 

pour z —> xo) Si pour tout e > O il existe un ô = ô (e) >Q tel que 

pour tout z € S (zo) vérifiant l'inégalité 0 < || z — zo || < ô on a 

I| F (£) — Yo I| < €. 

Cette définition appartient à Cauchy. Pour F: Et Et (i.e. pour 
une fonction d’une variable réelle dont toutes les valeurs sont réel- 
les) on retrouve la définition bien connue de la limite d’une fonction. 
Si F: R” — R1, on a la définition de la limite d’une fonction de m 
variables. 


Définition 2. Soit un opérateur F: X — Y défini dans un voi- 
sinage d’un point zo. On dit que F est continu en x, si F (x) — F (xo) 
DOUE Z — Lo. 


Cette définition généralise celles de fonction continue d’une ou 
de plusieurs variables réelles, celle d'application continue, celle 
de fonction continue d’une variable complexe, etc. 


Définition 3. Soit F (x) un opérateur défini sur D (F)c X, à 
valeurs dans R (F)c Y, où X, Y sont deux espaces normés. On dit 
que l'opérateur F est borné si à toute partie de D (F) bornée dans X 
il fait correspondre un ensemble borné dans Y. 


Les opérateurs non linéaires seront étudiés plus tard. A présent, 
nous passons à une étude détaillée des opérateurs linéaires, cas 
particulier fréquemment rencontré dans les applications. De plus, 
la théorie des opérateurs linéaires, qui présentent nombre de pro- 
priétés utiles, est développée beaucoup mieux que celle des opéra- 
teurs non linéaires. 


1.5. Définition d’un opérateur linéaire. Soient X, Y deux espa- 
ces vectoriels, qui sont tous deux réels ou tous deux complexes. 


Définition. Un opérateur À : X — Y défini sur D (4) est appelé 
linéaire si 

1° D (A)est une variété linéaire ; 

29 À (its + Aata) = MA (21) + Aa À (22) 
pour tous z1, x: E€ D et pour deux scalaires quelconques À4, Àa. 


La notion d’opérateur linéaire généralise celle de fonction 
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linéaire y = ax, où les variables z, y € E et œ est un nombre réel 
donné. Un exemple à peine plus compliqué d’opérateur linéaire est 
fourni par la fonction d’une variable complexe w = az, où les va- 
riables z, w et le facteur a sont complexes. En algèbre linéaire, on 
étudie les opérateurs linéaires dans les espaces vectoriels de dimen- 
sion finie. Par analogie avec la notation d’une fonction linéaire, 
nous omettrons partout les parenthèses et nous écrirons simplement 
y = Áx pour désigner un opérateur linéaire, auquel cas À intervient 
comme un coefficient opératoriel de x. 


Théorème. L'ensemble des valeurs de tout opérateur linéaire est 
une variété linéaire. 


Démonstration. Soient y,, y, deux éléments de R (A} 
et ài, À, deux scalaires. Cherchons dans D (A) l'image réciproque 
zı de y, et l’image réciproque x, de y, de sorte que Az; = y, et 
Az = Yə. Puisque À est linéaire (propriété 2° de la définition), on a 


Ayi T Aaya = MAT, + MAr, = À (Mti + Modo). 


Cela revient à dire que l'élément Azı + À,x, appartenant à D (4) 
en vertu de la propriété 1° de la définition est l’image réciproque 
de l'élément Ayı + Àoys, i.e. que ce dernier appartient à R (4). 
Le théorème est démontré. 

On distingue deux cas de définition d'opérateurs linéaires qui 
sont les plus importants pratiquement : 

a) D (A) = X, i.e. À est défini partout dans X. 

b) Soit À un espace normé, et soit D = X (la fermeture de 
l’ensemble D se confond avec X tout entier). On dit alors que l’en- 
semble de définition de À est dense dans X ou que À est défini dans 
une partie dense de X. 


1.6. Opérateur linéaire continu. Soient X, Y deux espaces nor- 
més et À un opérateur linéaire, À: X — Y, défini partout dans X 
(i.e. D (A) = X). 

On dit que l'opérateur À est continu en un point x € X si Az —> 
— Áz, quand z — z, On peut dire à priori si l'opérateur linéaire 
est continu ou non en un point quelconque x, € X: il suffit de voir 
s’il est continu ou non au point nul de l’espace X. 


Théorème. Soit À un opérateur linéaire défini partout dans un 
espace de Banach X, à valeurs dans un espace de Banach Y, continu au 
point O € X : alors À est continu en tout point x € X. 

Démonstration. Il suffit de considérer l'égalité Az — 
— Áz, = À (x — z). Si t— zo, On a Z = z — za — 0. Par con- 
tinuité en 0 on a Az — 0; on a alors aussi Ax — Az, — 0, ce qu'il 
fallait démontrer. 
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Définition. Un opérateur linéaire À est dit continu s’il est con- 
tinu en x = Q. 


1.7. Opérateur linéaire borné. Si Ax = 0 pour tout x € X, l’opé- 
rateur À est dit nul et noté Q. 

Supposons que À soit défini partout dans un espace de Banach 
et que ses valeurs soient dans un autre espace de Banach Y. Si A 0, 
son ensemble des valeurs R (4) est non borné. (Démontrer!) Pour 
cette raison l'opérateur linéaire non nul n’est pas borné sur X tout 
entier. Conformément à la définition 3 du n° 1.4, on devrait dire 
que l’opérateur linéaire À est borné s’il faisait passer des ensembles 
bornés en des ensembles bornés. La définition suivante traduit cette 
propriété. 

Soit S, (0) la boule fermée || x [| 1 dans un espace de Banach X. 


Définition. Soit À un opérateur linéaire tel que D (4) = X et 
R (4) X. On dit que À est borné s’il est borné sur la boule unité 


S, (0), i.e. si l’ensemble 
{Az |, Izis 1} 


est borné. 


Conformément à cette définition, si À est borné, il existe une 
constante c © 0 telle que pour tout x tel que || x ||< í on a l’iné- 
galité 


I Ax I< c. (1) 
Théorème 1. A est borné si et seulement si 
Az |< ellz |l (2) 


pour tout x € X, où c est la constante tirée de (1). 


Démonstration. Pourxz—0 l'inégalité (2) est évidente. 


Soit x 0. Posons x’ = On a ||z'||=1; il ressort donc de 


Z 

IEAS 
| 

(1) que || Az” ||c, i.e. que la (Z Tzi IEG Puisque A est linéai- 


re, on à À (a) = — Az, et puisque la norme est homogène, on 
4 ll Az ous ses Az] Lo à 
a | ES Az| = d’où l'inégalité TET <c équivalente à (2). 


Réciproquement, si (2) a lieu, on a || Az [| c dans S, (0), i.e. 
A est borné. Le théorème est démontré. 


Théorème 2. Soit M un ensemble borné, M = X ; alors l’ensemble 
{Il Ax |l, x € M} est borné. 
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Démonstration. Par définition, pour M borné il existe 
une boule Sr (0) = M. En vertu de (2), pour x € Sr (0) on a 


Il Ax HKCIx II LCR, i.e. À est borné sur Sp (0) et à fortiori 
sur sa partie M. 


Corollaire. Tout opérateur linéaire borné À est borné sur toute 
boule Sn (£o) pour tout x E€ X et tout R >Q. 


1.8. Les notions d’opérateur linéaire continu et d’opérateur li- 
néaire borné sont équivalentes. 


Théorème. Soient un opérateur linéaire À et deux espaces de Banach 
X, Y tels que A: X — Y et D (A) = X. Pour que À soit continu, 
il faut et il suffit qu'il soit borné. 


Démonstration. La condition est nécessaire. Soit À con- 
tinu. Supposons cependant qu'il soit non borné. Alors l’ensemble 


A (S, (0)) est non borné. Il s'ensuit que pour tout n entier naturel 
il existe un x, € X avec || x, [| 1 tel que || Az, | > n. Prenons 
Th = Xn/n: 


I æ = -HL <Ż> 0 pour n —> œ. 


Puisque À est continu, on a Azp — 0 pour n — œ. D'autre part» 
| Az, || = Li Az, |= 1. La contradiction obtenue montre que 


l'opérateur À est borné. 
La condition est suffisante. Soit A borné. On a alors l'inégalité 
{2) du n° 1.7: 


| Ax |S cll z |l 


Si donc xz — 0, on a de même Az — Q, i.e. A est continu en Q: il 
en ressort, en vertu du n° 1.6, que À est continu. 


1.9. Quelques exemples d’opérateurs linéaires dans les espaces de 
dimension finie. Si R” est l’espace vectoriel des colonnes x = (£;)7, 


y = (n:i)*, . .. de dimension m, on définit dans R” un opérateur 
linéaire À en introduisant l'égalité 

y = Ar, (1) 
dans laquelle A = (a;;), i, j =1,..., m, est une matrice carrée 


d'ordre m, interprétée comme une égalité matricielle: la matrice 
colonne y est égale au produit de la matrice À par la matrice colon- 
ne x. 

Exercice 1. Montrer que À est un opérateur linéaire dans 
R”. 
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En termes de coordonnées l'égalité (1) s'écrit 


n= ` dijejs j=1,2,...,m. (2) 
j=1 
La même expression algébrique (1) ou (2) peut définir des opéra- 
teurs linéaires différents agissant d’un espace normé de dimension 
finie dans un autre, car R” peut être muni de deux normes: l’une 
sur l’ensemble de définition de l’opérateur et l’autre sur son ensem- 
ble des valeurs. 
Exemple 1. Considérons À comme un opérateur dans l'es- 
pace c”. Montrons que À est borné. On a la majoration 


m © 


mIs 2 la; IE < 2 lalsuplE1< Ym I| 2 Île, 
J= ps 
par conséquent 
ylle Ym il zle Où Ym= sup DE 
1Li<m j=1 


Alors || Az [e <Ym || z lle En vertu du théorème 1 du n° 1.7, l’opé- 
rateur À est borné 
Exemple 2. Supposons que À opère de W dans I , où 


p> ete +=. On a alors 


PEAR (m= À |È a < 


i=1 —= 1 


Ye m , m q 
<5 Y ap (Y LE) P= È Janplein 
i=1 j=1 j=1 i, j=1 P 


en vertu de l'inégalité de Minkowski. Par conséquent, 


m 
. R \1 
| Az [cm Pm lE ll ny ù Pme 2 Dal. 
la lp i, j=1 
Il en découle que À est borné, donc continu. 
Exemple 3. Supposons que À opère dans (w, p > 1. On a la 
majoration 


, m m / 
láz In = À PETER) (5 Last) Ie eme 
pP p 


5=1 i—1 j3—=1 


Il vient donc || A my En lE Iom où 
p p 


Ñ “Š g\?/4 1/D 
S (CS las) D. 
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Exercice 2. Montrer que À se laisse interpréter comme un 
opérateur linéaire borné dans /("). 


1.10. Quelques exemples d'opérateurs bornés dans les espaces de 
suites. L'expression algébrique formelle y = Ax, qui s'écrit sous 


O0 


forme développée n; — Ùt; i = 1, 2, ..., où x et y sont des 
=1 


matrices colonnes d’ ordre infini, peut définir, pour certaines restric- 
tions imposées à la matrice laii), des opérateurs linéaires dans les 
espaces normés de suites. 

Exemple 1. Si 


y=sup d la | <+ 00, 
t J= 


A est un opérateur linéaire borné dans l’espace m des suites numé- 
riques bornées. Supposons en effet que x = (£;)*° €m et que x, 
admet comme n premières coordonnées &,, .. ., &,, les autres étant 
nulles. Conformément à l'exemple 1 du n° 1.9, 


D QE Ya ll En le LV EI: 


Donc, 


PETISIE 
£ 


d’où 
Az [re LV X llm 
Exemple 2. Si 


B—( D | ai; 19) 7 + 00, 


i, j=1 
A est un opérateur linéaire borné de lp dans l (p > 1, + r = 1). 
Exemple 3. Si 


a= | à ( D | ai; 9) + CO, 
i=1 j= 
A est un opérateur linéaire borné dans lp, p > 1. 
Exercice. Faire les majorations dans les exemples 2 et 
3 analogues à celle de l’ exemple 1. 
A la différence du n° 1.9, si l’on veut que À soit borné, il faut 
absolument que les séries œ, B et y soient convergentes. Nous ver- 
rons plus tard qu’en abandonnant ces conditions, on obtient des 


opérateurs linéaires mais non bornés. 
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1.11. Opérateurs intégraux dans les espaces de fonctions. L'’expres- 
sion intégrale v = Ku, qui s'écrit sous forme développée 
b 


v (1) = | K (æ, s) u (s) ds (1) 


n 


dans laquelle la fonction K (z, s) est supposée continue dans le 
carré [a, b] X [a, b], peut définir différents opérateurs intégraux. 
Considérant K comme un opérateur dans C [a, b], on obtient 
la majoration 
b 


Il v Ilea, o} S max | | K (x, s) | ds || u |leta, d1- 
xX 1 
a 


E[u, b] 


De même, si K opère de Lor [a, b] dans gla, b], on a pour p > 1, 
p™ + q7! = — 


b 


b 
etre su(s) ds} <(| TK œ s) ds) lle aar 


| 


b 
|v) I< | 1E (æ, 9) Fasluls 


a 


[a, b] 


I..tégrant, puis élevant à la puissance 1/q, on obtient 


b b 
> 1/q 
Lv | | |K (s, s) |ds)" Iuliz 


LE 
La b] ple b] 


Il en découle que si {un} est une suite de Cauchy dans Lo la, b], 
alors {Un}; où Vn = Kun, est une suite de Cauchy dans Z,la, b]. 
Par conséquent, on obtient en passant à la limite, 
b b 
` K ad 1/4 
I| Ku Ilg pta o1 < ( | | K (zx, s) | s) Il u Ile pia, b1- 
a a 
Il s'ensuit que K est borné aussi en tant qu'opérateur linéaire 


de Zp la, b] dans Z, la, bl. 
On définit par analogie les opérateurs intégraux qui correspon- 
dent à l'expression intégrale 


v (x) = | K (z, s) u ($) ds 
G 
dans laquelle G est un domaine borné cubable de £”. 
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1.12. Opérateurs différentiels. Considérons les opérateurs diffé- 
rentiels linéaires définis par l'expression différentielle 


Au= XY a, (x) Du, 


mms 


O<KIa<]1 


en supposant pour simplifier que les coefficients a, (x) soient con- 
tinus dans un domaine fermé borné G. On a la majoration 


I| Au lag max X |a, (2) | | Du |< 
G IS 


C(G) 


< max ||a, (x) || max X | Du |&kllu lot 
BISS G lxI<! 7, 


où k = max ||a, [lc Par conséquent, À est un opérateur linéaire 


all _ 
borné de C! (G) dans C (G). 
Exercice. Développer le même raisonnement pour le cas 
d'une variable unique (m = 1) sur [a, b]. 


$ 2. Espaces d'opérateurs linéaires 


2.1. Espace normé £ (X, Y). Norme d’un opérateur linéaire. 
Soient À, B, C, ... des opérateurs linéaires continus, définis par- 
tout dans un espace normé X, à valeurs dans un espace normé Y. 
Définissons, sur l’ensemble de tous les opérateurs de ce type, les 
opérations d'addition d'opérateurs et de multiplication d'un opé- 
rateur par un nombre. Soient par définition 


(A + B) x = Ax + Brz, 
QA) x = Ar. 


Exercice 1. Montrer que À + B et AA sont des opérateurs 
linéaires continus. 

Exercice 2. Montrer que tous les axiomes de l’espace vec- 
toriel ont lieu. 

On doit souligner que dans tous ces raisonnements les espaces X, 
Y sont ou bien tous deux réels, ou bien tous deux complexes (voir 
n° 1.5). Dans le premier cas, on prend des scalaires réels, et dans le 
second, des scalaires complexes dans l’espace vectoriel d'opérateurs. 

Dans l’espace vectoriel d'opérateurs ainsi obtenu, on peut intro- 
duire la norme de différentes façons. Il y a cependant un procédé 
canonique qui consiste à poser 

| A || = sup || Az ||. (1) 
Lx <1 

Démontrons l'existence d'un nombre fini || À || défini par (1) 

pour tout opérateur borné. En vertu de la formule (1) du n° 1.7, il 
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existe une constante c > 0 telle que l’ensemble 
W = {4x ||: x <1} 


soit majoré par c. En vertu du théorème de la borne supérieure il exis- 
te un sup WÀ = || À || et un seul. 

De la première propriété de sup ft (voir la définition dans [12]) 
il ressort que || Ax ||< || À || pour tout x € S, (0). On a donc, en 
vertu du théorème 2 du n° 1.7, l’inégalité 


[Az IA x (2) 


qui reste vraie pour toutz € X, y compris pour xz = 0. De cette façon, 
I| À || est la plus petite des constantes dans l'inégalité (2) du n° 1.7, 
ce qui revient à dire que (2) (n° 2.1) est la meilleure majoration. 
Etant donné || Az |< c |lx ||, on a || À [c. Nous avons donc 
établi dans les n°5 1.9 et 1.12 les majorations pour les normes de 
différents opérateurs linéaires. On montre qu’en fait toutes ces 
majorations sont strictes, i. e. que les constantes dégagées sont les 
normes des opérateurs linéaires correspondants. Un seul exemple 
suffira (voir l'exemple 1 du n° 1.9). 

Exem ple. Montrons que la norme de l'opérateur linéaire À 
défini par l’expression algébrique (2) du n° 1.9 et supposé opérer 

m 
dans c™ est égale à Ym = max D | ai; |. 
1<i<m j=1 

Il a été montré dans l'exemple du n° 1.9 que || A [<< Ym. Démon- 
trons l'inégalité inverse || À [> ým qui donnera lieu à la proposi- 
tion. Soit un à, tel que 


m 
D lani] = Ym 
j=1 
Prenons x, = (sign à;,;);=1. H est évident que || x, || = 1. Donc 
m m 
IAI I| Azo |= max| X az; sign a| > À | aii | = Ym 


Voyons si les conditions de la norme ont lieu: 
1° Il est évident que || À || =Æ 0, car || Az [| > 0 pour tout x. 


Soit || À || = 0; on a alors Az = 0 en vertu de l'inégalité (2), ce qui 
signifie que À est l'opérateur nul. 
2° || AA || = sup || àAz || = [AT] 4 Jl 


3° Soit |z] <1. Alors || Az + Bz ||< || Az || + I| Bz II < 


< || A || + I B]||. Par conséquent, pour tout x ES, (0) on a 
| (4 +B) x | < | A|| +B ||. Passant dans le premier membre 


à sup, on obtient l’inégallté triangulaire. 
Ixi s1 
Toutes les conditions de la norme ont donc lieu. Un espace normé 


s 
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d'opérateurs linéaires continus de X tout entier dans Y, obtenu de la 
façon décrite, se note £ (X, Y). 


2.2. Convergence uniforme d'opérateurs linéaires. Soit une 
suite d'opérateurs 


{An} c E (X, Y). 


On dit que A4, — A E€ L (X, Y) uniformément pour n — œ si 
| 4, — À || — 0 pour n — œ. | 

Ainsi donc, la convergence uniforme d’une suite d'opérateurs 
linéaires n’est autre que sa convergence au sens de la norme de 
£ (X, Y). Le qualificatif « uniforme » est ajouté pour les raisons 
suivantes. 


Théorème 1. Pour que A, — À uniformément pour n— œ 
(4,,A E€ £ (X, Y)), il faut et il suffit que A,x — Ax uniformément par 
rapport à x dans la boule || x [| 1 pour n — œ. 


Démonstration. La condition est nécessaire. On le voit 
aussitôt de l'inégalité 


| Anz — Az || = || (4n — 4) z [<S 14, — 4 [x KA — 4 |l 
qui vaut pour tout z tel que || x ||< 1. En effet, si || A, — À || — 0 
pour n — oo, il existe pour tout e >> 0 un N tel que pour tout n > N 
on a l'inégalité || A, — A | < e. On a alors || A,x — Az || < e 
pour tout n > N et tout x € Sı (0) = {x: || x [| 1}. Cela signifie 
précisément que {Anz} converge uniformément vers Áx dans S, (0). 

La condition est suffisante. Supposons que pour tout e >Q il 
existe un N tel que pour tout n => N on a aussitôt || Anz — Az || < 


< 2/2, quel que soit x € S, (0). D'où 
sup |f (4n — 4) z || S 


€ 
Heni 2 


< E. 


D’après la définition de la norme d’un opérateur linéaire, on a 
|| An — À ||  e pour tout n > N, ce qui signifie précisément que 
A, — À uniformément pour n — co. 


Corollaire. Supposons que A, — À uniformément pour n — œ, 
et soit M une partie bornée quelconque de X. Alors Anz — A< unifor- 
mément par rapport à x € M pour n — œ. 


Démonstration. Puisque M est un ensemble borné, il 
existe une boule SA (0) M. On a alors 


| Anz — Az ||< || 41 — A [x [< R I| An — A + 0. 
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Le corollaire est démontré (voir la démonstration de la condition 
nécessaire du théorème précédent). 
Avant de terminer ce n°, citons encore une proposition. 


Théorème 2. Si X est un espace normé et Y un espace de Banach, 
alors £ (X, Y) est un espace de Banach. 


Démonstration. Supposons que {AÀ,} soit une suite de 
Cauchy au sens de la norme de £ (X, Y), i. e. pour tout e >O 
il existe un À tel que pour tout n œN et tout p entier naturel on 
a l'inégalité || Ayip — An || < £. Soit x € X. Considérons la suite 
{Anz} C'est aussi une suite de Cauchy, ce qui ressort de l'inégalité 


| An+pt — Ana || = || (Ann — An) x |S Il Ant — Aa x Il 


Or, Y est complet, donc {A,x} converge. Posons y = lim Anz. 


n —> > 
Cette égalité fait correspondre à tout x € X un y €Y, i.e. définit 
un opérateur y = Áx. 
De la linéarité des opérateurs À, et de la propriété de la limite 
il ressort que À est un opérateur linéaire. (Démontrer!) Montrons 
qu'il est borné. Remarquons que {|| 4, ||} est, elle aussi, une suite 
de Cauchy, ce qui ressort de l'inégalité 


|I An+p Il — Il An || [S N'An+p — An ll- 
La suite {|| A, ||} est alors bornée, si bien qu’il existe une cons- 
tante c œQ telle que || À, |< c pour n = 1, 2, ... Par consé- 
quent, 


| Anr IIS c | æ Il 
Passant dans cette inégalité numérique à la limite pour n — oo, 
on obtient 

| Ax |S c || x |l. 


Ainsi donc, À est borné, si bien que A € Æ (X, Y). Le théorème 
est démontré. 


2.3. Les séries dans £ (X, Y). Espace £ (X). En vertu de la défi- 
nition générale d’une série convergente (voir n° 5.6 du chap. I), la 


OO 
série > Ap, AE E(X, Y), est uniformément convergente si la sui- 
k=i 


n 


te de ses sommes partielles S,— > Ap est uniformément conver- 
k=1 


gente. 
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OO 


r o \ . £ Z o 
La série >, Az est absolument convergente si la série numéri- 
k=1 


O0 
C) LA . . . . r LL ` 
que ` || 4, || est convergente. On définit sans difficulté les critères 


de convergence uniforme et absolue (Cauchy) d’une série dans 
£(X, Y) pour le cas où £ (X, Y) est un espace de Banach. 


O0 

Théorème. Soit £ (X, Y) un espace de Banach. Si la série >, Az 
k=1 

est absolument convergente, elle est aussi uniformément convergente. 


Démonstration. 
n+p n+p 
HS nep— Slt À Alls © All. 
R=1+1 k=n+1 
Il ne reste qu'à appliquer les critères de Cauchy : d’abord le critère 
de la convergence absolue, ensuite celui de la convergence uniforme. 
L'espace £ (X, X) = Æ (X) est très fréquemment rencontré 
dans les applications. Il peut être muni d’une opération supplémen- 
taire, à savoir de la multiplication de deux opérateurs. Soient 
AE L(X)jet BE L (X). Posons par définition (AB) (x) = À (Bx). 
Exercice 1. Montrer que AB € L (X). 
L'espace £ (X) admet aussi l’opération d’élévation d’un opéra- 
teur À à une puissance k (k entier naturel). Posons 


A? = AA, A’ = A’A, etc. 


Exercice 2. Montrer que 
(AB) C = A (BC), (A + B)C = AC + BC, 
C(A + B)= CA + CB, IA = AI — À 


pour tous A, B, C € £ (X). Ici Z est l'opérateur identique (opérateur 
unité) défini par l'égalité Ix = x pour tout z € X. 

Remarquons maintenant que la multiplication dans % (X) 
n’est pas commutative en général. L'égalité AB = BA n’a lieu 
que très rarement, même si l’espace X est de dimension finie (voir 
le problème 7 en fin du paragraphe). En algèbre, un ensemble d’élé- 
ments qui admet les opérations d’addition et de multiplication tel- 
les que nous venons de les définir pour £ (X), s'appelle anneau uni- 
taire non commutatif. 

Soient A, B € £ (X). On a alors les majorations 


IAS ISIA IIB BAISE HNA I (1) 


En effet, il ressort de la définition de la norme d’un opérateur 
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linéaire que 
| ABx || = 1 4 (Bz) (<S 1 A4 I| Bz |S A NIET zx I, 


doù | AB ||< || A || I| BI La seconde inégalité (1) se démontre 
par analogie. 
Démontrons maintenant la proposition suivante. 


Lemme. Soient {An} £ (X), {Ba} £ (X), A,B € £(X)- 
Si A, — A et B, — B pour n — œ, alors A „Bn —> . 


Démonstration. Elle découle des inégalités (1): 
< || A4, — À | I PB, I+ A I Br — B Ily 


ainsi que du fait que {|| Bn ||} est bornée. 


L'existence de la multiplication dans £ (X) permet d'introduire 
des fonctions d'opérateurs définies sur Z (X) à valeurs dans £ (X). 

Exercice 3. Définissons une fonction e4 d’opérateur À € 
€ £ (X) par la formule 


Montrer que e4 € £ (X) et que || e4 |< elAll. 


2.4. Convergence forte dans £ (X, Y). En plus de la convergence 
uniforme d'opérateurs linéaires bornés dans Z (X, Y), il existe un 
autre type de convergence qu’on rencontre tout aussi fréquemment 
dans les applications. 


Définition. Soit une suite {A4,}C Z (X, Y). On dit que cette 
suite converge fortement vers un opérateur A € Z (X, Y) si pour 
tout xz € X 


| Anz — Ax || —0, n >œ. (1) 


Remarquons que si pour n — œ la suite {4„} converge vers À 
uniformément, i.e. au sens de la norme de Z (X, Y), ona À, — À 
fortement pour n — œ. En effet, cela ressort immédiatement de la 
majoration 


|| A4,x — Ax || S Il án — À Illi x |l 


On peut se demander si, dans ces conditions, les deux types de la 
convergence dans £ (X, Y) ne sont pas équivalents. La réponse 
est négative: nous le montrerons sur un exemple. 


Exemple. Dans l’espace la des suites x = (£;);=: telles que 
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OO 
D | 6; P < œ, considérons un opérateur y = P,x, où y = m) 
1 


= 
se définit en disant que n; = &; pour i = 1, 2, ..., netquen; = 0 
pour i œn. Il vient 
NPrr—al= X IEP-+0, n—+00 
i=n+1 

(section finissante d’une série convergente). 

Il s'ensuit que P, — I fortement pour n — œo (I étant l'opéra- 
teur identique dans l»). 

Montrons qu'il est faux de dire que P, — I uniformément pour 
n — oœ. 

En effet, pour tout x € l, tel que || x || = 1 et que P,x= 0 on 
a || (Pa — J) z || = 1. Donc 

|| Pa — 1 Il = sup || (Pn — 1) 2 (> 1, 
xiI <1 

si bien que {P,} ne peut pas converger uniformément vers T. 

Exercice. Ecrire sous forme générale les éléments z € l 
pour lesquels P,x = Q. 

Remarque. Au lieu du terme « convergence forte», on 
emploie parfois le terme « convergence ponctuelle », car la valeur 
de À, converge ici en tout point x. 


2.5. Principe de la borne uniforme. Nous allons examiner quel- 
ques questions liées au principe de la borne uniforme et au théorème 
de Banach-Steinhaus. 


Lemme. Soit {A,}e £ (X, Y); supposons qu'il existe une cons- 
tante c >> 0 et une boule fermée S, (x) telles que || Anz || < c pour 
tout x E€ S, (£o) (i.e. que la suite {A, (x)} est uniformément bornée 
sur S, (x0)). Alors la suite {|| A, ||} est bornée. 


Démonstration. Prenons arbitrairement un «EX, 


x Æ 0; alors l'élément x, — TI r € S, (z). (Pourquoi?) Par 
conséquent, 

£r r r 
e> || 4a (Er +e) = | T Att Arso > gy larl e. 


D'où || Anz l< Ælæll et donc || An I| < 2c/r. Le lemme est 
démontré. 
Théorème 1 (principe de la borne uniforme). Soit X un espace 


de Banach. Si la suite {Anz} est bornée pour tout x donné, x € X, 
alors la suite {|| An ||} est bornée. 
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Démonstration. Supposons que le théorème soit faux. 
Alors la suite {|| A,x ||} n’est bornée dans aucune boule fermée, 
sans quoi la suite {|| A, ||} serait bornée en vertu du lemme précé- 
dent. Prenons une boule S. La suite {|| Anz ||} est non bornée dans 
cette boule. Il existe alors un point x, appartenant à Sp, i. e. à une 
boule ouverte (pourquoi ?), et un m tels que || 4,,x, [| > 1. En vertu 
de la continuité de À4,, il existe une boule Sı = S, (x) telle que 
I| Anz || > 1 dans S}. La suite {|| A,x ||} reste non bornée dans S, 
aussi, si bien qu'il existe x, € S, et n, > n, tels que || Anat || > 2, 
et ainsi de suite. Nous finissons par obtenir {xp} et {Sp} tels que 
Lr E Sh, que SDd SD... S >... et que || À, æ |> k sur 
S,. En vertu du théorème des boules emboîtées, elles admettent un 
point commun z€ Sp, k = 1,2,... Alors || A, „T l> k, 1.e. 
{Anz} est non bornée, ce qui est faux. Le théorème est démontré. 


Théorème 2 (Banach-Steinhaus). Soit {4,} € £ (X, Y), où X 
est un espace de Banach. Pour que A, — À € £ (X, Y) fortement 
pour n — œ, il faut et il suffit que 

1° {|| An ||} soit bornée; 

2° À, — À fortement pour n — œ sur une variété linéaire X’ 
dense dans X. 


Démonstration. La condition est nécessaire. De la condi- 
tion Á z — Ax pour n — œ, x € X, il ressort que || Anz || — || Az || 
pour n —> œœ, si bien que la suite {|| Anz I|} est bornée. En vertu du 
principe de la borne uniforme, la suite {|| À, ||} est bornée. Comme 
X’, on peut prendre X. La condition est bien nécessaire. 

La condition est suffisante. Soit x € X mais x & X’. Donnons- 
nous un € >> 0 et cherchons un x’ € X’ tel que || x — x° || < e (con- 


dition pour que X’ soit dense dans X). Soit ensuite c = sup A1 An Ils 
n=0, 1, 


où À, = À. Montrons que À, — À fortement pour n + oo: 
| Anz — Az || = || An (@ — x) + (dx — Az) + À (x — z) IS 

<|| An I| £ — z + Il Anz — 4x NT ITA |l | =al s 
< 2ce + || Anr — Ar . 


Utilisons le fait que {A,x' } converge vers Ax’. Cherchons un N 
tel que pour tout n >N ily ait || Anz — Az’ || < e. On a alors 
pour tout n > N 

| Anz — Ax || < (2c + 1) e. 


La condition est donc bien suffisante. 


2.6. Prolongement par continuité d’un opérateur linéaire. Soit À 
un opérateur linéaire défini sur un ensemble D (A) dense dans un 
espace normé X, à valeurs dans un espace normé Y. De tels opérateurs 
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admettent les notions de borne et de norme. On dit que À est borné 
sur D (4) si 
(4 I = sup ||Az || < +œ 


xE D(A), Ijxll<1 


(ici || À || est la norme de l'opérateur À). 
Exercice. Montrer que A est borné sur D (A) si et seule- 
ment s’il existe une constante M > 0 telle que pour tout x € D (4) 


| Ax |< M Ilzi. 
On a la proposition suivante : 


Théorème (prolongement par continuité d’un opérateur linéaire). 
Soient X un espace normé, Y un espace de Banach, A un opérateur 


linéaire, D(A) = X, R(A) = Y, de telle façon que D (A) = X et que 
A soit borné sur D(A). Il existe alors un opérateur linéaire borné À 
tel que 

19 Az = Ax pour tout x € D(A); 

2 HA = HA N 

Démonstration. Si x ED(A), posons Áx = Ax. Soit 


x € X mais z ¢ D(A). Puisque D(A) est dense dans X, il existe 
une suite {x,}€ D(A) convergeant vers x. Posons 


Âx = lim AT. 


n — 00 


Montrons que cette définition est valable: la limite indiquée 
existe et est indépendante du choix de la suite qui converge vers x. 
A cet effet, remarquons que || Az, — Azm I || À || I| 2n — £m Il, 
d’où il ressort que {Ax,} est une suite de Cauchy ; de plus elle est 
convergente, puisque Y est complet. 

Ainsi donc, lim Áz, existe. Supposons maintenant qu’en outre 


N — 00 


In >? pour n —> œ, où {zn} D (A). Posons 


a = lim Ax,, b = lim A+, ; 


noo n> 00 
alors 
la — b I< Ila — Azn || + [Aa — 4x4 | + Il Arn — b [+ 0, 
car 
| Azn — Azn IS IA [lan — zh I0 pour n— oœ. 
On a ensuite || Azn |< || À || I| zn ||, doù pour n —> œ on ob- 
tient || Âx |< || A Illz I, ie. | À I< IÂ Il. Or, 


I Â || = sup || Âr |> sup Az = |A |l 
ETES 1 > ED(A), lixl|<1 
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(sup n'étant susceptible que d'augmenter sur un ensemble plus vas- 
te). Ainsi donc, || A|| = || À Il. 
La linéarité de À découle de celle de À et de la propriété de 
linéarité de la limite. (Démontrer !) Le théorème est démontré. 
C'est le prolongement de À construit comme nous venons de le 
décrire qui s'appelle prolongement de À par continuité. On distingue 


un cas autrement compliqué où D (A) = X et À est non borné, 
Nous l’étudierons plus tard. 


2.7. Multiplication des éléments d’espaces normés. Nous avons 
montré dans le n° 2.3 que £ (X) admet l'opération de multiplica- 
tion des éléments. En outre, nous connaissons depuis longtemps le 
produit scalaire. Ces deux tvpes de multiplication des éléments, com- 
me bien d'autres d’ailleurs, admettent une définition commune. 


Définition. Soient trois espaces normés U, V, W (tous trois réels 
ou tous trois complexes). On dit que les éléments u € U admettent 
la multiplication à droite par les éléments v € V (ou que les éléments 
v € V admettent la multiplication à gauche par les éléments u € U) 
si à tout couple ordonné d'éléments (u, v) correspond un élément 
déterminé w € W, noté w = uv et appelé produit de u et v, et si les 


trois propriétés suivantes (appelées aussi axiomes) sont vérifiées : 
19 (aus + Aglo) V = Qy (uv) + Go (UaV) ; 


29 u (Bw + Par 2) = Pi (wv) + Ba (uva) ; o 
3° [uv llw <c jju lly llv lly, où c est une constante indépen- 
dante de u et de v (on pose parfois dans 3° c = 1). 


Cette définition revient à dire qu'il existe une fonction de deux 
variables w = Ọ (u, v), où u€ U, v€ V, w€ W, linéaire en u 
pour tout v donné, linéaire en v pour tout u donné et bornée au sens 
de l'inégalité 3°: 

D (u, v) Ice lju Il lv I. 


Une telle fonction (opérateur) ® s'appelle opérateur bilinéaire (voir 
aussi n° 1.3 du chap. VIII). 

Passons aux exemples. 

Exemple 1. V = U = H est un espace muni d’un produit 
scalaire ; W est la droite réelle ou le plan complexe, suivant que H 
est réel ou complexe. Ici (u, v) est le produit scalaire. 

Exemple 2. U= £L(X, Y) V=X, W=Y, où X,Y 
sont deux espaces normés ou de Banach. Ici la multiplication d'un 
élément À € £ (X, Y) par un élément x € X se réduit à l’action 
de l'opérateur linéaire À sur l'élément x qui a pour résultat un 
troisième élément y € Y, y = Áz. 

Dans le cas particulier où Y =X ona U =Æ (X) W =V =X. 

Exemple 3. U—=Z£(Y, 2J, V= £ (X, Y) W = 
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= Æ(X, Z), où X, Y, Z sont trois espaces normés. Ici la multiplica- 
tion d’un élément À € £ (Y, Z) par un élément BE £ (X, Y) 
a pour résultat un troisième élément C = AB €E Æ (X, Z) et est 
multiplication d'opérateurs linéaires bornés. Le cas particulier 
où U = V = W = £ (X) a été examiné en détail dans le n° 2.3. 


Problèmes récapitulatifs 


1. La définition d'une norme dans Z (X, Y) dépend évidemment des nor- 
mes dans X et dans Y. Montrer qu’en remplaçant les normes dans X et dans Y 
par des normes équivalentes, Z(X, Y) reçoit une nouvelle norme qui est équi- 
valente à l’ancienne. 

2. Démontrer le «principe de l'application ouverte» (Banach): si4 € 
EL (X, Y) et R (A) = Y, l’image de tout ensemble ouvert dans X est un 
ensemble ouvert dans Y. 

3. Soient B E€ £ (X, Y), A EF (Y, Z), où Y, Z sont deux espaces de 
Banach. On a alors | AB] <IA IIB ||. 

4. Soient {B} c £ (X, Y), BEL(X, Y), {A43 cL Y, Z), AE€ 
E€ L(Y, Z). Montrer que si pour n — œ on a À, — À et B, — B, on a aussi 
AnBn — AB. 

5. Montrer qu’on a dans Z(X) les fonctions d'opérateurs suivantes: 


> — 1)k A?2k+1 ~ — 1)k A?k 
sin A= Ÿ CDR ANRT cos A= >) (1r 47 
k=0 k=0 


GEEN PA? 
Di A2k+1 iii A?k 
sh 4 = Ÿ CELINI ’? ch 4= Ÿ TR ` 
kR=0 R=0 


Montrer que 
ef =shA+ch4, [IshA<sh|A, Ich A <ch]A l, 


Isin A || <shi Al, [cos A4] <ch]A 1. 


Si X est complexe, on a les formules d’Euler 


| | eiA ç-iA 
etA — cos A+ i sin À, cos 4 = TT R 
etA e-iA 
sin A= ———— ; sin ¿A= i sh 4, 
cos iA = ch A. 
6. Montrer que la formule 
b 


z (t) = l K (t, s) z (s) y (s) ds, 
a 
où K (t, s) est une fonction continue de ż, s dans le carré [a, b] X [a, b], définit 
la « multiplication » dans l’espace C [a, b]. 

7. Soient A, B € (X), où X est un espace de Banach de dimension finie. 
Supposons qu’il existe dans X, séparément pour À et pour B, des bases de vec- 
teurs propres. Montrer que À et B commutent si et seulement si chacun des vec- 
teurs propres de l’un quelconque de ces deux opérateurs est en même temps vec- 
teur propre de l’autre (voir aussi n° 1.1 du chap. VI). 
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$ 3. Opérateurs inverses 


Assez souvent, les systèmes d'équations algébriques linéaires, 
les équations intégrales, divers problèmes impliquant des équations 
différentielles ordinaires et des équations aux dérivées partielles, 
se laissent mettre sous la forme d’une équation linéaire Ax = y. 
Avec un tel mode d'écriture on fait abstraction des difficultés spé- 
cifiques particulières à tel problème concret, afin de diriger l’atten- 
tion sur les lois les plus typiques. S'il existe l'opérateur inverse 
A-t, la solution du problème se met sous forme explicite: x = Aty. 
Il est donc important de savoir dans quelles conditions l'opérateur 
inverse existe et possède telle ou telle propriété. Dans ce paragraphe, 
nous abordons toute une série de questions relatives à la résolubilité 
d'équations linéaires. 


3.1. Opérateurs inverses dans les espaces vectoriels et normés. En- 
semble des zéros N(A). Théorème de Banach. Soit un opérateur 
A: X — Y, défini sur D (4) & X, à valeurs dans R (A) & Y, où 
X, Y sont deux espaces vectoriels. Introduisons l’ensemble N (A) = 
= {x ED (A): Ax = 0} appelé ensemble des zéros de l'opérateur A. 
Remarquons que N (À) est non vide, car 0 € N (À). 

Exercice. Montrer que N (A) est une variété linéaire dans X. 

La question de savoir dans quelles conditions À établit une cor- 
respondance biunivoque entre D (À) et R (A)est résumée par le théo- 
rème suivant: 


Théorème 1. L'opérateur A met en bijection D (A) et R (A) si et 
seulement si N (A) = {0} (i. e. si l’ensemble des zéros de À se réduit 
à un élément unique 0). 


Démonstration. Soit N (4) = {0}. Supposons qu'il 
existe néanmoins un y € R (A) qui admet deux images réciproques 
Li, Lo ED (À), xı Æ £ə, mais Azı = y, Ax» = y. Retranchons la 
seconde égalité de la première. Il vient 


À (ti — Xe) = 0. 


Cela revient à dire que x, — z € N (A) = {0}, donc que x, = x. 
La contradiction obtenue prouve que À est bijectif. 

Supposons maintenant que À soit bijectif mais que néanmoins 
V (4) = {0}. Prenons un z € N (A), z= 0. Soit un y €R (À). 
L'équation Ax = y admet alors comme solution x* (voir la défi- 
nition de R (AÀ)). Considérons l'élément x* + z. Il est évident que 
A(x* +z)= y et x* + z xzx*. Chaque y € R (A) admet alors 
au moins deux images réciproques distinctes x* et x* + z, contrai- 
rement à l'hypothèse. La supposition N (4) {0} s’avérant fausse, 
le théorème est démontré. 

Supposons que l'opérateur linéaire À réalise une application 
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bijective de D(A) sur R(A). Il existe alors l'opérateur inverse À 71 
qui réalise une application bijective de R (4) sur D (A). Montrons 
que À "t'est, lui aussi, un opérateur linéaire. 

Rappelons tout d’abord que R (A) est une variété linéaire dans Y 
{voir le théorème du n° 1.5). Soient y,, Ya € R (A), et x, = Ay, 
Ze = Áy, leurs images réciproques. Etant donnés deux scalaires 
quelconques A, A, on a A (àz + £o) = Yi + AY, OÙ 
MATY, + Ayo = lits + Acto = AT (My + Ayo), ce qui prou- 
ve que A~* est linéaire. 

Soient X, Y deux espaces normés. Nous pouvons maintenant voir 
dans quelles conditions l’opérateur A~} est borné, étant donné bien 
sûr qu'il existe. 


Théorème 2. L'opérateur À" existe et en même temps est borné sur 

R (A) si et seulement si pour tout x € D (À) et une constante m > 0 
ona 

| Ax [> m | x |l. (1) 


Démonstration. La condition est nécessaire. Supposons 
que A~! existe et soit borné sur D (4-1) = R (A). Autrement dit, 
il existe unc > 0 tel que pour tout y € R (A)ona || Aty |< c || y ||. 
Posant y = Az, on retrouve (1). 

La condition est suffisante. Si l'égalité (1) est vérifiée, on a 
x = Q0 toutes les fois que Ax = 0, i.e. que x € N (A). On a donc 
N (A) = {0}. En vertu du théorème 1, il existe un opérateur A~? 
qui réalise une application bijective de R (A) sur D (4). Posant 
x = Aty dans (1), on obtient || À-ly |< m~ || y || pour tout y € 
E€ R (A), i.e. A t'est borné sur R (A). Le théorème est démontré. 

Introduisons une notion importante: 


Définition. On dit qu’un opérateur linéaire A: X — Y est 
continûment inversible si R (A) = Y, l'opérateur À est inversible et 
AE (Y, X) (i.e. est borné). 


Reprenons le théorème 2 et formulons une proposition: 


Théorème 3. L'opérateur A est continûment inversible si et seule- 
ment si R (A) = Y et l'inégalité (1) est vérifiée pour tout x € D (A) 
et une constante m >> 0. 

Si A € (X, Y) est un opérateur partout défini et borné, il 


vérifie le théorème de l'opérateur inverse de Banach. Nous nous 
bornerons ici à donner son énoncé (voir n° G.4). 


Théorème 4. Si A est un opérateur linéaire borné qui réalise une 
application bijective d'un espace de Banach X sur un autre espace de 
Banach Y, son inverse À” est borné. 


Autrement dit, À est continûment inversible toutes les fois que 
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A EL (X, Y) (où X, Y sont deux espaces de Banach), R (A) = Y 
et À est inversible. 


Voyons maintenant comment l’inversibilité continue de l’opé- 
rateur affecte la résolubilité de l’équation linéaire 


Az = y. (2) 

Si À est continüment inversible, (2) admet une solution unique 

x = Aty, quel que soit son second membre y. Si de plus z = A -\y 
(solution de la même équation avec le second membre y), on a 


x — x |< || 4 || ily — y ||. Autrement dit, une faible varia- 
tion du second membre y n’entraîne qu'une faible variation de la 
solution: on dit que le problème (2) est bien posé. 


3.2. Exemples d'opérateurs inverses. 

Exemple 1. Dans un espace vectoriel R™ de colonnes de 
dimension m (voir n° 1.9), considérons un opérateur linéaire y = Ax 
écrit sous forme matricielle (2) (n° 1.9). Soit det (a;;) == 0. Alors en 
vertu de la règle de Cramer (voir [34]). le système (2) admet une 
solution unique par rapport aux variables &,, ..., Em et il existe 
l'opérateur inverse x = A7ly, où À! est défini par la matrice 
inverse de (a;;). 

Exercice 1. Soit un opérateur linéaire À dans R?, défini 


par la matrice 
1 0 —1 
Pt) 
1 0 1 


On demande de savoir A ~+ et de majorer || À! || dans les espaces 


£ (c*) et £ (19) en termes de constantes y}, B; des exemples 1 et 2 
du n° 1.9. 


Exemple 2. Considérons dans un espace m de suites numé- 


riques bornées (voir n° 2.5 du chap. I), un opérateur linéaire A défini 
par une matrice trigonale infinie (a;;): 


ay O0 0 ... 0 
a> An 0 ... 0 


Ani Ano CRC Ann 0 e... / 


OO 


O0 O0 
Supposons que les séries ` laa |, > [ay bee. X lainh... 


1—= 1—= =n 
soient convergentes. Alors, conformément à l'exemple 1 du n° 1.10, 
l'opérateur À est borné. 
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. . 1 
Exercice 2. Soit akı = sprp El On demande de 


savoir A~} et de montrer que À est continûment inversible. 
Exemple 3. Considérons dans C [0, 1] l'équation intégrale 
élémentaire (y (t) € C [0, 11) 
1 
(Ax) (t) = x (t)— | tsx (s) ds = y (t). 
0 


1 
Remarquons que z (t) = y (t) + ct, où c = À sæ(s) ds. Intégrant 
0 
légalité tz (t) = ty (t) + ct? le long de [0, 1], on obtient c = 
1 
5 f6) ds. Donc, quel que soit le second membre y (t), la 


Ò 
solution de l'équation initiale se présente sous la forme 
3 1 
z (t)=y (t) +5 | sty (s) ds = (47y) (t). 
0 


Nous avons montré que À est continûment inversible (voir n° 1.11). 

Exemple 4 (problème de Cauchy pour une équation diffé- 
rentielle linéaire d'ordre n). Soient y (t), a; (t), i — 1,..., A, 
des fonctions continues sur [0, T]. Considérons l'équation diffé- 
rentielle 


Ax = r(t) + a (t) CDt) H... + anr O = yA. (1) 


Proposons-nous de résoudre le problème de Cauchy pour (41), i.e. 
cherchons la solution de (1) pour les conditions initiales 


x (0) = x" (0) =... = 4" (0) = 0. (2) 


Ecrivons le même problème en termes d'opérateurs. Supposons 
que l’ensemble de définition D(A) soit constitué de fonctions x (t) 
qui sont n fois continûment dérivables sur [0, T] et qui vérifient 
les conditions (2). 

Soit x, (t), ..., Zn (t) le système de n solutions linéairement 
indépendantes de l'équation homogène associée à (1), i.e. de (1) 
avec y (t) = 0. Ecrivons le wronskien : 


x, (t) ... Zn (t) 
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On sait (voir [231) que W (t) 0 sur [0, T]. Cherchons la solu- 
tion du problème (1)-(2) par la méthode de Lagrange (variation des 
constantes arbitraires) sous la forme 


x (t) =c (Hr t) +... + Cn (t) Zn (). 


Pour des fonctions inconnues quelconques c; (t) on a le système 
d'équations suivant : 


ci (t) xi (t) + ... + cn (t) Zn (t) =0 
ci (t) xi (t)+ ... +cn (t) zn (t) = 0 


. >% òè òo ò ò èe ò» ç > o è ò> òo â òọ ò ē ò â è è> èe òè ò ò o o 


ch (B E (A en (t) a (t) =y (t). 
Par la règle de Cramer on obtient la solution de ce système 


c} (t) = Fe Y, k=1, 2,..., n, 


où Wp (t) est le cofacteur du k-ième élément de la n-ième ligne du 
wronskien W (t). 
Compte tenu des conditions initiales (2), on écrit la solution de 
(1)-(2) sous forme explicite: 
n t 
z (t) = D) a(t) | FE y (8) ds. (3) 
k=1 0 


Cette solution est unique, ce qui découle du théorème général de 
l'existence et de l'unicité de la solution du problème de Cauchy 
(voir [23]). 

De la formule (3) il ressort que l'opérateur À est continäment 
inversible. En effet (voir (1)), on a 


Il x Ileto, TI] C Il y Ileto, T]? 


où 


c= max 2 | £p ( oi Fe ds. 


[0, T 


Exemple 5. Proposons-nous de résoudre un problème de 
Cauchy plus général pour l'équation différentielle (1), qui consiste 
à chercher une solution de (1) vérifiant les conditions initiales 


x (0) = zo, 2° (0) = zi, ..., ZOD (0) = ans (&) 


(les £o, Zi, . . ., Zn- étant connus). 
La solution du problème (1), (4) se laisse mettre comme précé- 
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demment sous forme explicite : 


n t n 
z(=) e(t) | ZHR y (s) dst D ma, 6) 
k=1 0 


R=1 


où les constantes à, se déduisent du système d'équations 
n 
z 
D atk? (=z 1=0, 1, ..., n—1, 


de déterminant W (0) = 0. 

En termes d'opérateurs, ce résultat se laisse interpréter comme 
suit. On a un opérateur B défini sur l’ensemble D(B) formé de fonc- 
tions n fois continûment dérivables sur [0, T], D (B)c C [0, TI, 
et opérant dans un espace Y dont chaque élément est un couple com- 
posé d'une fonction y (t) € C [0, T] et d’un vecteur (x® (0)}Z € 
€ E”. Bref, B a pour expression (voir (1)) 


Bx = {Azx; x (0), ..., £®Ð(0)}. 


De même que dans l'exemple 4, la formule (5) prouve que l’opé- 
rateur B est continûment inversible. 


3.3. Opérateurs inverses à gauche et à droite. 
Définition 1. Soit A € £ (X, Y). On dit que UE £ (Y, X) 
est l'opérateur inverse à droite de A si AU = Íy. 


Définition 2. Soit A € £ (X, Y). On dit que V € £ (Y, X) est 
l'opérateur inverse à gauche de A si VA = Iy. 
Dans ces définitions, Zy est l’opérateur identique dans l’espace Y 


et Jẹ l'opérateur identique dans l’espace X. Dans le texte qui suit, 
l'opérateur inverse à droite de À sera noté Aņq' et l'opérateur inverse 
à gauche de A, A3. 

Il serait intéressant de considérer ces définitions au point de 
vue de l'existence et de l'unicité de la solution de l'équation 


AT = y. (1) 


Lemme 1. Si À admet son inverse à droite Agt, l'équation (1) a 

comme solution 
x == Aj'y. 

Si À admet son inverse à gauche A*t, l équation (1) a une solution tout 
au plus. 

Remarque 1. Dans le premier cas on dit que l'équation (1) 
vérifie le théorème d'existence, et dans le second, qu’elle vérifie le 
théorème d'unicité. 
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Démonstration du lemme. 
À (Aa y) = (AAï)y = y, 


i.e. x = Aj'y rend (1) identique et constitue donc une solution. 
Supposons ensuite que Az! existe. Considérons N(A). Soit x € N (4); 
on a alors Ax = 0. Appliquons à cette égalité l’opérateur A3": il 
vient Az'Ax = 0, d'où x = 0. Tout x € N (A) s'avère donc égal à 0. 
On a donc N (A) = {0} et, en vertu du théorème 1 du n° 3,1, l'opé- 
rateur À est bijectif, ce qui revient à dire que l’équation (1) vérifie le 
théorème d’unicité. 

Remarque 2. Si Ağ existe, on a R (A) = Y. Si À; existe, 
ona N(A) = {0}. Cette remarque constitue un énoncé équivalent du 
lemme. 

Citons quelques exemples afin d'illustrer les notions d’opérateur 
inverse à droite et à gauche. Soit H un espace de Hilbert muni d'une 
base orthonormée {e,}f: 

Exemple 1. Définissons dans À un opérateur linéaire À en 
disant que 


Ae = 0, Ae = emp l—=2, 3, ... 


Un élément x — ` Enep appartient à H si et seulement si || x ||? = 
k=1 
= Ş | Ep P < +o (voir n° 6.5, chap. I). 


k=1 
Exercice 1. Montrer que À (A) = H et que N (A) est un es- 
pace de dimension 1 engendré par le vecteur e, (voir n° 3.1). 


Définissons l'opérateur linéaire A5! en disant que 
d 


Aa ep = Ep+1 + Vrer k = 1, 2, e... 


OO 
OÙ Yis Ye, ... sont des constantes telles que la série > Iya]? con- 
k=l 


OO O0 


verge. Si y — 2 Mer (> IN| < œ), on a 


O0 90 


Ag'y = à NkeR+1 F a à Var 


(en vertu de l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski la série DAT con- 
i=1 
verge). 
Exercice 2. Montrer que AFA = I. 
Ainsi donc, l’opérateur À admet une famille d'opérateurs inverses 
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à droite qui dépend d'un vecteur arbitraire 
C = à Yrer € H 


Exemple 2. Dans le même espace de Hilbert H, considérons 
un opérateur linéaire B tel que 


Ber = Ck +1 k = D 2, -> 


Exercice 3. Montrer que N (B _ 40) et que À (A) se com- 
pose de vecteurs orthogonaux à e.. 
Définissons dans H un opérateur linéaire B3? tel que 


~] —. a pra — 
Brent = en, k=1, 2,..., Bg'e, =z, 


où z est un vecteur quelconque dans H. 
Exercice 4. Montrer que BB = I, 


Ainsi donc, l'opérateur B admet une famille d'opérateurs inver- 
ses à gauche qui dépend d’un élément arbitraire z € H. 

Les exemples précédents montrent que dans le cas général les 
opérateurs inverses à droite et à gauche ne sont pas uniques. 

On a néanmoins un 


Lemme 2. Supposons que l'opérateur A € £ (X, Y) admet ses 
inverses Aq' et Az'. Il existe alors l'inverse A~! de À tel que 

19 A™ = A7 = À;'; 

29 D (A1) = Y, R (AT) =X; 


3° l'inverse à droite de À et l'inverse à gauche de À sont uniques, 


Démonstration. Conformément au théorème de Banach 
et à la remarque 1, l’existence de A3! et de A;! implique que À réa- 
lise une application bijective de X sur Y, i.e. que À est inversible 
partout. Soit A~! l'inverse de A. La proposition 2° du lemme est évi- 
dente. Montrons que les inverses à droite et à gauche de À sont uni- 
ques. Supposons qu'il existe encore un inverse à gauche U de À et 
encore un inverse à droite V de A. On a 


VA = x, AA = Íx, 
d'où (V — A5!) A = 0. Appliquons à droite l'opérateur A~: il 
vient V = 451. On montre par analogie que U = A35!. Puisque V 
et U peuvent être remplacés par A~}, on obtient la première proposi- 
tion du lemme. Le lemme est démontré. 


Lemme 3. Soit A € L (X, Y). Supposons qu'il existe un opérateur 
U € L(Y, X) tel que 


UA = Íx, AU = Íy. 


Alors A est continûment inversible et Al = U. 
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Démonstration. Puisque U est l'inverse de À à gauche 
et à droite en même temps, on a en vertu du lemme 2 


A= UEg (Y, X). 


3.4. Existence de (Z — C)7"!. Dans ce n° et dans le n° suivant 
nous démontrerons deux théorèmes sur les opérateurs inverses, qui 
seront souvent employés plus tard. Les majorations qu’on déduira en 
passant pour les opérateurs inverses seront également d’une grande 
importance. Parmi les applications possibles, citons la méthode du 
petit paramètre (voir n° 4.5 à 4.7), la méthode du prolongement par 
rapport au paramètre (voir $ 5), ainsi que les majorations des erreurs 
des solutions approchées d’équations linéaires (voir $ 4, chap. V). 

Soit À un espace de Banach. Considérons l’espace de Banach 
£ (X) d'opérateurs linéaires, bornés, partout définis. Soit Z l’opé- 
rateur identique de £ (X). Il est évident que Z est continûment inver- 
sible. On montre dans ce n° que l’inversibilité continue de Z entraîne 
celle de tous les opérateurs À € S, (7), où S, (I) est la boule unité 
dans £ (X), i.e. de tous les opérateurs À qui vérifient l'inégalité 
| À — I || < 1. Posons pour abréger C = I — A. 


Théorème. Soit C E€ L (X) tel que ||C |< 1. Alors l'opérateur 
[I — C est continûment inversible et 


1 


I E — O SITET : (1) 
_ C 
(IR. (2) 
Démonstration. Considérons dans £ (X) la série 
T+C+C+C +... (3) 


Puisque || C* || < || C IF, la série (3) est majorée par une série 
numérique, à savoir par la progression géométrique 


LHNCI+NCIE + ICI +... 
D'après le critère de Weierstrass (voir le théorème 2 du n° 5.6, 
chap. I) la série (3) converge uniformément, i.e. 
Sa = IHC... 4- CS, n — O0, 


où S est la somme de la série (3). Une simple vérification suffit pour 
s'assurer que 


(I — C) Sn = Î — CT, 
Sn (I — C) — I — Cr, 


Or, pour n — œ on aC% — 0 (car || C! || < | c [Het IC | < 
< 1) et Sn —— S. On a donc à la limite les égalités (Z — C) S = I 
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et S (I — C) = I. En vertu du lemme 1 du n° 3.3, il s'ensuit que 
I — C est continûment inversible et S = (I — C). Ensuite 


S <i C Ci — 1—| c r+ 
MS SA+ ICI HI =, 


n C Sa C n+l 
HIS, SIC I+...+HCI = 


Passant dans ces inégalités à la limite pour n — œ, on retrouve les 
majorations (1) et (2). 


3.9. Existence de (A — C)-'. Appliquons le raisonnement pré- 
cédent à un cas plus général. Soit À € £ (X, Y) un opérateur continüû- 
ment inversible. Nous montrerons qu'il existe une boule S, (4)= 
c L (X, Y) dans laquelle tous les opérateurs sont continûment in- 
versibles. Tout d’abord, démontrons un 


Lemme. Soient A, € £ (X, Y) et A, € L (Y, Z) deux opérateurs 
continûment inversibles. Alors lopéraleur A,A, € £ (X, Z) est conti- 
nûment inversible et (A,A,) 1 = ATAZ! E L (Z, X). 


Démonstration. Il suffit de remarquer que l'opérateur 
U = ATA! € L (Z, X) est l'inverse de A,4,, après quoi on peut 
appliquer le lemme 3 du n° 3.3. 

Théorème. Soient A,B € £ (X, Y). Supposons que A soit conti- 
nüment inversible et qu'il y ait 


| (B —A)ATI<1. (1) 


Alors B est continûment inversible et l’on a 


- [14-1] 
Era (2) 
- _ A-1 B— A) 47! 
| B- — A~ jx EB A) aA (3) 


1= || (B — À) 47 | 


Démonstration. Mettons l opérateur B sous la forme B = 
= À — (A — B) = [Z — (A — B) A-!] A. Appliquons le lemme ci- 
dessus pour À, = À, A, = T — (A — B) A1, L'opérateur À, est 
continûment inversible par définition, et 47! = A”. 

Ensuite, étant donné que || (4 — B) A“ || < 1, l'opérateur À, 
est, lui aussi, continûment inversible en vertu du théorème du n° 
précédent, si bien que 


B- = A^ [I — (A — B) A-Y ~, 


Les majorations (2), (3) découlent maintenant de façon évidente 
des majorations (1), (2) du n° 3.4. 
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Corollaire. Soit A continûment inversible, et soit 
[B — A || < TI AT |7. (4) 


Alors B est continüiment inversible et 


I B= <H (5) 
TB A AT : 
1 4-1 <- MIS AI 
BATEAU Fr (6} 


Démonstration. Remarquons que || (B—A)AT|I< 
< || B — À || || 47 || et que si l’on a (4), on a à fortiori (1). Les majo- 
rations (5), (6) découlent de (2), (3), car une fraction ne peut que de- 
venir plus grande si l’on augmente son numérateur tout en diminuant 
son dénominateur. 


S 4. Fonctions vectorielles. Séries entières. 
Méthode du petit paramètre 


4.1. Limite et continuité. Soient À un ensemble sur la droite 
numérique ou dans le plan complexe, et X un espace normé. 

Considérons une fonction z(à) définie sur À et ayant ses valeurs 
dans X. Les fonctions de ce type sont appelées fonctions abstraites 
d'une variable numérique, ou fonctions vectorielles, car les éléments 
d'un espace vectoriel sont aussi appelés vecteurs. 

Beaucoup de notions et de résultats d'analyse s'appliquent faci- 
lement aux fonctions vectorielles. Nous nous bornerons cependant à 
étudier ici les notions de limite, de continuité, de développement en 
série entière et d’analyticité d’une fonction vectorielle, notions dont 
nous aurons besoin dans les applications des théorèmes sur les opé- 
rateurs inverses que nous envisagerons dans ce paragraphe. 

Supposons que la fonction x(À) soit définie dans un voisinage d’un 
point À,, sauf peut-être au point À, lui-même. On dit que l'élément 
a € X est la limite de la fonction x (À) pour À —> Àp, 

a = lim x (à) ou z(àÀ)—>a pour À — À, 
+ho 

[x (À) — a || — 0 pour À — ào- 

Exercice 1. Soient x (À) — a et @(À) — &« pour À— ào 
(ọ (À) est une fonction scalaire); on a alors ọ (À) x (À) — aa pour 
A> ta; Si pour À —> À, on a z (À) — a et y (À) —> b, alors x (à) + 

y (À) a + b pour À — Lo. 

E xercice 9, Six (A) —+ a pour À —> À, ona || z A)| — Ila || 
pour À —> àp. Ilen ressort que la fonction x (À) est bornée dans un voi- 
sinage pointé de Ào- 

Remarque. Si À est une variable réelle, on définit par ana- 
logie les limites à gauche et à droite de la fonction vectorielle. 
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Supposons que la fonction x (à) soit définie dans un voisinage d’un 
point À,. On dit que x (À) est continue en À, si x (À) —> x (À) pour 
À — Lo. 

Exercice 3. Soient deux fonctions vectorielles x (À), y (à) et 
une fonction scalaire @ (À) continues en À, ; alors ọ (À) x (A)etx (À) + 
+ y (À) sont continues en À, (utiliser le résultat de l'exercice 1). 

Exercice 4. Soit x (À) continue en À,, alors || x (À) || est 
continue en àp. Il existe un voisinage du point À, dans lequel la fonc- 
tion x (À) est bornée. 

Un cas particulier de fonction vectorielle est représenté par la 
fonction opératorielle. Soient X, Y deux espaces de Banach. Consi- 
dérons dans l’espace £ (X, Y) les fonctions opératorielles À (À) 
d’une variable numérique À (pour tout àA E€ AonaA (dE £ (X, Ÿ)). 
Tous les résultats précédents restent certainement vrais pour les 
fonctions opératorielles. 

Exercice 5. Donner la définition de la limite et de la con- 
tinuité d’une fonction opératorielle À (À) en un point À. 

Exercice 6. Soient une fonction vectorielle x (À) à valeurs 
dans un espace de Banach X et une fonction opératorielle À (À) à 
valeurs dans £ (X, Y), où Y est un espace de Banach. Si x (À) — a 
et À (À) + À pour À —> àp, on a À (À) x (À) — Aa pour À —> àp. Si 
x (À) et À (À) sont continues en À,, la fonction À (À) x (À) est conti- 
nue en ce point. 

Supposons maintenant que la fonction vectorielle x (À) soit dé- 
finie sur [æ, P]. On dit que x (À) est continue sur [ œ, BI si elle est 
continue en tout point de ] «, BI, continue à droite en & (i.e. x (À) — 
— x (œ) pour À —+ œ + 0) et continue à gauche en $B (i.e. x (À) — 
— x (B) pour À — B — 0). 

On a la proposition suivante: toute fonction x (À) continue sur 
la, B] est bornée sur [œ, B]. La démonstration se fait selon un schéma 
connu. 


4.2. Dérivation d’une fonction vectorielle. Soit x(À) une fonction 
d’une variable numérique À, à valeurs dans un espace de Banach X, 
définie dans un voisinage d'un point À. 

Par définition, la dérivée x’(As) de x(À) en À, est la limite 

, . À)— x (ho) 
z' (À) = lim 2 DEC) 
o) A—> Ao À — ào 
si elle existe (et est finie). Si x (À) admet une dérivée en À,, on dit 
qu'elle est dérivable au point À. 

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer les propriétés de la 
dérivée connues de l'analyse: 

Exercice 1. Toute fonction x(X) dérivable en À, est continue 
en Àp- 

Exercice 2. Si x (À) et y (à) sont dérivables au point À,, 
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la fonction x (À) + y (À) est dérivable au point À, et 
(£ + y) Ao) = & (Ao) + y' (Ao). 


Exercice 3. Si une fonction vectorielle x (À) et une fonction 
scalaire ọ (À) sont dérivables au point À,, la fonction œ (À) x (À) est 
aussi dérivable en À, et 


(pr) (Ao) = P Go) z (Ao) + P (Ao) z’ (o). 


Exercice 4. Si une fonction vectorielle x (À) € X et une 
fonction opératorielle À (À) € £ (X, Y) sont dérivables au point À,, 
la fonction À (À) x (À) est aussi dérivable en À, et 


(Ax) (Ao) = A" (ho) £ (Ao) + À (ho) £” (ào). 


Exercice 5. Soit À (À) une fonction opératorielle, dérivable 
au point À, et continüment inversible dans un voisinage de À,. Alors 
la fonction À - (à) est dérivable en À, et 


(A) (Ao) = —A 7 (ko) A” (ho) AT (ào). 


Les dérivées successives de x (À) se calculent de la façon suivante. 
Supposons que x'(À) soit définie aux points d’un ensemble ouvert W. 
Si cette fonction vectorielle est encore dérivable aux points de Jh, 
on pose x” (A) = [x'l’ (À). Par récurrence, si z*) (à) est déjà définie 
et dérivable, on pose xt%+D (à) = [x()]' (A). Utilisant pour la dé- 
rivée la notation d/d, on obtient x) (A) = d'x/diÀ. 

Si la fonction vectorielle x (À) admet en À, des dérivées de tous 
ordres, on dit que x (À) est indéfiniment dérivable au point À,. 


4.3. Séries entières. Considérons dans un espace normé X une 


série de la forme D zp (À — ño)”, où xx € X et À est une variable réelle 
k=0 


ou complexe. Etant donné qu'on peut introduire une nouvelle varia- 
ble à — À, = u, on pose dans la suite À, = 0 et l’on considère des 
séries entières de la forme 
D zh? (1) 
k=0 
Une série entière est un cas particulier de série dans un espace 
normé où les termes de la série dépendent d’un paramètre À. La som- 
me finie 
n 
Sn A) = È zA 
k=0 
s'appelle somme partielle de la série entière (1). 
Soit Q l’ensemble de tous les points À pour lesquels la série (1) 
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est convergente. On dit que Q est l’ensemble ou le domaine de conver- 
gence de la série (1). 

Si À € Q, la somme de la série (1) se note S (À): c’est une fonction 
vectorielle définie sur Q à valeurs dans X, 

pA Là =S (A) (AEQ). 

Autrement dit, quel que soit À € Q, on a Sa (À) — S (À) pour n — œ. 

Il est évident que le domaine de convergence de toute série entière 
de la forme (1) est un ensemble non vide, car 0 € Q. Comme pour les 
fonctions scalaires, on a un 


Théorème 1: (Abel). Soit, = Oet ào € Q ; alors le disque Sia, (0) 
est contenu dans Q. Dans tout disque S, (0), où r < | À, |, la série (1) 
est absolument et uniformément convergente suivant À. 


Démonstration. Puisque À, € Q, on a x,À5 — 0 pour 
n — oo (le terme général d'une suite convergente tend toujours vers 
zéro !). Par conséquent, la suite {x,À6} est bornée, i.e. il existe une 
constante M > 0 telle que || nàg I| < M pour n = 1, 2. ... Soit 
IA [< |l. On a 


À Jn À 
= ea <M | 


| £n =|| LÀ sr Tr 


Puisque | A/A, | <1 et que la série ` A/R, |” est convergente (c’est 
er) 


une progression géométrique), la série (1) est, elle aussi, convergente 
pour À donné. Ainsi donc, le disque | À | < ] À, | est contenu dans Q. 
Si de plus |A |< r< |à |, on a une majoration plus forte: 


USM (er) à 


d’après le critère de Weierstrass, la série converge absolument et 
uniformément suivant À. 


Introduisons à présent le rayon de convergence d’une série en- 
tière : 


R = sup |À]. 
AEQ 


De la définition de R et du théorème d'Abel, il ressort que 

1° si R = 0, on a Q = {0}, et la série converge en un point uni- 
que À = 0; 

29 si 0< R < +o, le disque se réduit dans le cas réel à l'inter- 
valle Sp (0)Z Q. La frontière de Sp (0) peut contenir des points de Q 
ou n’en contenir aucun ; 
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99 si R = +oo, la série converge pour toute valeur de À (Q est le 
plan complexe tout entier ou la droite réelle tout entière). 

Spr (0) s'appelle disque (resp. intervalle) de convergence de la sé- 
rie (1). 

Citons sans démonstration la formule de Cauchy-Hadamard qui 
resle vraie dans le cas considéré : 


1 
R = —. 
. n = 
lim. sup y || £n |l 
N —> 00 
. . . . . à . . o e na 
S'il existe une limite (finie ou infinie lim. sup y || z, || = L, alors 


n — 00 


R = 1l. 
Il y a parfois intérêt à minorer R. La minoration est fournie par le 
lemme élémentaire suivant: 


Lemme. Soient deux constantes M => 0, k > 0 telles que || x, | < 
< Mk” à partir d'un certain %» ; alors le rayon de convergence de la sé- 
rie (1) vérifie l'inégalité R > 1/k. 


Démonstration. Il suffit de montrer que la série (1) con- 
verge dans le disque | À | < k~t. Soit | À |k — qg < 1. On a alors à 
partir d’un certain n 


| EnA” = Ian ITA TOM (1A |k) = Mar. 


La série (1) est majorée par une série convergente, ce qui signifie 
qu'elle converge elle aussi. Le lemme est démontré. 

Dans les applications des séries entières, un rôle important est 
joué par le théorème d’unicité suivant : 


Théorème 2. Supposons que deux séries entières suivantes soient éga- 
les dans un disque Spr (0), R >Q: 


DEEE NE (2) 


k=0 R=0 
leurs coefficients sont alors tous égaux, xx = £p, k = 0, 1, 2, ... 


Démonstration. Puisque = 0 € Spr (0), on obtient zo = 
= +, en posant dans (2) À = 0. Donc 


O0 D 
Dani D mnt, 


P 


1 RkR=1 


a" 


Pa 
d'où x, = x,. Par récurrence on établit l'égalité de tous les coeffi- 
cients. 
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4.4. Fonctions vectorielles analytiques et séries de Taylor. 


Définition 1. On dit qu’une fonction vectorielle x (À) est analy- 
tique pour À = Q si elle se laisse représenter dans un voisinage du 
point À = Q0 par une série entière convergente 


O0 


r(A) = À zh (1) 


k=0 
dont le rayon de convergence est non nul. 
Théorème 1. Toute fonction vectorielle x (à) analytique pour À = Q 


est continue dans le disque SA (0), où R est le rayon de convergence de 
la série entière (1). 


Démonstration. Remarquons d’abord que pour o€ 


O0 


10, RI la série numérique D k I| z} || o0} est convergente. En effet, 


~ k=l À 
soit o Elo, RI. Alors || z} || o< M, k = 1,2, ... (voir la démons- 
tration du théorème d'Abel). Ensuite 


~ k—1 
klær -i= a (LE) << kg, 
p p p 


00 


où q = o/o < 1. Il ne reste qu’à remarquer que la série D kg* 1 est 
k=l 
convergente. (Pourquoi?) Posons 


ci (P) = È k || æ, I| p*=t. 
Soient maintenant À, À, € Sp (0). Alors 
z (A) — a (M) = D £p (AH ARR +... HADT) (A — Ao), 
k=1 


d’où |[æx (À) — x (àp | < cı (0) | À — ào |, et la continuité de x (À) 
en tout point À, E€ Sr (0) est démontrée. 


Corollaire 1. La série D xl! -1 est convergente dans SR (0). 
k=1 
Pour le démontrer, il suffit de prendre p € ] |à |, R [ et de faire 


OO 


intervenir la convergence de la série majorante Dr I| £z} [| 0-1 établie 
k=1 
pendant la démonstration du théorème 1. 


§ 4] FONCTIONS VECTORIELLES. SÉRIES ENTIÈRES 159 


Théorème 2. Toute fonction vectorielle x (À) analytique pour À = O 
est dérivable dans le disque de convergence Sp (0) de sa série entière. 


Démonstration. Remarquons d’abord que pour p € 10, RI 


[e e) 


la série numérique Xk (k — 1) || z} || 07? est convergente (nous 


k=2 
laissons au lecteur le soin de démontrer cette convergence). Soit. 
Cə (0) la somme de cette série. Appliquons l'identité élémentaire 


(pour u = À) 
1 


MA —kit-1=k(k—1) | (1—0) [(1— 8) à + 0p]*-2 d0 (u—2} 
0 


qui, pour u, A €S, (0), nous donne 


uk — Àk 
| u—À 


— Hal E (k— 1) př-2 [u— Aj: 


Soit D kzpàk-1 — u (À) (corollaire 1). On obtient la majoration sui- 


fo. 
vante: 
a a E aa E 


On voit donc que x (À) est dérivable dans Sp (0) et que x” (À) = 


= u (À). 
Corollaire 2. Toute fonction vectorielle analytique est indéfiniment 
dérivable dans le disque de convergence de sa série entière et 


+ 00 
LD (A) = D k(k—A1) ... (k—l4 1) a ML 
k=l 


La démonstration s'obtient par application successive du théo- 
rème 2. 


Définition 2. Soit x (À) une fonction indéfiniment dérivable en 0. 
La série de la forme 
OA 
s (O) aR 
D À 
k=0 


s'appelle série de Taylor de x (À). 
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Il ressort de ce qui précède que si x(À) est analytique pour À = 0, 
sa série de Taylor est son développement en série entière en vertu du 
théorème d’unicité du n° 4.3 et converge donc vers x(À) dans SA(0). 

Remarquons en conclusion que si une fonction vectorielle x (à) 
d’une variable complexe À à valeurs dans un espace de Banach com- 
plexe X est continüment dérivable, elle est analytique. Ce résultat 
est démontré en théorie des fonctions d’une variable complexe (voir 
{161) en utilisant la formule intégrale de Cauchy pour une fonction 
vectorielle (voir [4). 

La notion de fonction vectorielle analytique intervient dans la 
méthode très usitée du petit paramètre (voir n°5 4.5 à 4.7, ainsi que 
n° 1.5 du chap. IX). 


4.5. Méthode du petit paramètre dans un cas élémentaire. Con- 
sidérons d’abord l'équation 


Axr — ÀCX = y. (1) 


IciA,CE L (XX, Y) et y € YŸ sont donnés, À est un paramètre sca- 
laire | À | < 0, et l’inconnue x est cherchée dans X. Si || ACA |I <1, 
i.e. si 


[A [< I| CA = |7, (2) 


l'opérateur À — ÀC est continûment inversible en vertu du n° 3.5. 
L'’équation (1) admet donc une solution et une seule, définie par la 
formule explicite 


z (à) = (4 — AC) y. (3) 


On voit que dans le disque (2) la solution est une fonction analytique 
du paramètre À et se laisse donc chercher sous la forme 


r= > rh, (4) 
R=0 
C’est l’idée de la méthode du petit paramètre dans le cas de l'é- 
quation (1). Portons la série (4) dans (1) et, en vertu du théorème 
d'unicité du développement en série entière, identifions les coeffi- 
cients des mêmes puissances de À dans le premier et le second membre 
de l’identité obtenue: 


és 


X Amy X Caniti. 
k=0 kR=0 


On obtient ainsi un système d'équations récurrent pour 
Los Lin ee | 
Ato =Y, At = Cly e. At = Cry, - .. 


Puisque À est continüment inversible, on en déduit successive- 
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ment 


zo = Ay, am = A (CA)yYy,..., x = A (CAY y, ... 
Donc 


x (À) = 2 At (CAHP yht. (5) 


Le lecteur verra sans peine que c’est le développement en série 
entière de la solution (3). L’erreur que l’on commet en interrompant 
cette série et en adoptant une solution approchée 


Tn (A) = 2; A7 (CAI) yht (6) 


se laisse évaluer comme suit. Retranchons de la série (5) sa somme 
partielle (6) et majorons la norme de la différence obtenue. Il vient 


Le) =a W=] S aca je 
k=n+1 


O0 


< D A4 CA yl IA = 
k=n+1 


I A-H (I CAE I Ae 
raea o lY 


4.6. Méthode du petit paramètre dans le cas général. Les raison- 
nements développés dans le n° précédent sont utiles pour l'étude du 
cas général. Soit une équation 


A (à) x = y (À). (1) 


Ici A (à) € £ (X, Y) est donné pour tout À tel que [À |< p; on 
dit que À (À) est une fonction opératorielle. Supposons que A (À) 
soit analytique pour À = 0 et que l'opérateur À (0) soit continûment 
inversible. Soit y (À) une fonction connue de À, analytique pour À = 
= 0, à valeurs dans Y. L’inconnue x est cherchée dans X. 

Puisque À (À) et y (À) sont analytiques en 0, elles se laissent dé- 
velopper en séries entières suivantes à rayons de convergence non 
nuls. égaux à p’ et à pọ respectivement : 


A= È At, y= 2 vf. (2) 
Etant analytique, À (À) est continue pour À = 0. Il existe donc 
un r œQ tel que dans le disque [À | r 
I LA (à) — À (0) A= (0) I < 1. 


Il en découle que la fonction opératorielle À (À) est continûment in- 
versible dans le disque | À | < r (voir n° 3.1) et que par suite l’équa- 
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tion (1) admet une solution unique 
x (à) = AT (A) y (À); 


cette solution est analytique en À = 0 et le rayon de convergence de 
la série entière correspondante est égal à min (ọ, r). 
Pour construire réellement x (À), nous appliquerons la méthode 
du petit paramètre en cherchant x (À) sous la forme 
r(A) = 2 tu. (3) 
Portant (3) dans (1) et tenant compte de (2), on aboutit è à un sys- 
tème pour les coefficients indéterminés Zo, Z4, Za, ... : 


Aoo = Yo, 
Atı + Aito = Y1, 
Aot + Atı + Ato = Yo, (4) 


> À plnk = Ynys s. 


Ici À, = À (0) est continûment inversible. La résolution successive 
des équations précédentes nous donne 


£o = AG'Yo di = ATY — ATAA Yo +... (5) 


Les formules sont assez encombrantes mais permettent d'obtenir une 
solution approchée avec la précision voulue. 

Nous avons déjà noté que le rayon de convergence de la série 
obtenue par la méthode du petit paramètre est égal à R = min (ọ, r) 
et indépendant du rayon de convergence 0” de la série entière de l’opé- 
rateur À (À). Cela tient à ce que la méthode du petit paramètre reste 
applicable, comme nous allons le voir, quand À (À) est non borné. 

Pour minorer le rayon de convergence R de la série (3), on peut 
appliquer le lemme du n° 4.3. Soient établies les inégalités 


Il Yn I| S Mia”, And LMP (n 21) 


On a alors en vertu du lemme p > «”t, De plus 
I14 M —4 GO) 4 0 =|| Z Anaan] 
n=1 


<M D (I BP = EE <! 


n=i 


si [ÀA] < —— wT 
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On obtient la minoration de R: 
IR > min (œa, (M + BB)". (6) 
\E xercice. Montrer que pour A (À) = Ao + AA; et |l yn IIS 
< Ma”, || 4140 || < M, la minoration (6) se laisse préciser ainsi: 
R > min (&™, IM»). 
La méthode du petit paramètre s'avère particulièrement com - 


mode lorsque l'inversion de À (0) s'obtient plus simplement que 
celle de À (À). 


4.7. Exemple d’application de la méthode du petit paramètre. 
Considérons l'équation intégrale suivante avec un petit paramètre 
réel À: 

l N 
z (t) — -5 | cos (t — s + ts) x (s) ds = y (t). (1) 


-J 


Nous pouvons l’assimiler à une équation opératorielle linéaire dans 
C [—x, In] de la forme (1), n° 4.6. 


Remarquons d’abord que 


dk 
-zr COS (t— s+ ìts) = (ts)? cos (t—s+its+k 5). 


Par suite, 
+0 
cos (t—s + Àts) = >» (ts)? cos (t—s+ k5) A} 
k=0 


Ainsi donc, les coefficients opératoriels À, s’écrivent ici sous la 
forme 


IT 
At = z (t)— | cos (t — s) x (s) ds, 


n (2} 
1 
Art = — r | (ts)* cos (t—s+k -5 ) x (s) ds, k=1, 2, ... 


Commençons par l'équation Azo = y du système (4) du n° 4.6 
où nous avons maintenant yo = y, yp = 0, k > 1. C’est une équa- 
tion intégrale de Fredholm de 2° espèce à noyau dégénéré : 


zo (0 —— | cos (t — s) x, (s) ds = y (t). (3) 
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En effet, cos(t — s) = cos t cos s + sin t sin s, donc 
£o (t) = y (t) + A cos t+ B sin t, (4) 


leem a 


n 
A=) £o (s) cos s ds, == — | £ (s) Sin s ds. (5) 
-x 


Multipliant (4) par cos £ et intégrant par rapport à t entre —n et x, 
on obtient à l’aide de (5) 


I 
A=— | y (s) cos s ds. 


— IT 


De même, 
B= + | y(ssinsds. 
-7 
L'égalité (4) devient donc 
n 
1 
zo(t)=y (t) +> | cos (t—s) y (s) ds. (6) 
-71 


Les raisonnements développés montrent que l'équation A,xo = y 
admet dans C [—x, x] une solution et une seule, définie par (6). 
Il existe donc un opérateur Aŭ! défini partout sur C [—x, x]. En- 
suite, toutes les normes étant entendues dans C Î—x, x}, on obtient 


T 


- 1 
Il zo = IAY IISI y + Peji | [cos (t— s)| ds || y || <S 
— j , -n 


4 
<(1+—)tyl. 
Par conséquent, || At || < 1 + 4/n. 
La seconde équation du système |(4), n° 4.6, est de la forme 
Atı = —Aito 


ou sous forme développée 
T 1 FT 
xı (t) — — Je cos (t — s) x; (s) ds = =- À ts sin (t — s) x, (s) ds 
“y 7 


où zo (s) est déjà défini par (6). 
C'est aussi une équation de la forme (3); sa solution se laisse ex- 


$ 5] MÉTHODE DU PROLONGEMENT PAR RAPPORT AU PARAMÊTRE 165 


pliciter comme précédemment. On détermine ainsi, un à un, tous les 
coefficients de la série (3) du n° 4.6. 

Donnons une minoration approchée du rayon de convergence R 
de cette dernière série. On voit sans peine que 


AUS $ (P = 2x a 


et que donc 
| AAT I| S (2x + 8) (n?)*"1 


D’après la formule (6) du n° 4.6 


1 
R> 


n2+2r+8 ’ 


$ 5. Méthode du prolongement par rapport au paramètre 


5.1. Théorème fondamental. Soient A, B € £ (X,Y); supposons 
que À soit continûment inversible. Si || B — A | < || 4 |1, B 
est aussi continûment inversible en accord avec le théorème du n° 3.5. 
Il se trouve qu’on arrive à prouver, sous certaines conditions, que B 
est continûment inversible même s’il est nettement différent de À. 
En effet, soit A (À) une fonction opératorielle continue sur [0, 1] et 
telle que À (0) = A et À (1) = B. Autrement dit, on considère 
dans £ (X, Y) une courbe continue qui relie deux points À, B. 
Supposons que la fonction opératorielle À (À) vérifie la condition 
suivante : 

Il existe une constante y œ 0 telle que pour tout À € [0, 1] et tout 
x € X on a l'inégalité 


IA À) z I> xy Ilx Il (1) 


Nous nous proposons de démontrer le théorème fondamental sui- 
vant : 


Théorème. Soit A (À) une fonction opératorielle continue sur [0, 1} 
(pour tout À € [0, 1} ona A (à) €E £ (X, Y)), lopérateur A (0) étant 
continûment inversible. Si la condition (1) est vérifiée pour A (à), l’opé- 
rateur A(1) est continüment inversible et || A1 (1) || < y"* 


Ce théorème sera démontré dans les n°%isuivants d’abord pour 
un cas particulier élémentaire et ensuite pour le cas général. Nous 
citerons aussi quelques applications de cette méthode aux équations 
différentielles. 

Remarque. Si la condition (1) a lieu pour À = À, € [0, 1] 
et l'opérateur A (2o) est continûment inversible, on a 


I A= (Ao) I| S y~. (2) 
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En effet, soient x € X et y = À (à) z, i.e. x = A~! (ào) y. La 
condition (1) donne alors || y | > y || A? (à) y llou || 4! (ào) y || < 
< y! |l y ||, si bien que l’ inégalité (2) est vérifiée. 


9.2. Démonstration du théorème dans un cas particulier élé- 
mentaire. Soit A (à) = (1 — À) A + àB: dans ce cas A(À) est le seg- 
ment joignant À et B. Par définition, At € £ (Y, X). En vertu de 


la remarque ci-dessus, || 4-1 || < y” On obtient la majoration 
suivante: 
I TAG) — A(0)] 4-10) || = || à (B — A) A || < y> B — A || 


Soit À € [0, ôl, où ô = STE aT Sur [0, ôl on a I [A (à) — 


— A (0) A~ (0) || < 1/2, d’où il ressort que, conformément au 
théorème du n° 3.5, l'opérateur A (À) est continûment inversible 
pour tout À € [0, ô]. S'il se trouve que ô > 1, le théorème est dé- 
montré. 

Soit ô < 1. Considérons A(ô). D’après la remarque du n° 5.1 
on a || At (ô) || < y. Reprenons le raisonnement pour À > ô. Nous 
obtenons la majoration 


I [A (à) — A (8)l A~ (8) 1 < y™ 11 À (À) — À (6) || = 
=y3 0 — ôB —A LT 


pour À E [8, 268], d'où il ressort que À (À) est continûment inversible 
pour tout À € [ô, 26]. Si 26 > 1, le théorème est démontré. Posons 
28 < 1. Il vient || À -? (26) || < y7}, si bien que le raisonnement pré- 
cédent est valable. Au bout d’un nombre fini de pas on atteint le 
point À = 1, ce qui prouve que A(1) est continûment inversible. 


5.3. Démonstration du théorème dans le cas général. Le cas par- 
ticulier précédent où l’on considère un segment dans £ (X, Y) n’est 
pas toujours commode pour les applications. Le cas général est fondé 
sur la proposition élémentaire suivante: 


Lemme. Soit M un ensemble non vide, à la fois ouvert et fermé sur 
[0, 11. On a alors M = [0, 1]. 


Remarque 1. En disant que W est ouvert sur [0, 1}, on 
entend que pour tout z € W il existe un ô œ 0 tel que Ss(xo) N 
N (0, 11 M NIO, 11. 


Démonstration du lemme. Soit N = [0, 1IKXR 
(le complémentaire de Yt dans [0, 11). Il s’agit de montrer que X = 
= Ø. Supposons le contraire: N Æ Ø. Puisque W et est 
majoré, il existe un b = sup W et b EW, car Jẹ est fermé. Montrons 
que b = 1. Si b < 1, alors, M étant ouvert sur [0, 1], il existe un 
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zx > b, x€ M. Cela contredit la définition de sup W, si bien que 
b = 1. On a donc 1 € W. 

Considérons à présent l’ensemble %. Etant le complémentaire de 
W, cet ensemble est aussi ouvert et fermé sur [0, 1], ce qui fait qu’il 
peut être traité au moyen de sup. En répétant ce raisonnement, on 
obtient 4 EX, ce qui est impossible, car K est le complémentaire 
de M. La contradiction obtenue prouve que la supposition N = Ø 
est fausse. On a donc N = Ø, i.e. M = [0, 1]. Le lemme est dé- 
montré. 

Revenons à la démonstration du théorème. Soit Wt l’ensemble des 
points À € [0, 1] pour lesquels l'opérateur A (À) est continûment in- 
versible. En vertu de la remarque 1 on a || A~? (à) || < y! pour tout 
À € M. L'ensemble W est non vide, car 0 € W. 

Montrons que W est ouvert sur [0, 41]. Soit À, € W, alors pour 
tout À € [0, 1] on a 


I| LAA) — A (o)l AT (Ao) I S v> lA A) — À (ho) Il 


Rappelons que la fonction opératorielle A (à) est continue pour 
la norme de £ (X, Y): pour tout e > Q il existe un ô = ô (e) >0 
tel que pour tout À € [0, 1] tel que |å — àa | < ô on a l'inégalité 
A A) — A Ao) I< e. 


Soit e = y. On a alors pour |à — À, | < ô (y), À € [0, 1] 
I [A (A) — A (Go) AT (Ao) I| < 1. 


En vertu du théorème du n° 3.5, A(À) est continûment inver- 
sible pour tout À tel que nous venons de le décrire. Ainsi donc, W 
contient et À, et Ssl) N [0, 1], i.e. M est ouvert sur [0, 11. 

Montrons que 3} est fermé sur [0, 1]. Soit {An} c W et À, —+ À 
pour n — oo. Il s’agit de montrer que À, € W. L'égalité || A~! (An) I < 
< y7! nous donne 


I [A An) — A Aol A An) S YIA An) — A (ào) Il 


Puisque A (À) est une fonction de À continue, il existe pour tout 
e > Oun N = N (e) tel que pour n >N ona || A An) — À (o) || < 
< e. Soit € = y. Alors pour n =N (y) + 1 on a | [A (àn) — 
— A (l A AD | < 1. 

En vertu du théorème du n° 3.5, l'opérateur A(À,) est continû- 
ment inversible, i.e. À, € W et donc )& est fermé sur [0, 1]. D’après 
le lemme ona ẹ}ẹè = [0, 1]. On a en particulier 1 € W et || A~! (1) | < 
< y7!. Le théorème est complètement démontré. 


Remarque 2. Considérons une équation avec un paramètre : 
A (à)z =y, àO, 1l. (1) 
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Supposons que toutes les solutions existantes de cette équation pour 
tout À € [0, 1] vérifient l'inégalité 


lels ce lly Il (2) 


où c est une constante indépendante de x, y, À. Une telle majoration 
s'appelle majoration à priori des solutions de (1). De toute évidence, 
la majoration à priori (2) est équivalente à la condition (1) du n° 5.1: 


IA À) z || > c™ || z |l. 


Le théorème que nous venons de démontrer met en valeur l'im- 
portance des majorations à priori pour la démonstration des théo- 
rèmes d'existence et d’unicité des solutions. 


5.4. Exemples d’application de la méthode. La méthode du pro- 
longement par rapport au paramètre décrite ci-dessus est une va- 
riante simplifiée de la méthode connue deSchauder qui est largement 
employée en théorie des problèmes aux limites pour les équations 
aux dérivées partielles de type elliptique. Nous nous bornerons à 
citer quelques exemples purement illustratifs. 

Exemple 1. Considérons un problème aux limites pour une 
équation différentielle du second ordre: 


x" + b (rL +c(z=y(t), 0<i<1, (1) 

x (0) = x (1) = 0. (2) 

Jci c (t) est continue sur [0, 1] et b (t) continûment dérivable sur [0,1]. 
Supposons en outre que c (t) — D" (t) > a > —Ž sur [0, 11. 


Il sera montré plus loin, par la méthode du prolongement par 
rapport au paramètre, que le problème admet dans ces conditions, 
pour tout second membre y € Y = C [0, 1], une solution et une 
seule x € X = C? [0, 1], ce dernier espace étant constitué de fonc- 
tions x (t) deux fois continûment dérivables sur [0, 1], vérifiant les 
conditions aux limites (2), de norme || x | = || x Ilk + Iz Ilr + 
+ Ila” lla, où Ila lla = max |z (t) |. 


Mettons le problème (1)-(2) sous forme opératorielle : 


Bz = y. 
Ici B8 = — 2 + b (t) < + c (t) est défini partout sur X et à va- 
leurs dans Y. Comme opérateur À, on pose À = — 2 E L (X, Y). 


Exercice 1. Montrer que pour tout y € Y le problème aux 
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limites —x" = y, x (0) = x (1) — O0 a une solution et une seule 
x € X et que À est continûment inversible. 
Relions les opérateurs À, B par un segment 


A= — Er HA (t) c(t), AEI, 1]. 


Exercice 2. Montrer que À (À) est une fonction opérato-- 
rielle continue sur [0, 1]. 
Notre but est de majorer à priori les solutions du problème aux 
limites 
—2" + àb (t)z + àc (t) x = yt) 0<t<1, (3} 
x (0) = x (1) = 0. (4) 
Une fois la majoration obtenue, le théorème du n° 5.1 permet de- 
dire tout de suite que le problème aux limites (3)-(4) admet une solu- 
tion et une seule. 
Multiplions (3) par x (t) et intégrons l'égalité obtenue par rap- 
port à ż de O à 1. Compte tenu des conditions aux limites (4), on & 
1 1 
— | z'zdt= À z'?(t) dé 
0 0 


et 
1 1 
È bE) x(t) a (dt — -> È b (6) 2? (t) dt, 
0 0 


si bien que 
1 1 1 
i 1 ° { 1 
| a2()dt+A | [e (t)—-5 b (t) | x? (t) dt = | ylt)z(t)dt. (5) 
0 0 0 
Evaluons les trois termes de cette égalité. Montrons que 
1 1 


| z? (6) dt>- | x” (t) dt, (6): 
0 0 
1 1 
| Le 0—5 b @ | x? (t) dt >a | x? (t)'dt (7): 
0 0 


et que pour tout ee Oona 
1 1 


1 
| y (H) 2 (i) dte | # (t) dt +- | y? (t) dt. (8) 
0 0 0 
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Pour démontrer l'inégalité (6), remarquons que x (s) = fz (t) dt 
et qu'en vertu de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski, 
e, E O Nay 12 
lz (9) < E e at|<( | at) (\ 2° 0 at) < 
0 


0 0 
1 


<V3 (| z’? (t) da). 
0 


On a de même 
1 1 Lo 
je (s) <] l x" (t) dt |< V Ts (| z(t) dt)”. 
s 0 
Multiplions ces inégalités. Il vient 


1 
OES AET | x’? (t) dt. (9) 


0 
1 

D'où, en remarquant que | Vst—5) ds — 1/8, on déduit que 
0 


1 1 
| z? (s) ds < Z | x’? (t) dt. (10) 
0 0 


L’inégalité (7) résulte de l'hypothèse c — b’/2 = a. Enfin, l’iné- 
galité (8) se démontre en considérant le carré scalaire 


— 1 
(Vez- 2 Ve y; Ver y)>0, 


De pareilles inégalités s'appellent e-inégalités. Elles sont souvent 
d’une grande utilité pour la recherche des majorations à priori dans 
Jes problèmes de physique mathématique. 

Exercice 3. Démontrer l’e-inégalité (8). 
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Utilisant les inégalités (6), (7), (8) et régate (5), on obtient 


(+ + a —E# i x? (t jar [Od 
0 


ou, en supposant € >> 0 suffisamment petit, 
i 


1 
| 7 
| #0 d< TE E (t) dt 


Soit e= = + ++. Il vient 


1 1 
f (t) dt Ke, | y2 (t) dt, 
0 0 


où 
e — 1 
a r — 3: 
(m +2) 
Revenons à présent à l'égalité (5) et faisons la majoration sui- 
vante: 
1 1 
| x'2(t) dt L(cic, + C3) | y? (t) dt, 
0 0 
où = |e (1) —-5 0" (t) — £o l et c, = 1/4 £9. 


1 
On a ensuite de (9) |z UE | | x? (t) at)": donc, puis- 
y2 3 


1 
o 1/2 
que (| y2) dt) < Ily ll on a 
0 
D S CıC C 
Mels py EE y I (11) 
Maintenant on n’a aucune difficulté à établir les majorations de 
x” hl, et I z Ilk. De l'équation (3) il vient 


Iæ” le < Io l Iz le + e l le re + NY lle (12) 
Or, || z |l} est majorée en fonction de || x |l et de || y Il}. En effet, 


x (0)= x (1)= 0. En vertu du théorème de Rolle il existe sur ] 0,4 [ 
un point € en lequel z’ (£) = 0. Alors, en mettant l'équation (3) 
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sous la forme 
t t 

G exp [—2 | b (s) ds) | = tàe (t) z (t)—y (exp ( — À | b (s) ds) 
0 0 


et en l’intégrant de Ẹ à s, on obtient 
t 


e 
x’ (t) = | exp (—à | b (s) ds) [àc (8) x (8) — y (8)] dt. 


E S 
D'où la majoration 
2" le Sm (ec ll Ile ll + Ily lle), (13) 
Ə 
où m = max exp (— À |è (s) ds). 
À, s, 60€ [0,1] 


S 


On a alors à partir de (11), (12) et (13) 
x llk + Iz Ile + Ie” ll Sce Ily Ile 


(la constante c, se déduit sans difficulté aucune).Ceci est la majoration 
à priori cherchée. 
Remarque. Par les méthodes du calcul variationnel, on 
arrive à préciser la minoration (6): 
1 1 
| r? (t) di > í x? (t) di, (14) 
0 


0 


Exercice 4. Compte tenu de (14), montrer que le problème 
(1)-(2) admet une solution et une seule pour 


c(D—--b' (t) œ> —n? sur [0, 1]. 


Exercice 95. Montrer que pour c (t) = —n?, b(t) = 0, 
l'opérateur B cesse d’être continüment inversible. 

Exemple 2. Reprenons le problème aux limites (1)-(2) dans 
les mêmes espaces X, Y mais en supposant que c (t) => y > 0 sur [0,1]. 

Considérons maintenant le problème aux limites avec un para- 


mètre À € [O, 1]: 
—2%" + b (At) à + c(t)x = y (t), (15) 
z (0) = x (1) = 0. 


(Le procédé proposé est quelquefois appelé méthode de congélation 
des coefficients.) Pour À = 1 on retrouve le problème (1})-(2). Pour 
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À = Q0 on a un problème à coefficients constants: 
x" + b (0) z’ + c (0) z = y (t), 16) 
x (0) = x (1) = 0. 


Soient X, Y les espaces de Banach de l’exemple 1. Mettons le 
problème (15) sous forme opératorielle A(A)x = y, où 


A A) = — Fr +6 (M) + (Mt) 


est une fonction opératorielle à valeurs dans £ (X, Y). 

Exercice 6. Montrer, par la méthode de variation des cons- 
tantes arbitraires, que le problème aux limites (16) admet une solu- 
tion et une seule et que, par conséquent, l’opérateur À (0) est con- 
tinüment inversible. 

Pour pouvoir appliquer le théorème du prolongement par rapport 
au paramètre et montrer que le problème (1)-(2) admet une solution 
et une seule, on doit d’abord majorer à priori les solutions du problè- 
me (15). Utilisons le principe du maximum : puisque x (0) = x (1) = 
= 0, s’il existe sur [0, 1] un point £? où x (t) présente un maximum 
positif, on a x’ (t°) = 0, x” (t°) < 0, si bien que (voir (15)) on a la 
majoration 


0 
z (0) SY Iy 


De même, s’il existe sur [0, 1] un point t, en lequel x (t) présente un 
minimum négatif, on a 


—y™ | y lla KT (Co) 
La réunion de ces deux majorations nous donne 
Iæ Ila S v Iy Îles 


après quoi on raisonne comme dans l'exemple 1. 


Problèmes récapitulatifs 


Démontrer les propositions suivantes: 

1. Supposons que À, — À uniformément pour n —> œ. Pour que À soit 
continüment inversible, il faut et il suffit que 

19 les À, soient continûment inversibles à partir d’un certain n; 

20 {An!} soit bornée. 

2. Soit une fonction opératorielle A (t) définie pour 0 < |t— t | < 
< p et À (t) + À, pour t + tọ. Pour que À, soit continûment inversible, il 
faut et il suffit que pour 0 < | t — to | < ôi < ôo 

40 les opérateurs A (t) soient continûment inversibles ; 

20 | A= H <e. 

3. Soit c (t) continue et positive sur [0, 1]; alors le problème aux limites 
ma + c (t) = y (t), x (0) = z (1), x’ (0) = x’ (1) admet une solution et une 
seule. 
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§ 6. Graphe d’un opérateur. Opérateurs fermés 
6.1. Somme directe de deux espaces de Banach. 


Définition. La somme directe Z = X + Y de deux espaces vecto- 
riels est l’ensemble des couples z = (x, y), x € X, y €Y, pour les- 
quels les opérations d’addition des couples et de multiplication d'un 
couple par un nombre se définissent ainsi: pour deux éléments z, == 
= (zi; Y1), Z2 = (X2, Yə) et deux scalaires œ}, &> on a 


31 F AZo = (Qı + Alo, Ai F AY). 


Si X, Y sont deux espaces normés, la norme dans X 4 Y se dé- 
finit par ||z || = || z Ilx + Ily Ilx- 

Exercice 1. Vérifier que les conditions de la norme sont 
satisfaites et que X + Y est un espace de Banach si X, Y le sont. 
(Pourquoi ?) 

Exercice 2. Montrer que X + Y se laisse normer également. 
comme suit: 


Iz= ViP Ey = (el + y 
(p > 1), 
Iz I| = max (I æ Il, Ily ID. 


Montrer que les trois normes ci-dessus sont équivalentes. 


6.2. Graphe d’un opérateur. Soit y = F(x) un opérateur (non 
linéaire en général) défini dans une partie D (F) d’un espace de Ba- 
nach X, à valeurs dans un espace de Banach Y. Le graphe de l’opé- 
rateur F est l’ensemble des couples (x, F (x)), où x € D (F). Le gra- 


Phe de l'opérateur est une partie de l’espace X + Y. Sa définition est 
en parfait accord avec la définition ordinaire de la courbe représen- 
tative (ou graphique) d'une fonction. 

Soit F = À un opérateur linéaire. 


Définition. On dit que l'opérateur linéaire A: X — Y est fermé 
si son graphe est un ensemble fermé dans X + Y. 

Dire que le graphe de À est fermé revient à dire que pour x, € 
€ D (A) et (£n, Ax,) —+ (x, y) on a x ED (A) et y = Ax. 

Puisque || 2 || = ||x || + || y ||, on peut exprimer le fait que À 


est un opérateur fermé en écrivant que si x, E€ D (À), x, — x et 
Azn — y, alors x € D (A) et y = Arz. 


Théorème 1. Si D (A) = X est À et borné (ie. A € L (X, Y)), 
A est fermé. 


$ 6] GRAPHE D'UN OPÉRATEUR. OPÉRATEURS FERMÉS 175 


Démonstration. Soient x, — x et Az, — y pour n — ©. 
Puisque À est continu, on a Az, — Ax pour n — œ. La limite étant 
unique, on a y = Arx. 


Théorème 2. Si A est fermé et A~? existe, alors A~! est fermé lui 
aussi. 


Démonstration. Considérons les graphes des opérateurs À 
et At: 


{(x, Ax)}, x € D (A), 
{, A7y)}, yeR (A). 


Or, le graphe de A~ se laisse mettre sous la forme{(Ax, x)},x € D (A), 
i.e. il se déduit du graphe de À en permutant x et Az: il s'ensuit qu'il 


est aussi une partie fermée de Y + X. Par conséquent, À “test fermé. 
Corollaire. Si A € £ (X, Y) et A7! existe, alors A”! est fermé. 
En effet, À étant fermé en vertu du théorème 1, A~? est fermé en 
vertu du théorème 2. 
6.3. Quelques exemples d’opérateurs fermés non bornés. 


Exemple 1. Soit H un espace de Hilbert avec une base ortho- 
normée {e,}1. Définissons dans H un opérateur linéaire À tel que 
Aer = per, k = 1, 2, e.» 


où À} sont des scalaires. 


OO 0 
Si z€H, alors z= X Een, Où la série || x ||? = X JE, |? est con- 


vergente, Alors Az = ` ÀrErep. Cette série est convergente (Ax € H} 
k=1 


si et seulement si 


| Azl= 2 Ml? Erl? < + 00: (1) 
Deux cas sont à distinguer : 
a) {| À |} est bornée. Soit c4 = sup | À; |. On a alors || 4x IP < 


< ci lix À, d’où il ressort que À est borné, donc fermé. 

b) {| àp |} est non bornée. L'opérateur À est non borné; son en- 
semble de définition D (À) se compose d'éléments x qui véritient 
(1). Le fait que À soit non borné ressort de ce que les || Aer || = | À | 
sont non bornées pour k — œœ, bien que || ex || = 1. Si inf | à} | = 

k 


= C1 œ> 0 (i.e. si les À, sont séparés de 0 par un nombre positif), 
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il existe un À - défini pour les éléments 
Y= D mer (È Ml? < o) 
k=1 k=1 
par la formule 
Aty = D Aaner. 
k=1 
Puisque sup | åkt | = c4 < oo, l'opérateur A~} est borné (D (A-1) = 
k 
= H). Ainsi donc, inf | àk} | > 0 est la condition pour que À soit 


fermé, en vertu du théorème 2 du n° 6.2. 
Exemple 2. Soit X = Y = C [0, + [ l’espace de Banach 
des fonctions x (t) continues sur la demi-droite [0, +, de norme 


I z || = sup |x (t) |. 


s TO 
Définissons dans X un opérateur À tel que Ax = tx (t). L’opé- 
rateur À est linéaire; son ensemble de définition D (A) se compose 
des fonctions qui vérifient l'inégalité 


EAU] <1 , 
où la constante c est différente pour chaque fonction de D (4). 


L'opérateur À est non borné. En effet, considérons la suite de 


TT , n = 1, 2, . e. Remarquons que x, (t) € 
n 


€D (A), car | z, (t) | = rS ETS Il est clair en outre que 
[I x, I| = 1. On a alors 


fonctions x, (t) = 


nt 
AT = Su — =N 
| n | Lo. Ps c n t ? 


d’où 
sup | Az || = +o. 
x € D(A) [x I S1 
Montrons que À est fermé. Soient x, (t) —> z (t), tz, (t)— y (t) 
dans C [0, +00 [ pour n — œ. Alors (1 + t) x,(t) —> z (t) + y (t) 
pour n —> œo. Il existe donc pour tout e œ 0 un N tel que pour n > N 
on a 
I (4 + t) zn © — lz © + y O< e 

pour tout t € [0, +oo [, ou 

x (t) + y (t) € 

(DO |c <e: 


Par conséquent, x, (t) —- LE pour n—>00 ; Or, £, (t) x(t), 
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~] 
~l 


x (t)-+ y (t) 


donc — gr =t (t), d'où y(t)=tz (t), i.e. y= Ax (x€D (À)), 
sar [e (1c L, 
Exercice. Montrer que l'opérateur inverse Aty = y (t)/t 


est, lui aussi, non borné et fermé. 

Exemple 3. Soit dans l’espace C [a, b] un opérateur de 
dérivation Dx = dz (t)/dt dont l’ensemble de définition G (D) se 
compose de fonctions continûment dérivables sur [a, b]. L’opéra- 
teur D est non borné. 

Pour montrer que D est non borné, prenons la suite de x, (t) = 
= sin nt, n = 1,2,... Onazn, EG (D)et || zn || = 1. Or, || Dz, || = 
= n si n est suffisamment grand, d'où 

sup I| Dz || = +% 
x € G(D),lxl<41 
et D est non borné. 

Montrons que D est fermé. La convergence dans C [a, b] est uni- 

forme. Soit z, (t) € G (D), et soient pour n — œo 


£n (t)—> xz (t) uniformément sur [a, bl, 
xh (t)— y (t) uniformément sur la, b]. 


En accord avec le théorème connu de la dérivation d’une suite 
de fonctions, la fonction z (t) est continûment dérivable (i.e. x (t) € 
E G(D)) et x’ (t) = y (t). Ainsi donc, D est fermé. 

Exemple 4. Reprenons l'opérateur de dérivation D dans 
C [a, b] mais en supposant que D soit défini sur l’ensemble G (D) 
de toutes les fonctions continûment dérivables sur | a, b] et vérifiant 
la condition aux limites x (a) = 0. L'opérateur D admet alors son 
inverse, 


Dty = | y(s)ds, 


A a ce 


défini partout dans C [a, b] et borné (|| Dy || < (b — a) |l y I). 
En vertu du théorème 2 du n° 6.2, l'opérateur D est fermé. 


6.4. Théorème du graphe fermé de Banach et ses corollaires. Con- 
sidérons un théorème dû à S. Banach que l’on utilise souvent dans 
les applications : 


Théorème 1 (théorème du graphe fermé de Banach). Soit A un 
opérateur linéaire fermé défini partout dans un espace de Banach X à 
valeurs dans un espace de Banach Y. Un tel opérateur est borné. 


Avant de démontrer ce théorème, considérons un 
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Lemme. Soit À un opérateur linéaire fermé défini partout dans un 
espace de Banach X à valeurs dans un espace de Banach Y. Supposons 
qu'il existe un ensemble M dense dans X et une constante c > 0 tels 
que || Ax || < c || x || pour tout x € M. Dans ces conditions l'opérateur 


A est borné. 


Démonstration du lemme. Choisissons un élément 
zo € X. Montrons qu'il existe un élément zx, € M tel que 


1 
Mellizo EE (1) 


En effet, puisque M est dense dans X, il existe pour z, = (1 — €) £o, 
e €10, 1[, un élément x, € M tel que || ze — x I| < e || zo Il. 
Il est possible de choisir e de telle façon que l'élément z, véri- 
fie les conditions (1). En effet, 
au Ka — ze I| + Ilze ll ell zo ll + 
+ (4 — e) I| zo I| = I| zo Il, 
|| £1 — zo || S Na — ze || + I| £e — zo I| S 
< e€ || zo || + € I| zo || = 2e || £o 
Il suffit de prendre e = 1/4 pour retrouver (1). 


On montre d’une façon analogue (vérifier !) que pour l'élément 
Zo — zı il existe un élément x, € M tel que 


1 1 
|| Zo — 24 — Le KT Lo — 21 I| S5 lIl To Il, 


1 
Ilza IS zo — zi SU to Ile 


Répétant la construction décrite, on finit par montrer que pour 
tout n entier naturel il existe des z1, Z2, . . ., Zn € M tels que 


1 
|| £o — (21 + Lo + ee E En) |S sm ll 2o Il, 
i 
I 2n <5 Izl: 


Il en découle que 


Lo = liM Sp, Sn= © Tpe 
n— 00 k=1 


Ensuite, puisque 
(H 
NA ee I Go 
la série D At est absolument convergente. Soit y sa somme. Puis- 
k=! 
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qu'on a pour n —> œ 
ASn > Y, Sn > Xo 


et que À est fermé, il vient 


O0 


A, = à AT. 
k= 


On aboutit alors à la majoration 


D 


I Az IS D I| Az Ke À I ex I< 2e | zo I- 


Puisque x, a été choisi arbitrairement, l'opérateur À est borné. 
Le lemme est démontré. 


Démonstration du théorème du graphe 
fer mé. Considérons, pour tout n entier naturel, l’ensemble 


Xn = {2 E X: | Az <n |lz ||}. (2) 
Il est évident que 


X= U Xn (3) 


En vertu du théorème de Baire-Hausdorff (voir n° 5.8 du chap. I), 
X est un ensemble de II° catégorie, car c’est un espace complet. En 
accord avec (3), il existe alors un X, dense dans une boule S c X 
(sans quoi X serait la réunion d’une famille dénombrable d’ensem- 
bles nulle part denses X,, n = 1,2,..., i.e. un ensemble de [re caté- 
gorie). On a donc 


S NX, = 5. 


Soient ensuite zo € S N Xag et So une boule de centre x,, de rayon 
ro Si petit que SZ S. Alors 


So N X no ~ So- (4) 
Choisissons un élément uo € X tel que || wo || = rọ et considérons 
l'élément y, = zo + uo. Puisque || Yo — to || = I| uo || = ro, on a 
Yo € So: 
Conformément à (4), il existe une suite 
{Un} = So N X ne (5) 
telle que 
Yn > Yo = Lo + W (6) 


pour n — œ, 
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Considérons à présent la suite 
{Un} = {Yn — To}. (7) 


Remarquons qu’en vertu de (5) 
|| un I| = Il Yn — to I| K ro. (8) 


Compte tenu de la définition de X, (voir (2)) et puisque y, E€ X, , 
zo € Xn, On établit la majoration suivante (voir (7) et (8)): 


l| Aun || = I À (Yn — z0) I| 1 Aya I| + At I| < 
< no (|| yn I| + Il £o I) = no (Il un + zo Il + Ilzo ll) < 
< no (|| un I| + 2 Il zo l) < no (ro + 2 If zo I). (9) 


Ensuite, étant donné que 
|| un I= || Yn — zo I| —> ro 


pour n —+ oo, il existe un N tel que pour tout n > N on a l'inégalité 
1 2 
Euro; ou L<— |lu ||. 
2 ro 
Prolongeant (g) pour n > N, on aboutit à la majoration 


| Aun ST Ilun I (ro +2 Il a II). (10) 


Cela nous permet de conclure que pour tout n > N (voir la défini- 
tion (2) de Xn) on a un € Xh,, Où n, = 2n + no Íl zo ll l zoll 
0 

Pour n —> œ il ressort de (10) que u, —> u,, où u, est un élément 
quelconque de X tel que || uo || = ro. Or, il ressort de (2) que si X,, 
contient x, il contient aussi àz, où À est choisi de façon arbitraire. 
Ainsi donc, X,, est dense dans X ; puisque || Ax || < n [| x || sur X,,, 
l'opérateur est borné en vertu du lemme. Le théorème est complète- 
ment démontré. 

Le théorème de Banach donne lieu à quelques corollaires inté- 
ressants. Citons-en quelques-uns. C’est tout d’abord une variante 
plus forte du théorème de l’opérateur inverse de Banach (voir n° 3.1): 


Théorème 2. Si À est un opérateur fermé qui réalise une application 
bijective d’un espace de Banach X sur un espace de Banach Y, i.e. 
si R (A) = Y, l'opérateur A7 est borné. 

Démonstration. Par définition, D (A) = X et À est 
fermé. En vertu du théorème du graphe fermé, À est borné. En ver- 
tu du théorème de Banach, ATE £ (Y, X). Le théorème est dé- 


montré. 
Citons encore un corollaire du théorème du graphe fermé: 
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Théorème 3 (théorème des normes équivalentes). Soient sur un 
espace vectoriel E deux normes || x ||, || x || telles que E est un espace 
de Banach pour chacune d'elles. Si une norme est plus fine que l’autre 
(voir n° 2.9, chap. I), elles sont équivalentes. 


Démonstration. Désignons par X, l’espace E muni de la 
norme || x ||, et par X., l’espace E muni de la norme || x |}. 
Supposons pour fixer les idées que || + |, soit plus fine que || + Ih- 
Autrement dit, il existe une constante c > 0 telle que pour tout x 
on a 
le lha Selle fle- (11) 


Définissons l'opérateur À appliquant X, sur X, par Ax = x 
(le x du premier membre est un élément de X,, celui du second mem- 
bre, un élément de X,). Il est évident que D (4) = X,, que À est 
linéaire et que À réalise une application bijective de X, sur R (A) = 
= X,. D'inégalité (11) signifie que || À || < c, i.e. que À est borné. 
En vertu du théorème 2 ci-dessus, A ™ € £ (X, X,), i.e. 


x 1h SHAI x lh. 


On a donc c [x] < zh Selle ll, où c = [AT IT, ce 
qui prouve justement que les normes sont équivalentes. Le théorème 
est démontré. 


6.5. Norme d’un graphe et normes équivalentes. Nous venons de 
voir que certaines propriétés des opérateurs linéaires fermés les rap- 
prochent des opérateurs linéaires continus (i.e. bornés). 

Friedrichs a émis une idée qui permet sous certaines conditions 
de réduire l’étude des opérateurs linéaires fermés à celle des opéra- 
teurs linéaires bornés. Soit À un opérateur linéaire fermé défini sur 
un ensemble D(A) dense dans un espace de Banach X, à valeurs dans 


un espace de Banach Y. 
Munissons D(A) d’une nouvelle norme, dite norme du graphe: 


Hz = 1x x + 147 Ily 


(rappelons les définitions d’un graphe d’opérateur À et d’une norme 


dans À + Y). Muni de cette nouvelle norme, la variété linéaire D(4) 
devient un espace normé, noté X 4. Si {x,} est une suite de Cauchy 
dans X4, i.e. si pour n, m —> oo 


I Ln — Im Ilx + | Ath — ÅXm Ily — 0, 


on a à fortiori pour n, m —> œ 
| En — £m lx — 0, | Ars — Azm lẹy — 0. 


Les espaces X, Y étant complets, il existe des x € X, y € Y tels que 
pour n —+ œ on a Tn —> zx et Az, — y. Puisque À est fermé, on a 
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x ED (A) et y = Az. Cela revient à dire que {x,} converge dans X 4 
et que donc X4 est de Banach. 

Considérons maintenant À comme un opérateur de X, dans Y. 
Il est évident que || Az |ly < || x ||. Donc, À est borné. 

Au lieu de la norme du graphe, il est parfois plus commode de 
munir D(A) d’une norme équivalente. Soit À un opérateur linéaire 
fermé défini sur un ensemble D (A) dense dans X, à valeurs dans Y. 


Théorème. Munissons D(A) d'une norme || - ||, telle que || x [x S 
<c llzih, [4z y Lex. Alors ||- |] est équivalente à la 
la norme du graphe. 


| la norme du graphe. On a 


Démonstration. Soit 
alors pour tout x € D(A) 


x = {fx lx + [4x ly <a llel + ce x Ihi = (1 + ce) x Ih 
La norme du graphe est donc moins fine que || - |h. Sil en est ainsi, 


ce sont deux normes équivalentes (voir le théorème 3 du n° 6.4). 
Le théorème est démontré. 


CHAPITRE IV 


ESPACES DUALS ET OPÉRATEURS ADJOINTS 


$ 1. Théorème de Hahn-Banach et ses corollaires 


1.1. Théorème de Hahn-Banach. Soient X un espace normé réel 
et Æ la droite réelle. Tout opérateur f: X —> E s'appelle une fonc- 
tionnelle. Dans le texte qui suit, seules sont considérées des fonction- 
nelles linéaires. La valeur prise par la fonctionnelle f sur un élément 
x € X sera désignée par (x, f). Rappelons qu’en disant que la fonc- 
tionnelle f est linéaire, on entend que son ensemble de définition 
D(f) est une variété linéaire et que pour tous x, y € D(f) et tous q, 
BEE on a 


(ax + Py, f) =a (x, f) +p (y, f). 


Nous ne considérerons, en outre, que des fonctionnelles linéaires 
bornées, i.e. pour lesquelles la quantité 
PAIE sup | (x, f) | 
x € D(f), xl < 1 
est finie. 


La proposition qui suit est une des plus importantes en analyse 
fonctionnelle. 


Théorème (Hahn-Banach). Soit une fonctionnelle linéaire bornée f 
définie dans l'espace normé réel X, avec D(f)= X. Il existe alors une 


fonctionnelle linéaire bornée f définie partout dans X et telle que || f || == 
= || f I| et (x, f) = (x, f) pour tout x ED (f). 


(Autrement dit, toute fonctionnelle linéaire bornée définie sur 
une variété linéaire se laisse prolonger à l’espace tout entier sans que 
la norme soit modifiée.) 


LL 


Remarque. SiD (A) = X, le théorème de Hahn-Banach est 
une conséquence du théorème sur le prolongement par continuité 
d’un opérateur linéaire (voir n° 2.6 du chap. IIT) en y mettant Y = R. 

La démonstration du théorème de Hahn-Banach sera donnée 
un peu plus tard, pour le cas particulier d’un espace séparable. Dé- 
montrons d'abord un lemme : 
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Lemme (du prolongement élémentaire). Soient X un espace normé 
réel, L une variété linéaire dans X, et f une fonctionnelle linéaire bornée 
définie sur L. Soient x, 6 L et L, la variété linéaire de tous les éléments 
de la forme y + tx,, où y € L, t € E. Il existe alors une fonctionnelle 
linéaire bornée f, définie sur L, confondue avec f sur L et telle que 


IA I = NTI. 


Démonstration du lemme. Remarquons d'abord 
que tout x € L, se laisse mettre d’une façon unique sous la forme 
x = yY + tzo y EL, tEE. En effet, si y + tzo = y + tzo on a 
y —y = (t — t) x. Si t = t, alors y’ = y, si bien que la forme 
de x écrite ci-dessus est unique. Soit t t; on a alors x, € L, ce 
qui est impossible. 

Soient maintenant y,, Y € L ; alors, f étant bornée sur L, il vient 


Yo P — Ya 1) = Yi — Ya HS II Y — Y IS 
< IAI Iy + zo ll + TN Il y2 + zo ll 
L'inégalité obtenue peut s'écrire ainsi: 
Yi P = IFI Y + do ll S Y HIFI Y + zo ll. 


En se donnant un y, constant et en variant y,, on voit que le pre- 
mier membre est borné supérieurement. Dans le cas inverse on re- 
marque que le second membre est borné inférieurement. Posons 


a = Sup {(y, f) — [| f | Hy + zo ll}, 
Y EL 

p = inf { (Ya, 1) + fl Il Yo + xo ll} 
Y2E L 


Nous obtenons un enchaînement d'inégalités : 


Gas P) — TN y + zo ll Sas p S f) + NP yes + £o l 
Prenons un y tel que a <y < fp. On a maintenant pour tous y;, 
YEL 

Ya P — EII y +r ll SYS Ye HIFI y + 20 ll (D 


Définissons la fonctionnelle linéaire f}, pour x € L, par la for- 
mule 


(z, fi) = y + tto fh) = U, f) — yt 


On s'assure sans peine que f, est linéaire. (Vérifier !) 
Si x € L, alors t = O et (x, fi) = (z, f), i.e. fi = f sur L. Mon- 
trons maintenant que || f I| = ||f |. Remarquons d’abord que 


If 1 = SUP | &, h) | 
xELi, Ix < 1 
Z sup | (x, f) | = If I. (2) 


xEL,, Ix] < 1 
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vu qu'en passant à un ensemble plus vaste, sup ne peut que croître. 
Il suffit donc de démontrer l'inégalité 


| z, AISHAT I (3) 
pour x = y + tro, y EL, tEE. Remarquons que cette inégalité 
est vraie pour t = Q. 

De (1) on a pour tout y, € L 


as 1) —Y LP Yy + zo ll 
Posons ici y, = y/t. Il vient 


L, <Ira 
Ke id= ku P= | G, Aas el E rol 


Cette inégalité nous donne 


e 


Considérons séparément les cas où t => 0 et t< 0. 
Soit ż œ>0. On a alors |t | = t et donc 


Kæ, IKEF E o =y ZT FNN 


Soit ¿< 0. On a alors |t] = —t et 
t 
Kes ISNA y E l zo |= l y — teo I= AA M l 
Ainsi, l'inégalité (3) est démontrée. Nous voyons donc que || fi I| < 
< || f ||. La dernière inégalité jointe à (2) nous donne || f, || = If Il. 


Le lemme est démontré. 


Démonstration du théorème de Hahn-Ba- 
nach dans le cas de l'espace sépara ble. Puisque 
X est séparable, il existe un ensemble dénombrable X” dense dans X. 
Faisons la suite x,, x,, Zə, . . . des éléments de X’ qui n’appartien- 
nent pas à D(f). Ceci fait, nous pouvons, en accord avec le lemme 
précédent, prolonger successivement f à X, = X, + {x,}, puis à 
Xə = X, + {x,}, et ainsi de suite. Nous obtenons finalement une 


fonctionnelle linéaire bornée f définie sur X = UX}, qui est une 
variété linéaire dense dans X. La démonstration est terminée en 
faisant intervenir la remarque au théorème de Hahn-Banach. 

Dans le cas général, le théorème de Hahn-Banach se démontre à 
l'aide du lemme de Zorn bien connu (voir [17]). 


1.2. Théorème de Soukhomlinov, variante du théorème de Hahn- 
Banach pour le cas complexe. Soient maintenant X un espace normé 
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complexe et C le plan complexe. Les opérateurs f: X — C s'appel- 
lent des fonctionnelles linéaires. Il s'agit, tout comme dans le n° 1.1, 
de prolonger une fonctionnelle linéaire f, définie et bornée sur une 
variété linéaire de X, à X tout entier sans que la norme soit changée. 

Dans le cas complexe, on distingue les variétés linéaires L com- 
plexes et réelles, suivant que Z contient toutes les combinaisons li- 
néaires ax + By d'éléments x, y € L (avec des coefficients complexes 
@, P quelconques) ou seulement les combinaisons où les coefficients q, 
P sont réels. 


Théorème (Soukhomlinov). Soient X un espace normé complexe, 
L une variété linéaire complexe dans X et f une fonctionelle linéaire 
bornée définie sur L. Il existe alors une fonctionnelle linéaire bornéef, 


définie sur X et telle que (x, f) = (x, f) pour tout x € Let que Il I| = 
= || f il. 


Démonstration. Posons 


(x, f>) = (x, fi) + i (x, fa), (1) 


OÙ (xz, fi) = Rex, f) et (x, fa) = Imtx, f). Les fonctionnelles 
fı, fa ainsi définies sont des fonctionnelles linéaires réelles sur L, 
cette dernière étant considérée comme une variété linéaire réelle. 
En effet, on déduit sans peine de (1) que pour tous x, y € L on a les 
égalités 

(ax + By, fi) = Q (x, fi?) + p (y, fi), 

(ax + By, fa) = à (x, fa) + P (y, fa). 


Ensuite, (ix, f) =i (x, f). D'autre part (voir (1)), (ix, f) = 
= (ix, fi) +i (ix, fa) et i (x, f)=i (x, fi) — (x, fo). Identi- 
fiant les parties réelles et les parties imaginaires, on obtient 
(ix, fi?) = — (x, fa), (2) 
(i£, fa) = (x, fi 2 (3) 
Des relations (2), (3) on déduit que la fonctionnelle considérée est 
linéaire complexe. 


Exercice. Montrer que (2), (3) se déduisent l’une de l’autre. 
De (1), (2), (3) il ressort que f,, fa sont bornées et que || fi || = 


E _ À 
= |l fe l| = yz l! 


Considérons f} comme une fonctionnelle linéaire réelle sur L. 
En vertu du théorème de Hahn-Banach elle se laisse prolonger à 


X tout en restant constante en norme. Soil f, ce prolongement. Défi- 
nissons f, conformément à (2): 


(z, fo) = — (iz, fi), LEX. (4) 
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Définissons enfin f comme suit (voir (1)): 
(æ, f) = (x, fi) + ia, fa). 
La fonctionnelle f est linéaire réelle par construction. Ensuite, 


lix, F) = liz, h) +i tiz, h) = — (z, h) ti, h)=it, f) 


Ainsi donc, f est linéaire complexe. Ensuite, pour x € L on a 


<z, h) = (æ, fi). De plus (z, fa) = — (iz, h) = — (iz, fi) = 
= (z, fa ) (voir les formules (4) et (2)). On a donc f = f sur L. Ensuite, 
étant donné que | (x, Fr) | L 7 [fl [zx], k= 1, 2, on obtient 


NFII= sup Kz, Dl= sup V Ke, Fol2+lee, D <I. 
æl L1 x || 1 


Le théorème est démontré. 

Remarque. Ce théorème cesse d’être vrai si L est une variété 
linéaire réelle. En effet, Bohnenblust et Sobczyk ont montré que tout 
espace de Banach complexe de dimension infinie contient une va- 
riété linéaire réelle sur laquelle on peut définir une fonctionnelle 
linéaire complexe qui n’admet aucun prolongement borné sur X. 


1.3. Corollaires du théorème de Hahn-Banach. Un des résultats 
fondamentaux d'analyse fonctionnelle, le théorème de Hahn-Ba- 
nach-Soukhomlinov admet une série de corollaires d'importance 
capitale. Citons-en quelques-uns. 


Corollaire 1. Soit X un espace normé, et soit x € X, x Æ0. Il 
existe alors une fonctionnelle linéaire bornée f définie partout dans X 
et telle que || f| = 1, z, f) = [x |l. 


Démonstration. Considérons une variété linéaire L — 
= {tx}, où t parcourt E. Définissons f sur L comme suit: 


x, f)=tllx l 
On a (z, f) = || zx ||. Ensuite, pour y = tx 
ly, HPI= t| ie = ite li = lly ll ie Fil =i. 


Il ne reste qu’à appliquer le théorème de Hahn-Banach et à prolonger 
fà X tout entier sans changer la norme. 


Corollaire 2. Soient dans l’espace normé X une variété linéaire L 
et un élément x Ẹ¢ L situé à une distance d œ> 0 de L (d = inf || zo — 
L 


X 
— x ||). Il existe alors une fonctionnelle linéaire f définie partout dans 
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X et telle que 


19 (x, f) = 0 pour tout x € L'; 
29 (£o, f) = 1; 
3° || f || = 1/d. 


Démonstration. Prenons L = L + {zo}. Tout élé- 
ment y € L, se laisse mettre d’une façon unique sous la forme y = 
= z + tzọẹ oùx EL, tEE (voir le lemme du prolongement élé- 
mentaire). Définissons f sur L, par la formule 


Si y € L, ona t = 0 et (y, f) = 0, i.e. la condition 1° est vérifiée. 
Ensuite, si y = Z, on a t = 1 et donc (zo, f) = 1, i.e. la condition 
2° est vérifiée. On a enfin 


| y, DIR TS WiL, 
car [$ +210 (7) |>a, puisque + € L. Il s'ensuit 
que || f IS 1/d. 


Pour démontrer l'inégalité || f || Œ 1/d, appliquons la définition 
de infet cherchons une {x,}C L telle que d = lim || zo — x ll- 


On a 
1 = (To — Tr, f) < I| £o — £n |l IRAR 


Passant à la limite pour n — œœ, on obtient 1 < d || f ||. On a donc 
i| f || = 1/d. Il ne reste qu’à prolonger f de L; à X tout entier. 


Corollaire 3. Une variété linéaire L est non dense dans un espace 
de Banach X si et seulement si l’on trouve une fonctionnelle linéaire 
bornée f =Æ O, telle que (x, f) = 0 pour tout x € L. 


Démonstration. La condition est nécessaire. Soit L Æ X. 
Il existe alors un x, € X tel que ọ (x,, L) = d >Q. En vertu du 
corollaire 2 il existe une f telle que (zo. f) = 1 (i.e. que f =Æ 0) et 
(x, f) = 0 pour tout x E L. B 

La condition est suffisante. Soit L = X. Alors, L étant dense 
dans X, on trouve pour tout x € X une {x,}€ L telle que x, — x 
pour n —> œœ. Il existe par hypothèse une fonctionnelle f Æ 0 qui 
s’annule sur L. On a alors (z, f) = lim (zn, f) = 0. Puisque x 


N -> 00 


est choisi arbitrairement, il s'ensuit que f = 0. Or, on a f = 0 par 
définition. La contradiction prouve que L = X. 


Corollaire 4. Soit {x} une famille libre dans un espace normé X. 
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Il existe alors une famille {f yi de fonctionnelles linéaires, bornées, défi- 
nies sur X, telle que (tn, fi) = Ôrp k, l=1,...,n. 


Démonstration. Prenons z, et désignons par L, lenve- 
loppe linéaire des vecteurs £}, £3, . . ., Zn. On a p (x,, L) >O, car 
les vecteurs de la famille {xz}? sont linéairement indépendants. En 
vertu du corollaire 2, il existe une fonctionnelle linéaire bornée f, 
définie sur X et telle que (zı, fi) = 1, (x, fi) = 0 sur Lı et qu'en 
particulier (£R, f,) = 0, k = 2, ..., n. Prenons ensuite x, qui 
nous donne d'une façon analogue une f, telle que (z, fo) = 1, 
(tr, fo) = 0, et ainsi de suite. 


Définition. Une famille d'éléments {x,}f et une famille de fonc- 
tionnelles {f,}f sont dites biorthogonales si 
(Eh, fi?) = Op k, l = 1, e... he 
Avant de terminer ce n°, démontrons un lemme afférent au corol- 
laire 4. 


Lemme. Soit une famille libre {f,}{ de fonctionnelles linéaires dé- 
finies partout et bornées sur un espace normé X. Íl existe alors dans 
X une famille d'éléments {xp}; biorthogonale à {f,Y}. 


Démonstration. Pour n = 4 le lemme est vérifié. Si 
fı Æ 0, il existe toujours un 9 € X tel que (yı, fi) Æ 0. On a alors 


Supposons par récurrence que le 


de toute évidence x, = Tn AS 

1 

lemme soit vrai pour toute famille de n — 1 fonctionnelles linéaire- 

ment indépendantes. Prenons une famille libre {f,}f et supposons que 

{fi yit et {x,}1 ~ soient biorthogonales. Pour un élément arbitraire 
n—1 

x€ X, considérons un élément y = — D, (x, fı) zı Remar- 
I—1 

quons qu'on à toujours (y, f:i) = 0, i = 1, ..., n — 1. D'autre 

part, l'égalité (y, fr ) = 0 ne peut être vraie pour tout x € X,sinon il 

—1 -1 


y aurait (x, fn) = > Ge, f) (En fn), ie @ fn = D fn) fn ce qui 
est impossible, car Gy est une famille libre. i existe donc un yn 


tel que (Yn, fn) Æ 0. Alors x, = TA) et les familles {x}, 


{f,}i sont biorthogonales. Le lemme est démontré. 


$ 2. Espaces duals 


2.1. Deux types de convergence dans l’espace dual. Soient X un 
espace de Banach et Xt la droite réelle si X est réel ou le plan com- 
plexe si X est complexe. 

Considérons l’espace de Banach Z(X, X1) formé de fonctionnel- 
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les linéaires bornées définies sur X. Cet espace est appelé le dual 
de X et noté X*. La valeur prise par une fonctionnelle f € X* sur un 
élément x € X sera notée comme précédemment (x, f) (ou f (x)). 

La notation (x, f), analogue à celle du produit scalaire, s'avère 
très commode dans les calculs. En particulier, les espaces X, X* 
étant tous deux vectoriels, on a, quels que soient les scalaires @,, 
2, Pi, B2, les éléments z4, zə, x et les fonctionnelles f, f,, fa, les éga- 
lités suivantes: 


(ty F Qala, f) = Qy (L1, f) + Go (Za, f), 
(x, Pafi + Bof) = Bi (x, fi) + Bo (x, fa) 


(où la barre symbolise le passage au conjugué complexe; elle est 
omise dans le cas réel). 

Si (x, f) = 0 pour tout x € X, on a f = 0. Cette propriété n est 
autre que la définition de la fonctionnelle nulle. Les fonctionnelles 
présentent aussi une propriété moins triviale: si (x, f) = 0 pour 
toute f € X*, on a x = 0. C’est une conséquence du corollaire 1 
du théorème de Hahn-Banach. Admettant que x 0, il existe une 
f E X* telle que / 0 et (x, f) = || x || = 0. Cela contredit léga- 
lité (x, f) = 0 pour toute f € X*, si bien qu'en réalité x = 0. 

Rappelons enfin que la norme d’une fonctionnelle linéaire f se 
définit par la formule 


Ifi = sup |, f>] 
xl < 1 


~= 


(c’est un cas particulier de la définition de la norme d’un opérateur 
linéaire, cf. n° 2.4 du chap. III). 

L'espace X*, comme n'importe quel espace d'opérateurs linéai- 
res bornés £ (X, Y), admet deux types de convergence de suites. 
C’est tout d’abord la convergence en norme de X* : on a f, — f pour 
n —> œ (fa, fE X*)si || fh — f || — 0 pour n — œ. C'est la conver- 
gence forte. 

On introduit aussi dans X* un autre type de convergence: fa — f 
x-faiblement pour n — œ si pour tout x E€ X on ax, frh) —> (x, f} 
pour n — œœ. 

Remarque. En assimilant les éléments de X* à des opéra- 
teurs linéaires de X dans X+, la convergence du premier type corres- 
pond à la convergence uniforme des opérateurs et celle du second type, 
à leur convergence forte. On comprend donc que la terminologie 
proposée est conventionnelle. 

Le principe de la borne uniforme (voir n° 2.5, chap. III) trans- 
posé aux fonctionnelles s'énonce comme suit: 

Si {(x, fn)} est bornée pour tout x € X, alors {f,} est bornée. 

Le théorème de Banach-Steinhaus appliqué aux fonctionnelles 
linéaires devient : 
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Pour que fa — f x-faiblement pour n —- oc, il faut et il suffit que 

19 {|| fa I|} soit bornée ; 

29 (x, fn) — (x, f) sur une variété linéaire dense dans X. 

Exercice 1. Montrer que si f, —> f fortement pour n — oo, 
alors f, — f *-faiblement pour n — co. 

Exemple. Soit c, un espace vectoriel de suites infinitésima- 
les x = {n} (n — 0 pour n — co). Introduisons dans c, une norme 


par la formule ||x || = sup | &, |. 


n 
Exercice 2. Montrer que c, est complet et strictement contenu 


dans l’espace m de suites bornées. 
Montrons que (c,)* = 4, où 4 est l’espace de suites a = {a,} 
O0 


telles que [la lh = D, |an |< +o. 


n=i 
En effet, pour a = {a,} € l4 définissons une fonctionnelle f par 
la formule 


O0 


(T, f) = > Anén- 


n= 


C'est une série convergente, car | nén | < |l z || | &, |. Il est évi- 
dent que f est une fonctionnelle linéaire. On a ensuite | (z, f) | < 
< [x lle [all], d'où il ressort que f est bornée: || f |< || a |lu. 
E co (Ông est le symbole de Kronecker et la famille 


i ep = {Ông 
{e} } forme une base dans co), ona (e}, f) = @p. Prenons maintenant 
m 
z = D sign Aker € Coe 
ur 


k=1 
Passant à la limite pour m—- +œ, on obtient ||a |a < |I f ||. 
On a donc ||a || = || f ||. Par conséquent, L,€ (co)*. 
Réciproquement, soit f € (cs)*. Posons ax = (ex, f). Soit x = 
m 
= Ÿ (sign &p) er. On a alors ||z | <1 et 5 lar |= í, f) X 
k=1 k=1 


O0 


On a évidemment || x Il < 1, d’où S lar |= (z, f) < |I fll 
< 


< || f ||. Il s'ensuit que la série >» | 4, | converge et qu’à la fonction- 


k=1 
nelle f correspond a = {æn} € L, avec [a [| & || f ||. 
D'autre part, 


(x, f) = Stan < Hz Ile Ia Ilus 


k=1 


192 ESPACES DUALS ET OPÉRATEURS ADJOINTS (CH. IV 


d’où || f I< llall, ie. I| f || = [[a ||. Nous venons de montrer que 
{co)* € L et définitivement (c,)* = Ll. 

Exercice 3. Montrer que (l)* est égal à l’espace des suites 
bornées m. 


2.2. Théorème de F. Riesz sur la forme générale d’une fonctionnelle 
linéaire dans l’espace de Hilbert. Nous allons démontrer un des 
théorèmes fondamentaux d'analyse fonctionnelle qui a un grand 
nombre d'applications extrêmement utiles (voir par exemple le 
n° 2.3). Dû à F. Riesz, il donne l'expression explicite d’une fonc- 
tionnelle linéaire bornée quelconque dans l’espace de Hilbert en 
fonction du produit scalaire. Le lecteur trouvera des théorèmes ana- 
logues, par exemple le théorème sur la forme générale d’une fonc- 
tionnelle linéaire dans l’espace C [a, bl, dans les livres [17}, [8]. 


Théorème (F. Riesz). Soit H un espace de Hilbert (complexe ou 
réel). À toute fonctionnelle linéaire bornée f définie partout sur H cor- 
respond un élément et un seul y € H tel que pour tout x € H 


(x, f) = (x, y), 
et ceci avec || f [| = || y |l. 


Démonstration. Considérons l’ensemble Z de tous Îles 
éléments z € H tels que (z, f) = 0. 

Exercice 1. Montrer que L est un sous-espace de H. 

Si L = H, on a f = 9. On peut donc prendre y = 0, d’où le théo- 
rème. 

Supposons que L Æ H. Il existe alors un z,1L, z, Æ 0, auquel 
cas on peut admettre que (Zo, f) = 1 (quitte à remplacer au besoin 
Zo par Z, = Zo/(Zo. f)}. Soit maintenant r € H. On a alors z — 
— (x, f) z E€ L, car 


(x — (x, f) 20, f) = (z, f) — (z, f) = 0. 
On a donc z — (x. f) Z9 LZo. d’où 


0 = (x = (£, f) Zos Zo) = (x, Zo) T (x, jf) l Zo IF. 


Il s'ensuit que (x. f} = (x, z9/|| Zo ||). On peut donc admettre que 


y = Zo || Zo |. 
Montrons que || f || = || y Il. En effet, 


|, H= |e, ysl ll y l 


en vertu de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski. D’après la défi- 
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nition de la norme de fon a | f [| < || y ||. Or, on a en outre 


y, P= y, y) LH f I y i 


d'où |fy << 1 fll. On a donc || f || = Ily Il | 
Il reste à _montrer l’unicité de y. Si (x, f) = (x, y) = (x, yY), 
on a(x, y — y) = — Q pour tout x € H. Prenant x = y — yY, on obtient 


y = = y. Le théorème est démontré. 

Remarque. Le théorème de Riesz permet d'établir entre H 
et H¥* une correspondance biunivoque qui conserve la norme. Dans 
le cas réel, cette correspondance est linéaire. Dans le cas complexe, 
elle est « semi-linéaire », à savoir: 


l 
t 


Si hey et fh Yo, on a Pif + Bofe < Piy: + Poyo. 


On pose donc H* — H à cette correspondance biunivoque: près: 
autrement dit, le dual de l’espace de Hilbert H « se confond » avec H. 
On l'exprime en disant que tout espace de Hilbert est « autodual ». 

Exercice 2. Considérons dans l, une suite de fonctionnelles 


linéaires {/, } défiñie par la condition (x. fna) = En pour x = = {r} 
On demande de montrer que f, — O0 #*- -faiblement pour n — œo mais 
ne converge pas dans l} = l. 


‘2. 3. Existence et unicité de la solution généralisée de l'équation 
elliptique. Le théorème de Riesz s'avère efficace en théorie de ré- 
solution des problèmes aux limites pour les équations aux dérivées 


partielles. Convenons de dire qu’un espace de Hilbert H est à mmergé 
ou plongé dans un espace de Hilbert À six € H implique x € H: et s il 


existe une constante k >= 0 telle que pour tout x € H ona ` 
Iæ lla Sk lla Ila. (1) 


Voici un corollaire du théorème de Riesz: 


Théorème. Si l’espace de Hilbert H est immergé dans l'espace de 
Hilbert H, à tout élément y € H correspond un élément et un seu 


x € Ë tel que pour tout z € À on a l'identité 

(x, 2) a a = (y, 2) a 
Cette identité définit un opérateur À € £ (H, H) tel que x = Ay, 
avec | A [| < k. 


Démonstration. Pour tout élément donné y € H l’expres- 


13—051 
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sion (y, z)x définit, pour tout z € À, une fonctionnelle linéaire bor- 


née sur Ħ. La linéarité de la fonctionnelle est évidente. Quant à 
l'existence de sa borne, elle ressort de la majoration 


| s 2a IS lly lla 12 lla S Ily lla Az lla. 


En vertu du théorème de Riesz il existe un élément et un seul 
x € À tel que (y, z)x = (x, 2) a. Cela revient à définir partout sur H 


l'opérateur z = Ay. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que À 
est linéaire. Ensuite, de l'inégalité que nous venons de démontrer il 
ressort que | (Ay, 2) a I< k |l y [x ||z la- Posons ici z = Ay; il 
vient || Ay la < k || y |l, ie. || À || < k, ce qui signifie que À est 
borné. Le théorème est démontré. 

A titre d'application élémentaire de ce théorème, démontrons 


l'existence et l'unicité de la solution généralisée du problème de 
Dirichlet pour l'équation de Poisson. Soit un ensemble fermé borné 


simplement connexe G c R? de frontière S suffisamment régulière. 
Posons dans G le problème aux limites suivant: 


0? 0? 0? 
Au rt to = heu), (y zE (2 
u |s = 0, (3) 


Supposons que le second membre À (x, y, z) est continu dans G 
suivant chacune des variables. La fonction u (x, y, z) porte le nom 
de solution classique du problème (2)-(3) si u est une fonction conti- 
nue des trois variables dans G, admet dans G des dérivées continues 
figurant dans le premier membre de (2), vérifie (2) dans G et s’annu- 
le sur S, i.e. vérifie la condition aux limites (3). 

Soit u solution classique du problème (2)-(3). Soit v (x, y, 2) 
une fonction continue dans G, nulle sur S et continûment dérivable 
dans G. Toute fonction v de ce type vérifie alors l’identité intégrale 
suivante : 


j aeta ta 


Er - ) dx dy dz = 
= — | | | ww de dy dz. (4) 


GH 


Pour démontrer cette identité, appliquons la formule de Gauss- 
ostrogradski: : 


yad (S TT < p% ax dy dz = À i (P cosa +Q cos f +R cos y)dsS. 


v 


G S 
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ou ou ou . 
Posons P=u——, Q =v , R=v . [l vient 


0x 0y oz 
0 ou 0 ou ð ĝu 
BEAC -r ) -z eatae gy ) dx dy dz = 


pe ðu ou ou il ðu 

— ! — L —— ; — = -T 

= À v | gr CSA + cos B -+ -z7 cos y) dS = 4V V -n dS 
S S 


Puisque 


ðP oQ 0R 
ox ' dy + 0z 


= v Au + (grad v, grad u) 


et que Au = h, on retrouve (4). 

Soient maintenant k € £, (G) et u, v € H! (G). Les intégrales 
dans (4) seront celles de Lebesgue. 

Définition. La fonction u € LE (G) est appelée solution généralisée 


du problème aux limites (2)-(3) si pour toute fonction v € H’ (G) elle 
vérifie l'identité intégrale (4). 


Montrons que pour tout second membre h € £, (G) le problème 
aux limites (2)-(3) admet une solution généralisée et une seule. 

A cet effet, remarquons que l’espace de Hilbert H’ (G) est immer- 
gé dans l’espace de Hilbert Z, (G), car, d’après la définition de 


M (G), toute fonction v € H! (G) appartient en même temps à 
£: (G) et que pour toute fonction v € H! (G) on a 


lele) S acr [IT (a) 4 (+ 


G 
Ov 
Z 


+ (= 


2 
— k2 [2 
) dx dy dz = k? || v || ANG 


(voir n° 3.5, chap. Il). 

À toute fonction k € L, (G) correspond donc, en vertu du théorè- 
me ci-dessus, une fonction et une seule u € H! (G) telle que pour 
toute fonction v € H! (G) on a 

(u, v)H,(G) = —(h, v) g,(G) 
qui n’est autre que l'identité intégrale (4). 

2.4. Espaces réflexifs. Soit X un espace de Banach. Son dual 
X * est aussi un espace de Banach. Il existe alors le dual de X*, ou 
bidual X** = (X*)*, puis le dual de X** ou tridual X*** — (X**)*, 
13% 
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et ainsi de suite. On obtient ainsi une suite d'espaces de Banach X, 
X*,X**, XF... Si X est de Hilbert, on a X* — X et lous les espa- 
ces de la suite se confondent. Soit donc X* = X. Etudions X** plus 
en détail. Cet espace est formé de fonctionnelles linéaires bornées dé- 
finies sur l’espace X* = Z (X, X1), où X! est la droite réelle ou le 
plan complexe. 

Sôient f € X* et x € X. Considérons le conjugué complexe (x, f} 
du nombre (x, fy} qui exprime la valeur prise par la fonctionnelle f 
en x. Supposons que x soit constant et f variable. A toute f € X* 
correspond alors un nombre (x, f) € Xt. A la fonctionnelle àf, + 
 À,f, correspond le nombre 


(x Mafi + Aofa) = A (z, fa) + Ao (£, fa) = di (£, fa) + À (£, Ta. 


? 


Ensuite, | (x, f) |< || z || I| f ||. Autrement dit, (z, f>- définit 
une fonctionnelle linéaire bornée définie partout sur X*.; soit x** 
cette fonctionnelle. Conformément à l'inégalité 


af) | = |, HISIA 
on a || <*¥* [| || æ ||. En vertu du corollaire 1 du théorème, dẹ, Hahn- 
Banach, pour tout x € X il existe une fọ € X* de norme || fall = 1 
telle que (z, fo) = || x |l; Alors 
| fo r**) |= | (£, fo) | ef Il, 
d'où || x** || = ||x ||. Nous venons de démontrer le théorème sui- 


vant: | i. 

Théorème 1. Tout espace de Banach X admet une immersion iso- 
métrique dans X**. (Voir la définition de l'immersion isométrique 
dans le n° 1.5, chap. IT). 


On a donc Xc X**, 


Définition 1. Si(X*)* = X, on dit que l’espace de Banach X est 
réflexif. 

- Les espaces de Banach réflexifs s'avèrent utiles pour les applica- 

tions, car ils conservent beaucoup de propriétés utiles des espaces de 


Hilbert. 
Si X est non réflexif, les espaces X, X*, (X*)*, ((X*)*)*, etc., 
sont tous distincts. La démonstration de ce résultat dépasse cepen- 


dant le cadre de ce livre. 
Citons quelques autres théorèmes relatifs aux espaces réflexifs: 


Théorème 2. Tout sous-espace d'un espace de Banach réflexif est 
encore réflexif. 
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Théorème 3. Un espace de Banach est réflexif si et seulement si son 
dual est réflexif. 


Théorème 4. Pour qu'un espace de Banach X soit réflexif, il faut et 
il suffit que toute suite bornée (en norme) de ses élémenis contienne une 
sous-suite convergeani faiblement vers un point de X (voir n° 2.9). 


Les démonstrations des théorèmes 2 et 3 sont données dans [4]. 
Quant au théorème 4, la nécessité de la condition indiquée est démon- 
trée dans [35]. La suffisance de la condition, qui est la partie la plus 
importante du théorème, sera démontrée plus tard, dans le n° 1.7 
du chap. V. 

En plus des espaces de Hilbert, les exemples d'espaces réflexifs 
sont fournis par E”, l”, ainsi que par l, et £p (G) pour p > 1. 

Tous les espaces de Banach ne sont pas réflexifs. Dans l’exemple 
du n° 2.1 nous avons montré que (c,)* = 4, et dans l'exercice qui 
suivait cet exemple, nous proposions de montrer que (/,)* = m. Rap- 
pelons que c, est l’espace des suites infinitésimales et m l’espace 
des suites bornées. Ainsi donc, c, n’est pas réflexif (co Z m). 


Définition 2. Un espace de Banach X est dit uniformément con- 
vexe Si pour toute {x,}c X et toute {y,}e X telles que 
Pr = 1, Iyn lil = 1, If 2a + y, I| — 2 pour n >œ, on a || x, — 
— Yn || — 0 pour n — œ. 


Exercice. A laide de l'égalité du parallélogramme 
le + y + a y = 2 e À y I), 


montrer que tout espace de Hilbert est uniformément convexe. 


Théorème 5. Tout espace de Banach uniformément convexe est 
réflerif. 


La démonstration de ce théorème est donnée dans [35]. 


2.5. Convergence faible dans les espaces normés. Soit une suite 
{zn} € X. On dit qu'elle converge faiblement vers un élément x € X 
si (n, J) — (x, f) pour toute f € X*. 

Si zn > x faiblement, on dit que x est la limite faible de {x, }. 

Démontrons l'unicité de la limite faible. S'il existe une suite 


{zan} qui converge faiblement vers x et vers x, alors pour toute f € 
EX* ona (x, f) = (x, f), doù (x — x, f} = 0. Il en ressort, en 
vertu du corollaire 1 du théorème de Hahn-Banach, que T = x. 

Pour les distinguer des suites faiblement convergentes, les suites 


qui convergent dans X (i.e. qui convergent au sens de la norme de 
X) sont quelquefois dites fortement convergentes. 
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Théorème 1. Toute suite {xp} qui converge fortement vers à pour 
n — œ esi aussi faiblement convergenle vers x pour n — oo, 


La démonstration de ce théorème découle de la majoration 
| En, F) — (x, f) | = | (n — z, f) IS an — 2 IN I 


La réciproque est fausse. En effet, il y a des suites faiblement con- 
vergentes qui ne sont pas fortement convergentes. Soit H un espace 
de Hilbert avec la base orthonormée {e,}. Considérons la suite {ep} 
des vecteurs de la base. Pour tout x € H on a (ep, x) — 0 pour k — oo, 
car ce sont les coefficients de Fourier du vecteur x. Comme H est auto- 
dual, e, — 0 faiblement pour k —> co. 

D’autre part, pour n Æ m, 


2 — — 
|| en — lm Il TT (en — fms Cn — em) = 2. 
Par conséquent, {e,} n’est pas une suite de Cauchy, ce qui revient à 
dire qu'elle n’est pas convergente dans H. 
Théorème 2. Toute suite {x,} faiblement convergente est bornée. 


Démonstration. La suite {(x,, f)} est bornée pour toute 
f E€ X*. Or, x, € X peut être assimilé à un élément de X**, i.e. à 
une fonctionnelle linéaire. En vertu du principe de la borne unifor- 
me, la suite {|| x, I|} est bornée, ce qu’il fallait démontrer. 


Exercice 1. Soient {zn} c H, {yn} © H. Supposons que 
Zn —> + fortement et que y, —> y faiblement pour n — co. On a alors 


(Ens Yn) > (z, y). 


Théorème 3. Si X est de dimension finie et x, — x, faiblement pour 
n — œo, alors £, — Xp pour n —> œ. 


Démonstration. Soit {e;} une base dans X. Alors x, = 


mı m 
= D Ee; et x, = D Ee; Choisissons dans X* une fonction- 
i=t i=1 


nelle linéaire f; telle que (e;, fi) = Ô; où i, 1 —1,..., metô,; 
est le symbole de Kronecker. Alors par définition 


ns fi) = Ei —> (to, fi) = El, n — 00. 


Il en est ainsi pour l = 1, 2, ..., m. Or, la convergence dans X a 
lieu par coordonnées, si bien que zn —> x, pour n —- oo. 


Théorème 4. Soit A € L (X,Y). Six, — x, faiblement pour n —> 
— œ, alors Åz, —> ÀÂx, faiblement pour n — oo. 


Démonstration. Pour toute fE Y*¥ on a 
(Az, — ÁTo, f) = (A (£n — To), f) = (£n — Lo: A*f) — 0 
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pour n —> œ, car A*f € X* (voir la définition de A* dans le n° 3.14). 


Théorème 5. Pour que la suite {x,} converge faiblement vers xo, 
il faut et il suffit que 

1° {I| x, ||} soit bornée ; 

2° pour toute f d'un ensemble dense dans X* il y ait (£n, f} — 
—> (£o, f} pour n — oo. 


La démonstration découle immédiatement du théorème de Banach- 
Steinhaus, à condition d’assimiler les x, aux fonctionnelles linéai- 
res sur X*. 


Définition. On dit que l’ensemble M & X est faiblement borné 
si pour toute f € X* l’ensemble de nombres {(x, f), x € M} est 
borné. 


Exercice 2, Montrer que tout ensemble borné est faible- 
ment borné. 
La réciproque est aussi vraie: 


Théorème 6. Tout ensemble faiblement borné dans l'espace de Ba- 
nach est borné. 


Démonstration. Supposons que M soit faiblement borné 
sans être borné. Il existe alors une suite {zn} € M telle que || x, I| > 
> n?. Considérons {x,/n}. Pour toute f € X* 


/3n + 
K 
Autrement dit, z/n —> 0 faiblement pour n —> ©. Il ressort alors 


du théorème 5 que {x,/n} est bornée, ce qui contredit l'inégalité 
|| zan || >n. Le théorème est démontré. 


<Ž sup | (z, l—+0, n—+ 00 
n è XEM 


Théorème ? (Mazur). Six, —> xo faiblement dans l’espace de Ba- 
nach X pour n — oœ, il existe une suite de combinaisons linéaires con- 
veres de points X, 

n 


n 
Trn = 2 ŒnnTh C2 Onk = 1, Anr > 0), 


telle que Th —> Xo fortement pour n — o. 


Ce théorème est démontré par exemple dans [35]. 

Une variante moins restrictive du théorème, qui ne suppose pas 
que les combinaisons linéaires soient convexes, sera démontrée tout 
de suite. Soit L l'enveloppe linéaire de la famille {z}} (voir la dé- 
finition 2 du n° 6.6, chap. I). Si le théorème est faux, on a zo Ẹ L. 
Alors, d’après le corollaire 2 du théorème de Hahn-Banach (voir 
n° 1.3), il existe une f € X* telle que (zo, f) = 1, (xx, f) = 0. Par 
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conséquent, (zn, f) ne tend pas vers (x,, f) pour n — œœ cet la suite 
{xn} ne converge pas faiblement vers x, pour n — œ. La contradic- 


tion obtenue montre que x, € L, d’où la proposition. 
Citons encore un résultat dont on trouve la démonstration 
dans [4]: 


Théorème 8. Soit X un espace de Banach uniformément convexe, et 
soit {2n} ŒC X. Si £n —> £o faiblement pour n — œ et ||x, || — 
— || à, ||, alors x, — x, fortement pour n —- œ. 


$ 3. Opérateurs adjoints et auto-adjoints 


En algèbre linéaire on étudie les opérateurs linéaires adjoints et 
auto-adjoints dans les espaces euclidiens et unitaires. Transportées 
dans un espace de dimension infinie, ces notions s’enrichissent consi- 
dérablement. Par exemple, bon nombre d'opérateurs de physique 
mathématique s’avèrent auto-adjoints ; la mécanique quantique se 
laisse décrire en termes d'opérateurs auto-adjoints dans un espace 
de Hilbert complexe. 


3.1. Définition d’opérateur adjoint. Soit AEL (X, Y). Ecrivons 
l'expression 
(Ax, f}oùxeX, EYF. 
Définissons maintenant une fonctionnelle ọ telle que 
p (x) = (x, p) = r, f). (1) 
Notons quelques propriétés de : 
1° D (9) = X; 
2° ọọ est linéaire, car 
P (at -H Aao) = (A (Qızı + Got), f) = 
= Qy (Azı, f) + Qa (Aza, f) = aP (£1) + QP (£2); 
3° @ est bornée, car 
|o (z) | = |z, f) |< Az ISIA e 


On a donc ọ € X*. De cette façon, à toute f € Y* correspond, 
d’après (1), un élément ọ € X*. Autrement dit, on a un opérateur 
linéaire continu ọọ = A*f. C’est précisément l'opérateur A* € 
E€ £ (Y*, X*) qu'on appelle opérateur adjoint de À. 


Lemme. Si A € L (X, Y), alors || A* || = [|A ||. 


Démonstration. En vertu de la propriété 3° on a d’après 
la définition de la norme d’une fonctionnelle linéaire 


lels A III, ie. [A*s iA l 
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Ensuite, conformément au corollaire 4 du théorème de Hahn- 
Banach, pour tout x, tel que Az Æ Q il existe une fonctionnelle 
fo E€ Y* telle que || fo || = 1 et que (Azo, fo) = I| Ax, Il. I en res- 
sort que 


| Axo I| = [Azo fo) Go AŽ fo] S 
| < IA I o I Ilzo I = HA II £o I 
d'où |A |< I 4* ||. On a donc || A* || = || A ||. 


Citons quelques exemples d'opérateurs adjoints. 

Exemple 1. Supposons que X et Y se confondent avec l’es- 
pace euclidien £” de dimension n. Considérons l’opérateur linéaire 
— , — n — n 

y = Axr (z= (n y = (it), 
4 (2) 
N; = > aijn i=1,...,n. 
Soit z = (Cr) E€ (E”)* = E”. Alors, puisque l’action d’une fonction- 
nelle z sur un Sément Ax d’un espace de Hilbert a pour expression 
leur produit scalaire, on a 
\ n 


(Ax, z) = (Áx, z) = > CG > ( D aij) G — 
= J— 


i= 


n 4 


— à (D aiti) E= (x, A*z)= (£, A2), 


i= { 


où l'opérateur w = A%z se définit par les égalités 
n 


W; = 2 a Qib j—=1,...,n, 
iZi 
ce qui revient à dire que l'opérateur A*¥ se définit par la transposée- 
de la matrice de A. 

Exemple 2. Supposons que X et Y se confondent avec l’es- 
pace unitaire U” des colonnes complexes de dimension n. Soit A 
l'opérateur linéaire défini par les formules (2) dans lesquelles a;; 
sont maintenant des nombres complexes. 

On a comme dans l'exemple 1 


S n 


(Ax, 2) = D Mh= À D (à aijt) G = 


£ J=1 
= 2 3 D aibi = (x, A2) 
J= 1— 


(la barre désignant le conjugué complexe). L'opérateur w = A *z 
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se définit alors comme suit: 


Par conséquent, A* se définit par la matrice adjointe (transposée de 
la conjuguée) de À. 


Exemple 3. Soient X = Y = £, la, b]. Considérons l’opé- 
rateur intégral y = Krz: 


b 
y (t) = | K (t, s) z (s) ds 


de noyau K (t, s) continu dans le carré [a, b] x [a, b]. Bornons-nous 
à considérer le cas réel. On a l'égalité 


(Kx, 2) = | {| K (t, s) z (s) ds} z (t) dt = 


=f T K (t, s) z (t) } æ (s) ds = (x, K*z}. 


Par conséquent, l'opérateur adjoint œ = K*z est lui aussi un 
opérateur intégral: 


b 
o (t)= È K (s, t)z (s) ds, 


et son noyau est le transposé du noyau de l'opérateur K (t, s). Notre 
but étant d étudier les opérateurs auto-adjoints, nous nous bornerons 
en attendant à ces quelques exemples. 


3.2. Opérateurs auto-adjoints. Soit Æ un espace de Ililbert com- 
plexe. (Le cas réel s’y réduit par la complexification.) 


Définition. L'opérateur A € £ (H) s'appelle auto-adjoint (ou 
hermitien) si A*¥ = À, i.e. si À se confond avec son adjoint. 


Conformément à cette définition, À est un opérateur auto-adjoint 
si pour deux éléments quelconques x, y€ H ona 


(Az, y) = (x, Ay). (1) 


La possibilité d’« envoyer» À d'un facteur à l’autre permet 
d'étudier en détail la classe des opérateurs auto-adjoints. Cette pos- 
sibilité est d'autant plus précieuse que les opérateurs auto-adjoints 
se trouvent des emplois très nombreux, notamment en mécanique 
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quant igue. Nous allons examiner quelques exemples élémentaires 
d'opérateurs auto-adijoints (voir Jes exemples 1, 2, 3 du n° 3.1). 

Exemple 1 (CL. l'exemple 1 du n° 3.1). Considérons dans £” 
l'opérateur linéaire À défini par les égalités (2). Il est auto-adjoint 
si et seulement si a;; = a;;, i.e. si la matrice (a;;) est symétrique. 

Exemple 2 (cf. exemple 2 du n° 3.1). L'opérateur À défini 
par les égalités (2) dans l’espace unitaire U” est auto-adjoint (her- 
mitien) si et seulement si a;; = aji 

Exemple 3 (cf.l exemple 3 du n° 3.1). L'opérateur intégral 
K est auto-adjoint dans £» la, b] si et seulement si son noyau est 
symétrique, i.e. Si K (t, s) = K (s, t). 

Démontrons maintenant quelques théorèmes sur les propriétés des 
opérateurs auto-adjoints. 


Théorème 1. Soient À et B deux opérateurs auto-adjoints dans H, 
et soient œ, PB deux nombres réels; alors a A + BB est un opérateur 
auto-adjoint dans H. 


Démonstration. Puisque le produit scalaire est linéaire 
et que À, B sont auto-adjoints, on obtient conformément à la dé- 
finition de l'opérateur «À + BB 


((aA + BB) x, y) = (aAx + BBxr, y) = a (Ax, y) + B (Bz, y) = 
= qa (x, Ay) + P (x, By) = (x, aAy + BBy) = 
= (x, (aA + PB) y). 


Théorème 2. Soient A, B deux opérateurs auto-adjoints. L'opéra- 
teur AB est auto-adjoint si et seulement si À et B sont permutables. 


Démonstration. Elle découle de l'égalité 
(ABr, y) = (Br, Ay) = (x, BAy). 
Théorème 3. Si À est auto-adjoint, le nomtre (Ax, x) reste réel 
pour tout x € H. 


Démonstration. (dx, x) = (x, Aa) = (Ax, x). Le nom- 
bre complexe LAr. x) se confond avec son conjugué complexe, ce qui 
veul dire quil est réel. 


Théorème 4. Si A esi un opérateur auto-adjoint, on a 


|4 I| = sup |(4x, x)|. 
IRAES 
Démonstration. Soit ca = sup |(Ax, x) |. En vertu 
xl L1 
de l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski et en accord avec la proprié- 
té de la norme d’un opérateur linéaire, on a ca = | (At, x) | < 
< Az | zls 14 1 Done 


< |A |l. (2) 
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Démontrons maintenant l'inégalité inverse || À || < ca qui prou- 
vera que le théorème est vrai. 
Remarquons d’abord qu'on a pour tout x EH, x ÆÛ 


| | (4x, a) |< ca x |P. (5) 
En effet, si [x | 1, on a 
| | (Ax, x) | < CA: 


Six 0, alors (A GI , DT) < c4. Puisque À est linéaire, on retrouve 


(3) d’après la propriété 3° du produit scalaire. 
Considérons à présent les identités 
(A (x + y), x + y) = (Ax, x) + (Ax, y) + (4y, x) + 4y, y) = 
BE = (4x, x) + 2Re (Ax, y) + (4y, y), 
(4 (£ — y), (x — y) = (Ax, x) — 2Re (Ax, y) + (4y, y). 
Nous avons utilisé le fait que 
(Az, y). (åy, à) = (4x, y) + (y, Aa) = 


= (Ax, y) + (Ax, y) = 2Re (Ax, y), 


où Re À'est la partie réelle du nombre complexe À et À est le conju- 
gué complexe de À. Retranchant la seconde identité de la première, on 
obtient 


Re (Az, y) = (À (x + y), £ + y) — (4 (x — y), x — y). 
Faisant la majoration en module et utilisant l'inégalité (3) et léga- 
lité du parallélogramme, on en déduit 
4 | Re (4x, y) |< | (4 (x + y), x + y) | + 

+ | (4 — y), x —y)1< ca (x + y lP 
+ [ax — y IP) = 204 (a IP 4 y I) 
Soient maintenant [| x || = [| y || — 1. Alors 
| Re (Ax, y) |S ca. (4) 

Soit x, || x |< 1, tel que Az +0. Posons dans (4) y = 

= Ax/|| Az ||. Il vient 


| (Az, Ax) | 


l| Ax I| LCA; i.e. Il Ax [Sca 


Il en est de même à fortiori si Ax = 0. Passant dans l'inégalité 


[Ax H ca à sup et appliquant la définition de la norme d’un 
x < 1 

opérateur linéaire, on obtient || À [| < c4. Compte tenu de (2), on 

obtient || À || = c4, ce qu'il fallait démontrer. 
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3.3. Opérateurs positifs. Inégalités. Montrons que l’ensemble des 
opérateurs auto-adjoints de £ (H) peut être muni d’une relation 
d'ordre partiel «est supérieur ou égal ». 


Définition 1. On dit que l'opérateur auto-adjoint À est positif, 
A > 0, si (Ax, x) > 0 pour tout x € H. 


Exercice 1. Montrer que pour deux opérateurs À, > 0, 
A,>0 et deux scalaires À, > 0, À, > 0 on a 44; + A4, > 0 


Lemme Í. Tout polynôme d'un opérateur positif à coefficients nu- 
mériques positifs est lui-même un opérateur positif. 


Démonstration. Soit À = 0. Considérons un opérateur 
n 


de la forme F, (4) = > a,A%, où tous les ap > 0. On a A° =T 
k=0 

par définition, si bien que ÀA° œ 0. On a ensuite 47° => 0 même 
pour un opérateur auto-adjoint quelconque, car (Ax, x) = 
= (Ar, Ar) > 0; (Ale, x) = (Ay, y) > 0 (ici y = Ax), de 
sorte que A°"+#1=> 0. Ainsi donc, tous les A* > 0. 

La démonstration du lemme se termine en appliquant le résultat 
de l'exercice 1. 


Lemme 2. Pour A > 0 on a l'inévalité généralisée de Cauchy- 
ET D 
Bouniakouski 


| (Ar, y) | <V (Ar. £V (Ay, y). 


Démonstration. Soit fx, yl = (Ax, y); alors.lx, y} \pos- 
sède les propriétés suivantes: 

4 [r, rl > 0; 

29 [x, yl = y, zl; 

30 far, yl = à (x, yl, où À est un nombre complexe arbitraire ; 

40 [xi + as, y] = Las, y] + les, yl. 

Ce sont les propriétés classiques d’un produit scalaire, avec une 
seule exception: [0, 0] = 0 mais la nullité [x, xl = 0 n'implique 
pas que < = 0. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la 
démonstration de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski (voir 
n° 5.2, chap. I) utilise seulement les propriétés 1° à 49. 

Ainsi donc, la proposition du lemme, écrite sous la forme 

Iiz, IV ir, z1 V Ty, yl, 
est démontrée. 

Introduisons maintenant l'inégalité A > B pour certains couples 
d'opérateurs auto-adjoints A, B à l’aide de la définition d’un opé- 
rateur positif. 


Définition 2. Soient A, B € £ (H) deux opérateurs auto-adjoints. 
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On écrit A > B ou B <S A si A — B >È 0 (i.e. si (4x, x) > (Bx, x) 
pour tout x € H). 


Nous laissons au lecteur le soin de vérifier les propriétés élémen- 
taires suivantes. 

Exercice 2. Soient A, B, C € £ (H) trois opérateurs auto- 
adjoints. On demande de démontrer les propriétés suivantes: 

19 A > À; 

2 si A>B et B>C,;ona AC; 

3° si 4A>BetB>A,ona À =ÐB; 

49 si A >B, on a aA > aB pour a >90 et aA LaB pour 
a < 0. 


3.4. Définition générale d’opérateur adjoint. Dans ce n° et dans 
le n° suivant nous généraliserons les notions d'opérateurs adjoint et 
auto-adjoint au cas où l’opérateur en question est non borné. On 
rencontre les opérateurs auto-adjoints non bornés, par exemple, en 
mécanique quantique. Pour plus de détails, le lecteur consultera 
utilement l’ouvrage [17]. 

Soient X, Y deux espaces normés (tous deux réels ou tous deux 
complexes). Considérons un opérateur linéaire À (peut-être non 
borné) défini sur D(A) € X à valeurs dans Y. 

Donnons-nous une f € Y* et associons à tout x € D(A) l’expres- 
sion (4x, f). La correspondance ainsi définie est linéaire en x sur 
D(A). Il est naturel de se demander sous quelles conditions elle dé- 
finit une fonctionnelle unique ọ € X*. 

Commençons par l’unicité. 


Lemme. Pour que la représentation 
(Ax, f) = (x, Ẹ) (1) 
soit unique pour tout x € D(A) (avec ọ € X*), il faut et il suffit que 


D(A) = X. 

Démonstration. La condition est nécessaire. Supposons 
que D(A) = X. Conformément au corollaire 3 du théorème de Hahn- 
Banach, il existe une @, € X*, Qo = 0 et telle que (x, Po) = 0 pour 


tout x € D(A). On obtient alors, en plus de (4), la représentation 
(Ax, f) = (x, P + Po? 


(pour tout x E€ D (A)), si bien que la représentation (1) est non uni- 
que. Autrement dit, l'hypothèse D (4) = X est fausse et D (A) = À. 


La condition est suffisante. Soit D (4) = X. Si (4x. f) = 
= (z, 1) = (z, P2), alors (z, @ı — P2) = 0 pour tout x € D (A), où 
D (A) est dense dans X. Toujours d’après le corollaire 3 du théorème 
de Hahn-Banach. on a q, — @, = 0, i.e. la représentation (1) est 
unique. Le lemme est démontré. 


$ 3] OPÉRATEURS ADJOINTS ET AUTO-ADJOINTS 207 
qq PP 


Il sera admis désormais que D (A) = X. Soit f € Y*. Est-ce que 
€ X* existe? Par exemple, si f = 0, on a ọ = 0. L'expression 
(Ax, f) définit une fonctionnelle linéaire @ pour toute f € Y* mais 
œ@ peut s'avérer non bornée, i.e. extérieure à X*. Considérons l’en- 
semble D* œ Y* des f € Y* représentables sous la forme (1) pour 
pE X*. 

Exercice 1. Montrer que D* est une variété linéaire dans Y*. 

A chaque f € D* œ Y* correspond maintenant un élément dé- 
terminé @ € X* (conformément à la représentation (1)). Cela revient. 
à définir un opérateur @ = A*f défini sur D (A*) = D'CY* à 
valeurs dans X* : l’opérateur A* est dit adjoint de À. 

Exercice 2. Montrer que À* est un opérateur linéaire. 

L'égalité 


(Ax, f) = (x, A*f) (2} 


reste vraie pour tout x € D (A) et pour toute f € D (A*). 
Tout ce qui précède se laisse résumer en ces termes: 


Théorème 1. Soit A un opérateur linéaire défini sur D (A) X 
à valeurs dans Y. Si D(A) est dense dans X, et dans ce cas seulement, 
il existe un opérateur linéaire injectij A* adjoint de À, défini sur 
D (A*) c Y* à valeurs dans X*. De plus, légalité (2) reste vraie, 
quels que soient x € D(A) et f € D(A*). 


Démontrons encore deux théorèmes sur les opérateurs adjoints, 


Théorème 2. Soit A un opérateur linéaire défini sur un ensemble 
D (A) dense dans l’espace normé X, à valeurs dans l’espace normé Y. 
Alors l’adjoint A* de l’opérateur À est fermé. 


Démonstration. Soit fn ED(A*)et fa — fo pour n — oo 
(dans Y*). Soit ensuite A*f, = Pn — fo pour n —> œ (dans X*). 
On a (z, p,)—> (x, Po) et (Ax, fn) — (Ax, fo) pour n —> œ, quel 
que soit x € D(A). Or, (Az, fn) = (2, Pa), d'où (Az. fo) = (£, Po): 
Autrement dit, fo E D(A*) et AŸf, = Po, si bien que A* est fermé. 
Le théorème est démontré. 


Théorème 3. Soit D(A) = X. L'égalité D(A*) = Y* est vraie 
si et seulement si À est borné sur D(A), auquel cas on a de plus A* € 
EL (YF, X*) et || A* i = A Il 


Démonstration. Lacondition est nécessaire. Soit D(A *) = 
= Y*, ce qui revient à dire que l'expression ( Az, f) définit pour 
toute f€ Ÿ* une fonctionnelle bornée dans X*. Autrement dit, 
l’ensemble M = A {D (4) N S, (0)} (image par À de l'intersection 
de D(A) avec la houle unité) est faiblement borné. Un tel ensemble 
est donc borné (voir le théorème 6 du n° 2.9), i.e. il existe une cons- 
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tante c œO telle que || Az || < c pour tout x ED (4) NS, (0). Il 
èn découle que À est borné sur D (A) (voir n° 1.5 du chap. IHI). 
La condition est suffisante. Soit À borné sur D(A); alors (Ax, f) 
est borné en x € D(A) sur chaque ensemble borné pour toute f € Y*, 
i.e. D (A*) = Y*. En outre 
| x, Aff) | = | Az, f)I< A I I i 


En accord avec la définition de la norme d’une fonctionnelle li- 
néaire, 

A*I SIA fh Le. A*S HA TE: 

Montrons que l'inégalité inverse est vraie. D'après la définition 
de la norme d’un opérateur linéaire, pour tout € > 0 il existe un 
Za, avec || z, | = 1, tel que || Axe, | > || À || — e£. Ensuite, con- 
formément au corollaire 4 du théorème de Ilahn-Banach, il existe 
une f, € Y* telle que || fe | = 1 et (Az, fe) = |! Az, ||. On a donc 


AY > HA“ > | Ge, A*f,) | = 


D'où || A* | > || À || et donc || A* | = || À ||. Le théorème est 
complètement démontré. 


3.5. Définition des opérateurs symétrique et auto-adjoint. Dans 
l’espace de Hilbert H, considérons un opérateur linéaire À défini 
sur un ensemble D(A) dense dans H. Soit A* l’adjoint de À. 

Définition 1. Si D (A*) = D (À) et si A*x = Ax sur D (A), 
i.e. si A* est une extension de À, on dit que À est un opérateur sy- 
métrique. 

Remarque. Puisque D (4) = H et D (A*) >D (A),ona de 
même D (A*) = H ; il existe donc (voir le théorème 4 du n° 3.4) un 
opérateur (A*)* = A** qui est fermé (voir le théorème 2 du n° 3.4). 

Nous n’examinons pas ici la théorie des extensions auto-adjoin- 
tes d'opérateurs symétriques. Une de ses applications importantes 
est la théorie des opérateurs différentiels (voir [20], [8], [17)). 


Définition 2. Si A = A*, on dit que l'opérateur linéaire À est 


auto-adjoint. 
En vertu de ce qui précède, tout opérateur auto-adjoint À est 


fermé, D (A) = H et, pour tous x, y € D (A), on a toujours 
(4x, y) = (x, Ay). (1) 
Les propriétés des opérateurs auto-adjoints bornés étudiées dans 
le n° 3.2 restent partiellement valables dans le cas général envisagé 
ici. 
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Exercice 1. Soient A, B deux opérateurs symétriques (auto- 
adjoints) dans H définis sur un ensemble commun D, et œ, P deux 
nombres réels. Alors «À + BB est un opérateur symétrique (auto- 
adjoint) (voir le théorème 1 du n° 3.2). 

Exercice 2. Soit À un opérateur symétrique dans H. Alors 
le nombre (Ax, x) est réel pour tout x € D(A) (voir le théorème 3 
du n° 3.2). 

Il y a aussi d’autres notions qui restent valables dans le cas des 
opérateurs symétrique et auto-adjoint: ce sont celles d’opérateur 
positif et d'ordre partiel (pour les opérateurs ayant même ensemble 
de définition). 


3.6. Opérateurs de projection orthogonale. Examinons de plus 
près un cas particulier d’opérateur auto-adjoint borné, à savoir: 
l'opérateur de projection orthogonale, ou orthoprojecteur. Dans le texte 
qui suit, les opérateurs de ce type sont appelés projecteurs tout court. 

Soit M un sous-espace de l’espace de Hilbert H. D’après le théo- 
rème de Riesz (voir n° 6.3 du chap. I), à tout élément x € H corres- 
pond un élément et un seul y € M qui représente la projection ortho- 
gonale de x sur M. Il existe donc un opérateur y = Pz défini dans H. 

Exercice 1. Montrer que x € M si et seulement si Pz = x. 

Soit maintenant M1 le supplémentaire orthogonal de M (M1— 
= {z€ H: z1 M}, et soit z la projection orthogonale de x sur M1. 
Il existe alors le projecteur de H sur M+, égal à I — P, si bien que 
z = (I — P) x (rappelons que x = y +z, où yE M et z€ MŁ). 

Exercice 2. Montrer que x € ML (i.e. que x | M) si et seu- 
lement si Pz = Q. 

Enumérons les principales propriétés des projecteurs: 

1° Tout projecteur P est un opérateur linéaire défini partout 
dans À à valeurs dans H. Soit en effet x = x, + Azo, où À, et 
?.. sont deux scalaires. Soient de plus 


z=y+z, où yEM, zEMS, 
tı =Y + où y EM, z EM, 
To = Ya H Zo OÙ YEM, 2: € MA. 
On a alors y +2 = (MY + Aaya) + (Zi + Aoza), où Ayi + 
+ Àoÿo E M et À + Aoza € MA. Donc, y = AY F Aaya, L.e 
P (Mizi + hote) = Pri + Pro. 
Donc, P est linéaire. 
29 PE £ (H), avec ||P | = 1 pour M = {0}. Appliquons le 
théorème de Pythagore: 
Ie I? = |] Pz I? + I E — P) z IP. 
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I s'ensuit que || Pz ||? < || x |, donc que || Px |< [x [et P I| < 
< 1. Soit maintenant M = {0}. Prenons un x, € M tel que || x, || = 
= 1. On a alors 1 = || zo || = || Pro I| ILP IIl zo I| = I| P Il. Des 
inégalités || P || < 1, || P || > 1 il découle que || P || = 1. 

39 P? = P. En effet, prenons n'importe quel xz € H ; on a Pz € 
E€ M, d'où P(Px) = P?x = Pr. 

4° P est auto-adjoint. Soient un effet x,, £ € H, zti = y, + 2, 
Lo = Yə + Zə; Y1, Ya E M ; Z4, Z2 € MŁ. On a alors 


(Pazi, Lo) = (Yı, Yo + 22) = (Yis Ya) + (Yis 22) = 
= (Yi, Yo) = (Yı + Zis Yo) = (£1, Proe 


Ici (Y4, Z2) = 0, car y, € M et z € M1; de même (z4, Ya) = 0. 
5° Pour tout z € H on a (Px, x) = || Px |, d’où (Px, x) > 0. 
En effet, d’après les propriétés 3°, 49 
(Px, x) = (P?x, x) = (Px, Px) = || Pz |P > 0. 


6° On a x € M si et seulement si || Px || = || x ||. Cette propriété 
découle du théorème de Pythagore (voir 2°), 

79 (Px, x) < || x ||? pour tout x € H. L'égalité a lieu pour Px = 
= x (i.e. pour x € M) et dans ce cas seulement. 

Démonstration. (Pr, z)< || Pz || ll || < II Piili æ I? < 
< || z |? Si (Px, x) = (x, x), alors, d’après 5°, on a || Px |? = 
= || z |, ie. || Px || = |l z ||, d’où (voir 6°) x € M. 

Démontrons enfin la proposition suivante: 


Théorème. Soit A un opérateur auto-adjoint dans H tel que A? = 
= À, Alors À est projecteur sur un sous-espace M c H. 


Démonstration. Considérons l’ensemble 
M = {x: Ax = x}. 
Puisque À est borné, M est fermé. Montrons que À est un projecteur 
sur M. Prenons un x € H et mettons-le sous la forme x = Ax + 


+ (x — Az). 

Montrons que Ax € M et que x — Ax € Mt. La première rela- 
tion est évidente, car A(Ax) = A?x = Ax. Ensuite, on a pour tout 
u € M 
(x — Ax, u) = (x, u) — (Ax, u) = (x, u) — (x, Au) = 

= (x, u) — (x, u) = 0, 
l.e. 
x — Ax € MŁ. 


Le théorème est démontré. 
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3.7. Relations entre sous-espaces en termes de projecteurs (voir 
[211). Voyons d’abord comment se définit la relation d’inclusion 
de deux sous-espaces. 


Théorème 1. Soient P}, Pa deux projecteurs sur les sous-espaces 
M,, M, respectivement. Les cinq conditions suivantes sont équivalentes : 


1° M, € M,; 
29 P P, = P, ; 
30 P,P, = P;: 


4° || Paz NI Pix || pour tout x EH; 
90 (Pax, x) < (Px, x) pour tout x € H. 


Démonstration. Puisque (Pz, x) = || Px ||? (voir la pro- 
priété 5° des projecteurs), les conditions 4° et 5° ci-dessus sont équi- 
valentes. On peut donc adopter le schéma de démonstration suivant: 
19 = 20 = 39 = 40 > 10, 

Supposons que 1° soit vraie. Alors pour tout x € H on a P,x € M, 
donc Pax € M; on a alors P,P,x = Paz, i.e. P Pa = P3. 

Supposons que 2° soit vraie. Alors P,P, = P5P? = (P,P.,)* = 
= Pi = P.’ 

Supposons que 3° soit vraie. Alors pour tout z € H, 


I| Pax || = Paoli || < Il Pa I| Par IIS II Paz I. 
Supposons que 4° soit vraie. Si x € M., alors || x || = || Paz || < 
< || P,x || < |z ||, d'où || Piz || = || zx ||. En vertu de la propriété 


6° des projecteurs, on a alors x € M,, d’où la propriété 1° ci-dessus. 
Le théorème est complètement démontré. 
Passons à la relation d’orthogonalité de deux sous-espaces. 


Définition. Deux projecteurs P}, Pa sont appelés orthogonaux 
(notation abrégée PĮ Po) si P,P, = 0 


Corollaire, Si P LP», on a de même P, P.. 
En effet, si 0 = P,P,, alors 0 = (P,P,)* = P3P% = P,P,, i.e. 
P, 1 P}. 


Théorème 2. Soient P, P, deux projecteurs sur les sous-espaces 
AT,, Ma respectivement. On a M, 1 M, si et seulement si P} 1 P.. 


Démonstration, Si P,P, = 0, alors pour tous x, € M,, 
Ze EM, on a 


(dis Lo) = (Pizti, Pate) = (£1, PPa) = 0, 


i.e. M, LM. 
Réciproquement, soit M, 1 M7,. Alors pour tout x € H on a Px € 
€ Ma, donc P,P,x = 0, i.e. P,P, = 0. Le théorème est démontré. 
Proposons-nous maintenant de traduire les opérations d'inter- 
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section, de somme orthogonale et de différence orthogonale de sous- 
espaces dans le langage des projecteurs. 


Lemme 1. Le produit de deux projecteurs est un projecteur si et 
seulement si les projecteurs multipliés sont permutables. 


Démonstration. La condition est nécessaire. Soient P4, 
P, deux projecteurs: ils sont auto-adjoints. P,P, est aussi un pro- 
jecteur, donc il est auto-adjoint. On a alors P,P = P,P, en vertu 
du théorème 2 du n° 3.2. 

La condition est suffisante. Soit P,P, = P,P,. Alors P,P, est 
auto-adjoint (toujours en vertu du théorème 2). De plus 


(PiP)? = (PP) (PiP) = P1 (PaP) Pa = 
= P, (P,P;) Pa = PiP = PaPa 


En vertu du théorème du n° 3.6, P,P, est un projecteur. Le lemme 
est démontré. 


Théorème 3. Soit P; projecteur sur un sous-espace M, (i = 1, 2). 
Si P, et P, sont permutables, P P, est un projecteur sur M, N M2. 


Démonstration. Soit P,P, projecteur sur M, et soit 
x € M. Alors x = P,P,x = P, (Pax) € M,, i.e. x € M,. Ensuite, 
x = P,P,x = P,(P,x) € M, i.e. x € Ma. On a donc z € M, N Me 
Nous avons démontré l'inclusion M € M, N Ma. 

Démontrons à présent l'inclusion inverse. Soit x € M, N Ma. 
Considérons P,P,x. Puisque z € Ma, on a Pax = x, d'où P,P,x = 
= Pz. Or, x € M,, si bien que P,x = x. Par conséquent, P,P,x = 
= x, i.e. x € M. On a donc M, NM, c M. 

Des inclusions démontrées il ressort que M = M, N Ma. Le 
théorème est démontré, 


Lemme 2. La somme d'un nombre fini d'opérateurs de projection 
P,+P; +... + Pn est un opérateur de projection si et seulement 
si ces opérateurs sont orthogonaux deux à deux, i.e. si P,P, = 0 pour 


kÆL 


Démonstration. La condition est nécessaire. Soit P, + 
+ P, + ... + P, = P un projecteur de H sur son sous-espace M. 
En accord avec les propriétés des projecteurs, 
n 
i| Pz ||? = (Pz, Px) =(P?x, x) = (Pz, x) — © (Paz, 1) = 
k=1 


= D (Pgz, x)= D (Paz, Ppt) = D || Phalle. 
k=1 hk=1 k=1 
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On a donc pour tout x € H 


2 I Paz l= || Pa ll IP 


Posons ici z= Py, où yEH. Il vient 


2 Il PkPay PI Pay IP, 


ou 


2 Il PkPay + Pig PI Pay IP. 
kÆl 


Puisque || Piy |? = || Piy IP, on a || PP || = 0 pour k Æl 

Comme y est arbitraire, il en découle que P,P, = 0 pour k Æ L. 
La condition est bien nécessaire. 

La condition est suffisante. Soient P}, ..., P, orthogonaux deux 
à deux. Il s'ensuit que 


P? = (P, + Pa t.e. + Pa)? = PE PIE... + PR — 
= P, + Pa + . -o + P, =P. 


Or, P est auto-adjoint, car c’est une somme d'opérateurs auto- 
adjoints (voir le théorème 1 du n° 3.2); donc, en vertu du théorème 
du n° 3.6, P est un projecteur. Le lemme 2 est démontré. 


Théorème 4. Soient P,, P3, ..., P, des projecteurs orthogonaux 
deux à deux, où P; est projecteur de H sur M;. Alors Pi + Pa + ... 
... + P, est projecteur de H sur la somme orthogonale des sous-espaces 
M 6 Q... Mh 


Démonstration. Supposons que P = PL+ Pa +... 
... + Pn soit projecteur de H sur un certain sous-espace M. Pre- 
nons un xE M; on a alors x = Px = P,x + Pax + ... + Pht, 
où Pz EM, k= 1,2, ..., n. (En vertu du théorème 2 on a Mp L 
L M,pourk = l.) Par définition de la somme orthogonale de sous- 
espaces, la dernière égalité signifie que x € M, @ M, @ ...@ M. 
Nous venons de démontrer l'inclusion MC M, 6 M: 6...6M,. 

Pour démontrer l'inclusion inverse, prenonsunzx € M, 6 M, @... 
... @ Mn, ie. x = x + Zo + ... + x,, où zp € Mp, et mon- 
trons que Px = x, relation équivalente à x € M. En effet, 


Pr = (Pi + Pa + es + Pr) (ti H tat oee + an) =z, 


car P;xr = x, (puisque zx € M) et P;,x; = 0 pour k Æ l, du fait 
que zı L M, pour k = l. Le théorème est démontré. 
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Lemme 3. La différence P, — P, de deux projecteurs P,, P, est 
un projecteur si et seulement si P, > P.. 


Démonstration. La condition est nécessaire. Soit P = 
= P, — P, un projecteur. Alors P, = P + P, et, en vertu du 
lemme 2, PP, = Q, i.e. 


0—=(P; — Pa) Pa = PPa — Pi = PP; — Po, 


ou P P = P,. En vertu du théorème 1 cette égalité est équivalente 
à P, > P,. 

La condition est suffisante. Soit P, > P.. En vertu du théorè- 
me 1 on a alors P,P, = P,, P,P, = P,. L'opérateur P = P, — P, 
est auto-adjoint, car c’est la différence de deux opérateurs auto- 
adjoints (voir le théorème 1). Ensuite, 


P? = (P, — P} = P? — P,P, — P,P, + P? = 
= P, — P, — P, + P, =P. 


P est alors un projecteur, en accord avec le théorème du n° 3.6. 


Théorème 5. Soit P; projecteur de H sur M;, i = 1, 2, et soit 
Pı > P. Alors l'opérateur P, — P., est projecteur de H sur la diffé- 
rence orthogonale des sous-espaces M, © M}. 


Démonstration. Soit P, — P, projecteur de H sur un 
sous-espace M. Puisque P, (P, — P.) = P,P, — P? = P,P, — P,= 
= P, — P = 0, on a P,1P, — P.. L'opérateur P, = P, + 
+ (Pı — P3) est alors, en vertu du théorème 4, projecteur de H 
sur M, = M, ® M. Par définition de la différence orthogonale, on 
a M = M, O M. 

Remarque. Si P, = 1, alors, puisque 1 > P,, pour tout 
projecteur P,, on retrouve un fait déjà connu: le projecteur 7 — P, 


réalise la projection de H sur M3 = H © M. 


Problèmes récapitulatifs 


1. Soit dans l’espace de Sobolev H11[0, 1] un opérateur A = d/dt à valeurs 
dans Z. [0, 1]. On demande de savoir son adjoint A*. 

2. Soit À (z) un opérateur défini partout dans un espace de Hilbert com- 
plexe H, à valeurs dans H. Montrer que si 


(Az, y) = (z, Ay) 
pour deux éléments quelconques x, y € H, alors 
10 A est linéaire; 
20 A est borné; 
30 A est auto-adjoint. 
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3. Soit A € Z(H) tel que A*A = AA*. Montrer que À est un opérateur 
auto-adjoint positif. 

4. Soient A, B € (H) deux opérateurs auto-adjoints. Soit de plus 
(Az, x) = (Bz, x) pour tout x € H. Montrer que À = B. 

5. Montrer que la forme quadratique (Az, x) d’un opérateur linéaire A 
défini partout dans un espace de Hilbert complexe H, à valeurs dans H, est 
réelle si et seulement si À est auto-adjoint. 

.6. Chercher les matrices de tous les projecteurs dans E*?. 

7. Deux projecteurs P4, P, tels que || Pa — Pı || 1 ont leurs ensembles 
des valeurs linéairement isométriques (voir n° 3.8, chap. I). 

8. Si deux projecteurs P}, P, sont permutables mais en général non ortho- 
gonaux, l'opérateur P, + Pa — P,P est projecteur sur un sous-espace M, + M, 
qui représente une somme vectorielle de deux sous-espaces non orthogonaux en 
général. 


CHAPITRE V 


ENSEMBLES COMPACTS ET OPÉRATEURS COMPACTS 


$ 1. Ensembles compacts dans les espaces normés 


1.1. Ensemble bicompact. On connaît un théorème important 
d'analyse, dit théorème de Bolzano-Weierstrass, selon lequel de toute 
suite bornée de nombres réels on peut extraire une sous-suite con- 
vergente. 

Rappelons que par sous-suite ou suite partielle d’une suite {tn} 
on entend sa partie {ny } telle que nz+41 > nr, k = 1,2, ..., ie 


aue l’ordre de succession des éléments de {x,} reste le même dans 
(Zn, }- 

Le théorème de Bolzano-Weierstrass se laisse généraliser facile- 
ment pour tout espace de Banach X de dimension finie. Il suffit de 
se donner une base dans X et de considérer l’espace de Banach des 
coordonnées correspondant qui, en vertu de l’équivalence des nor- 
mes, peut être identifié à l’espace euclidien £”. Puisque le théorème 
de Bolzano-Weierstrass a lieu dans Æ” (voir [12]), il a lieu aussi 
dans X. 

Si l’espace de Banach considéré est de dimension infinie, le théo- 
rème de Bolzano-Weierstrass cesse d’avoir lieu. En effet, prenons un 
espace de Hilbert et choisissons dans cet espace une famille ortho- 
normée de vecteurs {e,}. La suite des vecteurs de {e,} est bornée 
mais n’est convergente ni dans sa totalité, ni dans sa partie quelcon- 
que. (Démontrer ce fait au moyen du critère de Cauchy.) 

Or, vu l’importance de la propriété décrite par le théorème de 
Bolzano-Weierstrass, il est utile de définir les cas où le théorème en 
question a lieu malgré tout. Voici une définition importante: 


Définition. Un ensemble W de l’espace de Banach X est dit 
bicompact si de toute suite {zn} Œ W on peut extraire une sous- 
suite convergente dont la limite est dans W. 


Cette définition donne lieu à quelques corollaires: 
Corollaire 1. Tout ensemble bicompact est borné. 


Supposons le contraire: il existe alors une suite {x,} Œ Wẹ telle 
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” 


que || zn || >n. Or, ceci est impossible, car W est bicompact. Il 
s'ensuit que W est borné. 


Corollaire 2. Tout ensemble bicompact est fermé. 


En effet, si {zn} € W et £n — zo pour n —> œ, alors z EW, 
car la suite {x,} est sa propre sous-suite, puisque W est bicompact. 
Autrement dit, WẸ est fermé. 

Il est naturel de se demander si tout ensemble borné et fermé W 
est bicompact ou non. Il est clair que dans le cas général la réponse 
est négative. Dans l'exemple ci-dessus, l’ensemble {e,} des vecteurs 
d’une famille orthonormée dans l’espace de Hilbert. est borné et 
fermé sans être bicompact. 

Dans tout espace de Banach de dimension finie tout ensemble infini 
fermé borné est bicompact. 

C'est une variante un peu plus forte du théorème de Bolzano- 
Weierstrass. Si {x,} est une suite d'éléments d’un tel ensemble, elle 
est bornée et a tous ses points d'accumulation (limites de ses sous- 
suites) dans cet ensemble, car ce dernier est fermé. 


1.2. Ensembles bicompacts et problèmes variationnels. On con- 
naît des théorèmes d'analyse en vertu desquels toute fonction con- 
tinue sur un intervalle fermé est bornée et atteint ses valeurs maxi- 
male et minimale sur cet intervalle. La démonstration de ces théo- 
rèmes est essentiellement fondée sur le fait que tout intervalle fermé 
est un ensemble bicompact. 

Les mêmes théorèmes restent vrais dans un espace de Banach, 
voire dans un espace métrique, quitte à remplacer l'intervalle fermé. 
par un ensemble bicompact. 


Théorème 1. Soit f (x) une fonctionnelle réelle non linéaire conti- 
nue définie sur un ensemble bicompact Q ; elle est alors bornée sur Q. 


Démonstration. Montrons que f (x) est majorée, i.e. qu’il 
existe une constante c telle que f (x) < c pour tout x € Q. 

Supposons le contraire : il existe alors un x, € Q tel que f (x;) > 
> 1. Il existe aussi un x, € Q tel que f (z) œ> 2, et ainsi de suite, 
jusqu’à obtenir une suite {x,} € Q telle que f (x,) >n. Puisque Q 
est bicompact, on peut extraire de {x,} une sous-suite convergente 
{En}: Soit Zn, To pour k —> œo ; puisque Q est bicompact, on a 
aussi zo € Q. Par continuité de f on a f (Tng) —> f (£o) pour k — œ, 
d’où il ressort que {f (np)? est bornée. Or, on a en même temps 
f (2n) > nn, i.e. f (np) — oo pour k — œ. Contradiction. Il en ré- 
sulte que, contrairement à l’hypothèse, f (x) est majorée. 

On démontre d’une façon analogue que f (x) est minorée. Le théo-- 
rème est démontré. 
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Théorème 2. Soit f (x) une fonctionnelle réelle non linéaire continue 
définie sur un ensemble bicompact Q. Il existe alors xi EQ, x? €Q 
tels que 


f (£o) = inff(x), f(x) = sup f (x). 
xEQ xEQ 


(En d’autres termes, f (x) présente un minimum et un maximum 


sur Q.) 

Démonstration. Soit sup f (x) = m. Il s’agit de mon- 
trer que ce suprémum est atteint. D'après la définition de sup, il 
existe pour tout n un x, € Q tel que m — L< f (£a) < m. Il s'en- 


suit que f (x,) — m. Puisque Q est bicompact, il existe une sous- 
suite {£n,} qui converge vers un zo € Q. On a par continuité f (£n) > 
—> f (£o) pour k — œ. Or, on a en même temps f (£n,) — m pour 
k — œ. La limite étant unique, on a m = f (x,). Nous venons de 
montrer que f (x) atteint sa valeur maximale sur Q. 

On montre d’une façon analogue l'existence d’un minimum de 
f (x) sur Q. Le théorème est démontré. 

Utilisant le théorème 2, donnons un exemple d'ensemble fermé 
et borné mais non bicompact. 

Exemple. Soit un espace réel X = C [0, 1]. Considérons 
l’ensemble 


M = {x (DEC [0, 4]: z (0) =0,r(1)=1, [IL <1}. 


Cet ensemble est borné et fermé. (Vérifier !) Considérons sur A7 une 
1 


fonctionnelle f (x) = fe (t) dt. Elle est continue: en effet, si 
0 
Ln (t) —> Zo (t) uniformément pour n —> oo, on a f (x,) —> f (xs) pour 
n —> œ. Or, f (x) n’atteint pas sa borne inférieure sur M. Considérons 
1 


en effet les fonctions x, (t) = t”. On a f (£n) = | t?” dt = 
0 


1 
2n + 1’ 
1 
donc inf f(x) = 0. Admettons que E (t) dt = 0. On a alors 
M 


0 
£o (t) = 0 sur [0, 1]. (Si x, (t) == 0 même en un seul point quelcon- 
1 


que, on a par continuité | zett) dt œ 0.) Il s'ensuit alors que x, (1) = 


0 
= 0 Æ 1, donc que zo (t)¢ M. En d’autres termes, M n'est pas 
bicompact. 
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1.3. Ensembles compacts dans les espaces normés. Critère de Haus- 
dorff. 


Définition. On dit qu’un ensemble M de l’espace normé X est 
compact si de toute suite {zn} € M on peut extraire une sous-suite 
de Cauchy. 


Remarquons que si X est un espace de Banach, alors, puisqu'il 
est complet, la suite de Cauchy converge dans X vers un élément 
£o € X, sans qu'il y ait nécessairement x, € M. Ainsi donc, la no- 
tion d'ensemble compact est plus faible que celle d'espace bicom- 
pact. Citons un résultat intéressant : 


Théorème 1. Un ensemble compact dans un espace normé est bi- 
compact si et seulement s'il est fermé. 


Démonstration. La condition est suffisante. Soit M un 
ensemble compact fermé. Prenons {zn} € M. Soit {x,,} sa sous- 
suite de Cauchy. Elle a comme limite x, € M, car M est fermé. 
Donc M est bicompact. 

La condition est aussi nécessaire, car tout ensemble bicompact 
est fermé. 

Passons maintenant au critère de Hausdorff. Il est fondé sur une 
définition importante: 


Définition. Soient un espace normé X et un ensemble M c X. 
Prenons £ = 0. L’ensemble M, s'appelle e-réseau de M si pour tout 


x€ M il existe un x € M, tel que x — z || < e. 
La notion de e-réseau d’un ensemble M admet une interprétation 
géométrique. Soit M, un e-réseau de M et x € M. Prenons une 


boule S, (x). Alors ME U S,(x). Cela signifie que M est contenu 
x EM, 
dans la réunion des boules de rayon s ayant leurs centres aux points 
de l’ensemble 17.. Autrement dit, le système de ces boules couvre M. 
On dit que l’e-réseau est fini si M, est un ensemble fini (i.e. si 
M, se compose d’un nombre fini d'éléments). 


Théorème 2 (Hausdorff). Un ensemble M de l’espace normé X est 
compact si et seulement si pour tout e >Q il existe dans X un &-ré- 
seau fini. 

Démonstration. La condition est nécessaire. Soit M com- 
pact. Prenons un & œQ. Il s’agit de montrer qu'il existe un s-ré- 
seau fini. 

Prenons un x, € M. S'il se trouve que || x — x, || < £ pour les 
autres x € M, alors M, = {zı} (i.e. l’e-réseau se réduit à un élément 
unique zı). Supposons qu'il n’en soit pas ainsi. Il existe alors un 
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élément x, € M tel que || x, — x, || > €. S'il se trouve que || x — 
— zı || < £ ou que || z — z || < € pour tout x € M, alors {x,, xa} 
est un g-réseau. 

Répétant ce procédé, ou bien on tombe à un n-ième pas sur un 
e-réseau fini {£1, Zo, .. . Zn} € M, ou bien on n’en trouve aucun. 
Dans la seconde éventualité on a une {x,} € M telle que || z, — 
— Zm || > € pour tous n, m tels que n =Æ m. Ce n’est pas une suite 
de Cauchy, et on ne peut pas en extraire une sous-suite de Cauchy: 
or, cela est impossible, car M est compact. Autrement dit, la deuxiè- 
me éventualité est à exclure. Il existe donc un e-réseau fini. Bien 
plus, tous ses éléments appartiennent à M. 

La condition est suffisante. Supposons démontré que, pour tout 
e€ œ> 0, il existe dans M un e-réseau fini M ,. Prenons une suite {e,} 
qui tend vers zéro. Pour tout €, il existe un g„-réseau fini de M. 
Posons 

Me, = Un Trés ee Enp) 
(M ., se compose de k, éléments). Pour montrer que M est compact, 


choisissons une suite quelconque {xz } Œ M et montrons qu’on peut 
en extraire une sous-suite de Cauchy. Prenons Me, Alors M c 


ki 
c U Se, (£1,), i.e. M est couvert par À, boules de rayon g, ayant 
i=1 
leurs centres aux points de l’e,-réseau Mẹ, . Puisque {x,} a une infi- 
nité d'éléments, il existe au moins une boule Ss, (x,,) contenant une 
infinité de termes de {x,}. Désignons par S, une de ces boules, et 
par X, une partie infinie de {x,} contenue dans S4. 

Choisissons zn, € X. Prenons Me,, i.e. un e.-réseau de M. Dans 
ce cas, M est couvert par un système de boules de rayon £, ayant 
leurs centres aux points Lo, i = 1,..., kə, de l’e,-réseau. Ces 
boules couvrent X, à fortiori. Puisque X, est infini et que le nombre 
des boules est fini, il existe une boule S. qui contient une partie 
infinie de X,: désignons cette dernière par X.. Choisissons dans X., 
un Zn, tel que n, > n et que l’ordre de succession des éléments de 
{£n} soit conservé. Poursuivant ce procédé, nous aboutirons à une 
suite de boules emboîtées {S} de rayons €, et à une sous-suite 
{Zn,} de {zn}, et cela en sorte que Zn, € S et que de plus Zn, € Se 
pour l = k. Montrons que {Zn} est une suite de Cauchy. Soit cp le 
centre de la boule S}. Il vient 


l Eny — Enp, p S Il Eny — en Il Il Cn — tnp, p I< 2er. 
Cette inégalité montre que {x,,} est une suite de Cauchy. Le théorè- 


me est complètement démontré. 

Remarque. Soit un espace de Banach X et un ensemble fer- 
mé ME X. Si pour tout e > 0 il existe un e-réseau fini de M, 
alors M est bicompact. 
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1.4. Corollaires du théorème de Hausdorff. Citons quelques ré- 
sultats simples qui découlent du théorème de Hausdorff. 


Corollaire 1, Si l'ensemble M admet dans X un e-réseau compact 
pour tout e œQ, alors M est compact. 


Démonstration. Soit M, une-réseau compact de M pour 
e > 0. En vertu du théorème de Hausdorff, M, admet un &e-réseau 
fini que nous désignerons par Mg. Montrons que M4 est un 2e-ré- 
seau fini de M. Soit en effet x € M: il existe alors un x” € M, tel 
que |[|z — x" || £. Or, M; est un e-réseau de Mẹ, si bien qu'il 
existe un z” € M tel que || z — x” || < £. Donc 


e—a’ |S le r + la —a «2e. 


Ainsi donc, M4 est un 2e-réseau fini de M. Puisque e > 0 a été 
choisi arbitrairement, le corollaire 4 est démontré. 


Corollaire 2. Tout ensemble compact est borné. 


Démonstration. Soit M compact. Prenons e = 1 et 
construisons un 1Â-réseau fini de M: {x,, ..., £R}. Cherchons 
maintenant, pour tout x € M, un x, tel que [[x — x, |< 1: nous 
obtenons la majoration 


elis le — xs + rs TK + Ilr KT + max || £s Il 


Qs ļLQ 
qui montre que M est borné. 
Nous avons déjà rencontré les espaces séparables au n° 5.7 du 
chap. I. Un ensemble M d’un espace de Banach X sera appelé sépa- 
rable s’il existe un ensemble dénombrable dense dans M. 


Corollaire 3. Tout ensemble compact est séparable. 


Démonstration. Soit M compact. Prenons une suite {e,} 
dans laquelle e, >> 0 et tend vers 0 pour n — co. Construisons pour 
tout € un &,-réseau fini de M que nous désignerons par M,. Posons 


M = U Mhn. Il est évident que M est un ensemble dénombrable. 
n=1i 
Montrons qu'il est dense dans M. En effet, pour tout e >> 0 il existe 


un n tel que &, < £ et un élément x, € M, Z M tel que | z — x, [| < 
< E€, < £. Autrement dit, M est dense dans M. 


1.5. Théorème de Riesz sur les variétés localement compactes. 


Définition 1. Un ensemble non borné M d'éléments d’un espace 
normé X est appelé localement compact (resp. localement bicompact) si 
l'intersection de M avec toute boule fermée dans X est compacte 
(resp. bicompacte). 
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Le cas le plus intéressant pour les applications est celui où M est 
une variété linéaire ou un sous-espace de X. Citons un résultat im- 
portant : 


Théorème (F. Riesz). Pour qu'une variété linéaire L d'un espace 
normé X soit localement compacte, il faut et il suffit que L soit de di- 
mension finie. 


Démonstration. La condition est suffisante. Soit L de di- 
mension finie. Prenons dans X une boule fermée quelconque S. L'en- 
semble L NS étant borné dans L, toute suite {x,}€ L NS est 
compacte, car, en vertu du théorème de Bolzano-Weierstrass, elle 
contient une sous-suite convergeant dans L. De ce fait, L est locale- 
ment compacte. 

La condition est nécessaire. Supposons que Z soit localement com- 
pacte, i.e. que L N S soit compacte dans X. Supposons ensuite que 
le théorème soit faux, i.e. que L soit de dimension infinie. Considé- 
rons L comme un espace normé indépendant. Alors L N S est com- 


pacte dans L. Soit S = S, (a). Prenons un élément quelconque x, € L 
tel que || x, || = 1 et posons z, = a + rx,. Désignons par M, l’enve- 
loppe linéaire £ (x,), i.e. l’ensemble des éléments de la forme àz. 

En vertu du lemme de Riesz sur la « presque perpendiculaire », 


il existe un x, € L de norme || x, || = 1 tel que p (zə, M,) >= 1/2 et 
qu'en particulier || x — x, || > 1/2. Posons z, = a -+ rx,. De toute 
évidence, Z, E€ S et || zs — z | =r || z — z, | >r 2. 
Poursuivons cette construction. Supposons que les x,, ..., Zn 
soient déjà connus, de même que les z, = a + rxp, k = 1, ..., R. 
Désignons par M, le sous-espace engendré par les zi, Zo, e... Tni 


c'est un espace fermé, parce que de dimension finie. Puisque L est 
de dimension infinie, on a M, = L, si bien qu'on peut appliquer 
de nouveau le lemme de Riesz: il existe un vecteur x,:, de norme 


tn [= 1 tel que op (x,+,, Mn) = 1/2 et qu'en particulier 
I| £n+1 — Zn | 51/2 pour tout k = 1, 2, ..., n. Posons Zn+; = 
= a + rth:,. Il est évident que z,4, ES et || zn43 — Zp || > r/2, 
k — 1,2, ..., n. Par un raisonnement analogue on aboutit finalc- 


ment à une suite {z,}€ S N L qui ne contient aucune sous-suite de 
Cauchy: or, cela contredit le fait que S N Z est compacte. Le théo- 
rème est démontré. 


Corollaire 1. Pour qu'un espace normésoit localement compact, il 
faut et il suffit qu'il soit de dimension finie. 

Pour démontrer ce corollaire, il suffit de prendre L = X. 

Définition 2 (voir n° 5.8, chap. I). On dit qu’un ensemble M 


est nulle part dense (ou rare) dans un espace normé X si toute boule 
S de X contient une boule S, dans laquelle il n’y a aucun point de M. 
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Corollaire 2. Tout ensemble compact est nulle part dense dans un 
espace normé de dimension infinie. 


Démonstration. Soit M un ensemble compact dans un 
espace normé X de dimension infinie. Supposons que le corollaire 
soit faux : il existe alors dans X une boule S, (a) telle que toute boule 


contenue dans S, (a) rencontre M. Montrons qu’on a alors MD S, (a). 
Soit en effet zo E€ S, (a). Considérons la suite de boules Sr, (£o), où 


rn = THE, y 24,2, ... Si liz — zo |l < rn, on a 


[z — allle — zo ll + Il zo — all <r + ilto— all sr. 
On a donc Sr, (£o) Z S, (a), auquel cas chaque boule Sr, (xo) ren- 
contre A par hypothèse. Soit x, leur point commun. On a évidem- 
ment £n —> Xo pour n —+ œ ; or, puisque z, E M, on a xo E M. Ainsi 
donc, tout point x, de S, (a) appartient à M. Il s'ensuit que S, (a) = 
cœ M, auquel cas on a aussi S, (a) M. Puisque M est compact, M 
et S, (a) le sont aussi. Du fait que S, (a) est compact, on conclut en 


vertu du corollaire 4 que X est de dimension finie. La contradiction 
obtenue achève la démonstration du corollaire 2. 


1.6. Théorème d’Arzelà. Soit G un domaine borné fermé de 
l’espace euclidien Æ”. Considérons l’espace des fonctions continues 


C (G). Soit M un ensemble de fonctions dans C (G). Dans quelles 
conditions M est compact? Quelle est la condition nécessaire pour 
que M soit compact? La réponse à ces questions est donnée par le 
théorème d’Arzelà. 

On dit que les fonctions d’un ensemble M sont uniformément 
bornées s’il existe une constante c = 0, commune à toutes les fonc- 
tions de W, telle que pour tout x E Monal]zx(t)|<c,tEG,ou 
encore que [x | Loc, x € M. Ainsi donc, dire que les fonctions de 
M sont uniformément bornées signifie que M est borné dans C (G). 

Introduisons à présent la notion d’équicontinuité. On dit que 
les fonctions de M sont équicontinues si pour tout e >> 0 il existe un 
ô = ô (e) —0 tel que pour deux éléments quelconques t, t” EG 
vérifiant l'inégalité || £ — t” || < ô (la norme étant définie dans £”). 
l'inégalité 

Le (t) — rth) <e 
est vérifiée à la fois pour tous les z de M. 


Théorème 1 (Arzelà). Pour que l’ensemble M & C (G) soit com- 
pact, il faut et il suffit que les fonctions de M soient 

19 uniformément bornées ; 

2° équicontinues. 
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Démonstration. La condition est nécessaire. Il est évi- 
dent que les fonctions de M sont uniformément bornées: en effet, 
tout ensemble compact est borné. Montrons qu'elles sont équicon- 
tinues. Prenons un e >Q; soit M, = {x (t), £a (t), . . …, Zrce) (t)} 
un e-réseau dans M. Les fonctions de M, sont continues sur G: elles 
y sont donc aussi uniformément continues (voir [12]). Par consé- 
quent, pour tout z;, i = 1,2, ..., k (e), il existe un ô; = ô; (e) > 
> 0 tel que 


| z; (t) — z; (t) i< 8, (1) 


à condition que || t — t” || < Ô4. 
Prenons ô = min 6,: alors, quels que soient t', t” € G véri- 
1<i<k(e) 
fiant l'inégalité || t — t” || < ô, l'inégalité (1) se trouve vérifiée à 
la fois pour tous i = 1, 2, ..., k (e). Maintenant, M, étant un 
-réseau de M, il existe pour tout x € M un x, € M, tel que || z — 
— z; || < e. Si maintenant || t — t” || <ô, on a pour tous les 


x Ee M 


Lx (t) — az E) |S leE) — zs (t) | H Iz (t) — zs (t) | + 
+ | zs (t) — x t") | S2 |£ — zts || + | £s (7) — zs (t°) |< 3e 


(voir (1)). Il s'ensuit que les fonctions de M sont équicontinues. 

La condition est suffisante. Soit {x, (t)} une suite de fonctions 
quelconque dans M. Montrons qu’on peut en extraire une sous-suite 
de Cauchy. Prenons un e >= 0 et, en vertu de l’équicontinuité des 


fonctions de M, cherchons un ô = ô (e) —0. Puisque G est bicom- 
pact, il admet en vertu du théorème de Hausdorff un Ô(e)-réseau 


fini, i.e. un ensemble de points Gs = {t, t2, . .., tie} tels que la 
distance entre un point t de G et un point de G, est inférieure à ô. 

Revenons à {x, (t)}. Considérons la suite numérique {zn (t,)}. 
Elle est bornée, parce que contenue dans l’ensemble borné M. En 
vertu du théorème de Bolzano-Weierstrass on peut en extraire une 
sous-suite convergente {xx ({.)} (n° parcourant une partie de la suite 
des entiers naturels). Considérons maintenant la suite {zw (t)}. Soit 
t = t. De {zw (t)} on peut extraire comme précédemment une 
sous-suite convergente {zn (t:)}. Passons à la suite {x,- (t)}, etc. 
Au bout de l(e) fpas, nous obtiendrons une sous-suite (ny, (t)} de 


{tn (t)} qui converge en tous les points du ô-réseau Gs. 

Montrons que {x,, (t)} est une suite de Cauchy dans C (G), ce qui 
suffira à démontrer le théorème. 

Prenons un ż € G et cherchons un t, € G, tel que || t — t; || < ô. 
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Puisque les fonctions de M sont équicontinues, on a 
| Enp, À — En, (E) 1< |En, À — Sopn Ge) 1 + 
+ anges (te) — Enp (to) 1 + I Enp (ts) — En (t) 1< 2e + 
+ | Enp, (Es) — n, (ts) |- 


Or, étant convergente, la suite {£n, (ts)} est à fortiori de Cauchy. 
Il existe donc un K = K (e) tel que pour k >K ona | Tnpep (ts) — 


— Zn, (ts) | € pour tout p entier naturel. On a donc pour tout 
k >K 


| Enp,p (È) — Eng (£) |< 3e, 
d’où 
I Enpip — Tag Il < 3E, 


i.e. (Zn, (t)} est une suite de Cauchy dans C (G). Le théorème d’Ar- 
zelà est complètement démontré, 

Exemple. Considérons dans C [a, b] un ensemble M de fonc- 
tions x (t) continûment dérivables sur [a, b] et telles que x (a) = zo 
et | z’ (t) | < m sur la, b]. (Les nombres x, et m sont les mêmes pour 


tous les x € M.) Montrons, à l’aide du théorème d’Arzelà, que M 
est compact. 


Toute fonction x (t) € M se laisse mettre sous la forme 
t 
z (t) = £ + |z’ (s) ds, 
0 
d'où |z (t)}| < | zo | + m (b — a). Ensuite 
t” 
Iz (t) — z (t) |= IE (e) ds| <m It t’. 
t’ 
Ces inégalités montrent que les fonctions de M sont uniformément 
bornées et équicontinues. Par conséquent, M est compact et, en ver- 
tu du corollaire 2 du n° 4.5, nulle part dense dans C [a, bl. 
Faisons une remarque. En regardant bien la démonstration du 
théorème d’Arzelà, on s'assure que l'essentiel n’est pas que les 


fonctions soient définies sur G œ E” mais que G soit bicompact. Ce 
fait est traduit par le théorème suivant: 


Théorème 2 (Ascoli-Arzelà). Soit G un ensemble bicompact dans 
un espace normé E, et soit C (G) un espace de Banach formé de fonc- 
tions continues x (t), où t € G, i.e. de fonctionnelles complexes ou réel- 


les. Pour qu'un ensemble M & C (G) soit compact, il faut et il suffit 
que les fonctions de M soient uniformément bornées et équicontinues. 


15—051 
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La démonstration de ce théorème reprend presque à la lettre celle 
du théorème d’Arzelà. On trouve des propositions encore plus géné- 
rales dans [47], [35]. 


1.7. Ensembles faiblement compacts. 


Définition 1. On dit qu'un ensemble M d’un espace de Banach X 
est faiblement compact si de toute suite (infinie) de ses éléments on 
peut extraire une sous-suite faiblement de Cauchy (i.e. une sous- 
suite de Cauchy au sens de la convergence faible). 


Définition 2. On dit que {x,} € X est faiblement de Cauchy si 
pour toute f € X* la suite numérique { (r,, f)} est de Cauchy. On dit 
que l’espace X est faiblement complet si toute suite faiblement de 
Cauchy dans X est faiblement convergente. 


On voit de là que si X est faiblement complet, on peut, en défi- 
nissant un ensemble faiblement compact M € X, remplacer la sous- 
suite faiblement de Cauchy par une sous-suite faiblement convergente 
(dans X). Nous verrons plus tard que tout espace de Banach réflexit 
est faiblement complet. 


Théorème 1. Tout ensemble faiblement compact est borné. 


Démonstration. Soit M faiblement compact. Supposons 
qu'il soit non borné. Il existe alors dans M une suite {x,} telle que 
x, || >n. Puisque M est faiblement compact, on y trouve une 
sous-suite {x£} qui est faiblement de Cauchy, donc bornée (en vertu 
du théorème 6 du n° 2.5, chap. IV). Or, || za: || n° — œ pour 
n'— œ. La contradiction obtenue prouve que M est borné. 

Démontrons un théorème fondamental : 


Théorème 2. Tout ensemble borné dans un espace de Banack réflexif 
est faiblement compact. 


Démonstration. Soit M borné, et soit {zn} € M. Cons- 
truisons dans X un sous-espace N obtenu par la fermeture de l’en- 
semble de toutes les combinaisons linéaires finies des vecteurs de la 
suite {x,}. En vertu de la proposition 1 du n° 5.7 du chap. I, l’es- 
pace N est séparable ; d'autre part, N est réflexif, car c’est un sous- 
espace d’un espace réflexif (voir le théorème 2 du n° 2.4, chap. IV). 
Par conséquent, M = (N*)*, d’où il ressort que V* est séparable lui 
aussi. Considérons maintenant {f,}, qui est un ensemble dénombrable 
partout dense dans V*. La suite numérique { (zn, f,)} est bornée, car 
| n, IIS [tn IIA Ke ll Ktn} € M est un ensemble 
borné). En vertu du théorème de Bolzano-Weierstrass, on peut extrai- 
re de { (zn, fı )}} une sous-suite convergente { (x,,, f.)}. Passons main- 
tenant à {x,,} et considérons la suite numérique {(x,,, f2)} ; bornée 
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comme précédemment, elle contient aussi une sous-suite convergente 
{(Zny f2)}. Passons ensuite à la suite {(2»,, f:)}, Considérons sa 
sous-suite convergente {(xn,, f:)}, passons à {x4,}, etc. Cette pro- 
cédure nous donnera finalement un enchaînement de suites 


{tn} D {2n} D... D tn} D... 
dans lequel toute suite {£n} est telle que la suite {(£np, f:)}, avec 
; = 4, ..., k, est convergente. 


Construisons maintenant une suite diagonale {zn} dont le k-ième 
terme est égal au k-ième terme de la suite {x,,}. La suite { (x, f,)} 
converge, car elle est extraite de {(7n,, f1)}; de même, { (£n, f2)} 
converge, car elle est extraite de £{(tn,, f2)}, etc.; en général 
{ (Zn, fr)} converge, car elle est extraite de { (tr, fh)}. Par consé- 
quent, {zn} converge faiblement sur l’ensemble {fn} dense dans 
N*; de plus {£p} est bornée. 

Puisque N est réflexif, on peut considérer {£n} comme une suite 
de fonctionnelles linéaires de N*. Alors {(f, x»)} converge pour 
toute f € N* en vertu du théorème de Banach-Steinhaus (voir n° 2.5 
du chap. III). Supposons que x, tend faiblement vers x, sur N* 
pour n° —> œ. Puisque x, € N, on a de même 4, E N. 

Soit maintenant ọ € X*. Soit f sa restriction à V*. Maintenant, 
si n’ — œ, on a 


Zn’, p) = (nr: f)— (Zo, f) = (To; p). 


Nous venons de prouver que {zp} est faiblement convergente, ce qui 
revient à dire que l’ensemble M est faiblement compact. Le théorè- 
me est démontré. 

Il donne lieu à quelques corollaires : 


Corollaire 1. Tout espace réflexif est faiblement complet. 


Démonstration. Soit {x,} une suite faiblement de Cau- 
chy. Alors, quelle que soit f € X*, la suite numérique { (zn, f)} est 
convergente. Tout comme dans la démonstration du théorème, il 
existe une sous-suite dont le terme général x, tend faiblement vers 
Xo pour n° —> œ. On a zọ E€ X** = X. Il en ressort que X est faible- 
ment complet. 


Corollaire 2. Tout ensemble borné dans un espace de Hilbert est 
faiblement compact. 


Corollaire 3. Soit X séparable. Pour qu'un ensemble MY & X* 
soit compact, il suffit que M* soit borné. 

La démonstration de ce corollaire fait partie de la démonstration 
du théorème 2. 

Soient {fr} Œ M et {zm} un ensemble dénombrable partout 
dense dans X. Comme dans la démonstration du théorème, construi- 


228 ENSEMBLES COMPACTS ET OPÉRATEURS COMPACTS [CH. V 


sons une sous-suite {fw } qui converge sur chaque x, pour m = 
= 1, 2, ... En vertu du théorème de Banach-Steinhaus, la suite 
{fn} converge faiblement sur X. 


Corollaire 4. Tout ensemble borné est faiblement compact dans les 


espaces lp et £p (G). 


Ce résultat est dû au fait que lp et £p (G) sont réflexifs. 

Remarque 41. Au lieu de bicompact, on dit souvent compact 
tout court; quant au terme compact, il est souvent remplacé par 
compact en soi ou relativement compact. 

Remarque 2. L'usage est d'étudier les ensembles compacts 
dans les espaces métriques (cf. [8], [17]). 

Avant de terminer ce paragraphe, nous proposons au lecteur de 
faire deux exercices. 

Exercice 1. L'ensemble des points x = {E,} de l’espace de 
Hilbert l, pour lesquels | &, | < 1/n porte le nom de parallélépipède 
fondamental ou de pavé de Hilbert. Montrer que le pavé de Hilbert 
est un ensemble bicompact dans /.. 

Exercice 2. Etablir une condition nécessaire et suffisante 
pour qu’un ensemble soit compact dans l’espace des suites infini- 
tésimales. 


§ 2. Opérateurs compacts linéaires 


2.1. Définition. Ensemble o (X, Y). Avant d'aborder la notion 
fondamentale d’opérateur compact, nous étudierons celle d’opé- 
rateur compact linéaire. Soient X, Y deux espaces normés, tous deux 
réels ou tous deux complexes. Désignons comme d'ordinaire par 
£ (X, Y) un espace normé d'opérateurs linéaires bornés de X 
dans Y. 


Définition. On dit qu’un opérateur A € £ (X, Y) est compact 
si à la boule unité fermée de l’espace X il fait correspondre un en- 
semble compact dans l’espace Y. 


Remarquons tout de suite que tout opérateur de £ (X, Y) n’est 
pas, loin s’en faut, compact. Par exemple, l'opérateur identique 
I € (X, X) n’est pas compact si X n'est pas de dimension finie, 
car la boule unité S = S, (0) dans X est un ensemble compact dans 
X seulement si X est de dimension finie (voir n° 1.5). 

- De la définition d'’opérateur linéaire compact découle la proprié- 
té suivante: 


' Théorème 1. Tout opérateur compact A E€ £ (X, Y) fait correspon- 
dre à un ensemble borné dans X un ensemble compact dans Y. 
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Démonstration. Soit W € X un ensemble borné ; autre- 
ment dit, il existe un R œQ tel que | x | < R pour tout x E€ XR. 
Prenons une suite quelconque {yn} € AW; alors y, = Ax,, où 
Zn E W. Considérons {x,/R} € S, où S est la boule unité dans X. 
Puisque À est compact, {Ax,/R} contient une sous-suite de Cauchy 
{Azn / R}. Donc, {Ar} est elle aussi une sous-suite de Cauchy de 
{Yn}, i.e. ANR est compact. 

Dans le texte qui suit, l’ensemble de tous les opérateurs de 
£ (X, Y) qui sont compacts sera désigné par o (X, Y). 


Théorème 2. o (X, Y) est un sous-espace dans £ (X, Y). 


Démonstration. Il suffit de montrer que 

1° o (X, Y) est une variété linéaire dans £ (X, Y); 

2° øo (X, Y) est fermé. 

Commençons par 1°. Soient Á}, À, deux opérateurs de o (X, Y) 
et À, À deux scalaires. Montrons que À = À,4, + À:4, E0 (X, Y). 
Soient S la boule unité dans X et AS son image par l'application À ; 
soit en outre {yn} © AS, de telle sorte que 


Yn = hj Aln +- AcAcTn, 


où Zn ES (i.e. || zn |< 1). 

Puisque À, est un opérateur compact, on peut extraire de {A,x, } 
une sous-suite de Cauchy {4;£w’}, où n’ parcourt une partie N’ de 
l’ensemble des entiers naturels V. Ensuite, A, étant compact, on 
peut extraire de {A4:r,} une sous-suite de Cauchy {A:r,}, où 
n” € N” c N’. Alors {Ars} est de Cauchy: par conséquent AS est 
compact, i.e. À est compact. 

Passons à 2°. Supposons que {4 ,} © c (X, Y) et que À, tend 
uniformément, i.c. en norme de L (X, Y), vers À pour n — œ. Il 
s’agit de montrer que À € 6 (X, Y). Soit S la boule unité dans X. 
Alors A,S est compact, quel que soit n. Posons e, = || À — 4A, ||; 
pour tout x € S il vient 


| Anz — Az || S 14, — A Iiei NA — À || = en. 


Autrement dit, A „S est un €„-réseau compact de AS. Puisque €, — 0 
pour n —> œ, il existe pour tout € œ> Q0 un ep < £, d’où il ressort 
que pour tout € >> Q il existe un s-réseau compact. 

En vertu du corollaire À du théorème de Hausdorff (voir n° 1.4) 
l’ensemble AS est compact. L'opérateur À est alors compact, i.e. 
A EG (X, Y). Ainsi donc, o (X, Y) est effectivement un sous-espace 
de L (X, Y). Le théorème est démontré. 


Théorème 3. Si X ou Y sont de dimension finie, on a o (X, Y) = 
= £ (X, Y). 


Démonstration. Soient X de dimension finie et S la boule 
unité dans X. En vertu du théorème de Bolzano-Weierstrass, S est 
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un ensemble compact. Alors AS est compact pour tout À € L (X,Y), 
car À est continu. Supposons que Ÿ soit de dimension finie: AS 
est alors borné, donc compact d’après le théorème de Bolzano-Weier- 
strass. Le théorème est démontré. 


Corollaire 1. Toute fonctionnelle linéaire f € X* est compacte. 
(Il suffit de se rappeler que f fait correspondre à X un espace de 
dimension 1.) 


`~ 


Considérons à présent les opérateurs linéaires de dimension fi- 
nie. Soient i, Po, + - -, Pn EY et fi, fos --- Jn E À*. Un opé- 
n 
rateur linéaire de la forme P,x = D (x, fL) Ps est dit de dimension 
k=1 
finie. 
Tout opérateur de dimension finie est évidemment borné, car 


I Paz IS 2 1e fo Iloaie z ll, 


c= D Il fr ILI Pr I- 


k= 


Ensuite, tout opérateur de dimension finie est compact. En effet, 
l’ensemble des valeurs R, = R (Pa) de P, est de dimension finie. 
Examinant P, € £ (X, R,), on s'assure, en accord avec le théorè- 
me 3, que P, E0 (X, Raco (X, Y). De ce raisonnement et du 
théorème 2 on déduit un 


Corollaire 2. Si A = lim À, (au sens de la norme de £(X, Y)), 


n -> 00 
où les A, sont des opérateurs compacts ou de dimension finie, À est un 
opérateur compact. 


Citons encore une proposition qui s’avère souvent utile pour les 
applications : 


Théorème 4. Soient A € L (X, Y) et BE L (Y, Z). Si Vun quel- 
conque (au moins) de ces deux opérateurs est compact, leur produit BA 
est un opérateur compact. 


Démonstration. Soit S la boule unité dans X. Si A est 
un opérateur compact, AS est compact. L'ensemble BAS est alors 
compact lui aussi, d’où il ressort que BA est un opérateur compact. 
Si c’est B qui est compact, alors AS est borné, BAS compact et BA 
compact comme précédemment. Le théorème est démontré. 
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2.2. Opérateurs compacts et convergence faible. Tout opérateur 
de £ (X, Y) fait correspondre à une suite convergente de X une 
suite convergente de Y. Il se trouve que les opérateurs de o (X, Y) 
font correspondre à toute suite faiblement convergente de X une 
suite convergente de Y. Pour démontrer ce résultat, nous aurons 
besoin d’un lemme : 


Lemme. Toute suite faiblement convergente et compacte est con- 
vergente. 


Démonstration. Soit x, — zx, faiblement pour n — co. 
Supposons que {x,} ne converge pas vers zo. Il existe alors un e > 0 
et une sous-suite {zp } tels que pour tout n° on a || tw — x || > €. 
Or, {za} est compacte par définition. On peut donc extraire de 
{zn} une sous-suite convergente {x,-}; soit x, sa limite. A fortiori 
Zn» — xo faiblement pour n”— œ. Or, x, — x, faiblement pour 
n — oo. La limite faible étant unique, il vient zọ = x,. Autrement 
dit, nr — x, fortement pour n”— co, ce qui contredit la condition 
selon laquelle || znw — zo || > e pour n’ = n”. La contradiction 
obtenue démontre le lemme. 


Théorème. Soit A € o (X, Y). Six, — x, faiblement pour n — œ, 
alors Åz, —> Azo pour n —+ œ. 


Démonstration. Supposons que x, — xo faiblement pour 
n — œ. Alors la suite {x,} est bornée (voir le théorème 2 du n° 2.5, 
chap. IV). Puisque À est un opérateur compact, {Azn} est compacte. 
Ensuite, puisque À appartient à £ (X, Y), il fait correspondre à la 
suite {x,}, qui converge faiblement vers x,, la suite {Ax,} qui con- 
verge faiblement vers Áx, (voir le théorème 4 du n° 2.5, chap. IV). 
Appliquons à {Ax,} le lemme ci-dessus: il vient Az, — Ax, pour 
n —> œ. Le théorème est démontré. 


2.3. Théorème de Schauder. Il se trouve qu’un opérateur À € 
CL(X, Y) et son adjoint A*E £ (Y*, X*) sont tous deux com- 
pacts ou non. Plus exactement, on a un théorème que voici: 


Théorème (Schauder). Soit A € L (X, Y), où Y est complet. 
L'opérateur À est compact si et seulement si son adjoint A¥ est com- 
pact. 


Démonstration. La condition est nécessaire. Soient S, S* 
les boules unités fermées dans les espaces X, Y* respectivement. Con- 
sidérons À € o (X, Y). Prenons une suite quelconque {fn} & S* et 
examinons les fonctions ọn (y) = (y, fn), n = 1, 2, ... Ces fonc- 
tions sont uniformément bornées (en n) sur tout ensemble borné 
dans Y, car 


En WI = TG fn) Sya IS Iy I, 
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et sont équicontinues : 
| On U) — Pn WII = LU — 7" fn) LUZ — y’ Il 


Considérons {p, (y)} sur l’ensemble AS. C’est un ensemble com- 
pact (car À est un opérateur compact) et fermé, donc bicompact. 
En vertu du théorème d’Ascoli-Arzelà (voir n° 1.6), il existe une 
sous-suite {ọn (Ax)} = {({x, A*f,)} qui converge uniformément 
sur S. Autrement dit, {A*f,-} converge en norme de X*. Par 
conséquent, ÀA* est compact. 


La condition est suffisante. Soit A* un opérateur compact. Alors 
A** = (A*)* est compact lui aussi, en vertu de ce qui précède. 
Soit S** la boule unité fermée dans X**. L'ensemble A**S%* € Y** 
est compact. Puisque l’espace Y est inclus dans Y** (voir le théo- 
rème 4 du n° 2.4, chap. IV), on a AS A**S**;: donc, AS est 
compact dans Y. Par conséquent, l'opérateur À est compact. Le 
théorème est démontré. 


2.4. Exemples d’opérateurs compacts. 


Exemple 1. Considérons dans l, un opérateur A(E;) = 


= (na), où Ng = > akiu k = 1, 2, ..., et || agı || est une matrice 


telle que > 5 | aņpı |? < œ. Un opérateur À de ce type s'appelle 


opérateur *natriciel de Hilbert-Schmidt. Il est évident que A est li- 
néaire. Proposons-nous de montrer qu’il est borné. 

Soit y = (nz). On a alors d’après l'inégalité de Cauchy-Bounia- 
kovski 


Iyl= X inp = DIX au < 
k=1 k=i =i 


<È (Dlm PIEI 2 2 lan llel 


=1 


Rayi 
~ 
> 


o0 O0 1/2 
Cela signifie que || Ax[[<c||x{|, où c= D 24 a?) . Par con- 
k=1 I= 


séquent || A||&c. Ainsi donc, A est borné, i.e. AES (l). 
Montrons maintenant que À est compact. Désignons par À, un 
opérateur qui à tout vecteur (Ëp) fait correspondre un vecteur 
(Mis Mes + + + Nn, 0, O, .). Chacun des opérateurs À, a ses valeurs 
dans un ensemble de dimension finie : par conséquent, les opérateurs 
A, sont compacts, conformément au théorème 3 du n° 2.1. Puisque 


lAn APS È 2 lanl? — 0 pour n— oo 
k=n+1 1=1 


$ 2] OPÉRATEURS COMPACTS LINÉAIRES 233 


(section finissante d’une série convergente), l’opérateur À est com- 
pact en vertu du théorème 2 du n° 2.1 (voir son corollaire 2). 

Exemple 2. Soit X = Y = C la, b]. Considérons un opéra- 
teur linéaire intégral y = Kz qui à toute fonction x fait correspondre 
une fonction y telle que 


b 
y (t) = | K (t, s$) z (s) ds. (1) 


Supposons que la fonction K (t, s) (noyau de l'opérateur inté- 
gral K) soit continue comme fonction de deux variables dans le 
carré Q = la, b] x [a, bl. Soit M = max | K (t, s) |. Prenons dans. 

Q 


C la, b] la boule unité S = {x EC la, b]: |z| <1}. I vient 
b b 
I| Kz || = max | | K (t, s} z (s) ds |< max | IK (t, s)| [z (s)| ds < 
tE[a, b] js tE[a, b] _ 


<(b—a) M max |x(t)| —(b—a) M || x ||<(b— a) M. 
tE[a, b] 


Ainsi donc, les fonctions de l’ensemble KS sont uniformément 
bornées. 

Montrons maintenant que les fonctions de KS sont équiconti- 
nues: s’il en est ainsi, l’ensemble KS est compact en vertu du théo- 
rème d’Arzelà, ce qui suffit à prouver que K est un opérateur com- 
pact. Pour toute fonction y (t) € KS on a 


ly (ta) —y (ta) | = 


a e © 


b 
K (tı, s) z (s) ds — | K (tə, s) z (s)ds| < 


b 
<] LA (ti; s)—K (tz, s)] |x(s)| ds.. 
L'inégalité de Cauchy-Bouniakovski nous donne alors 
b b 
jy (t1) —Y GPS | 1K (ti )— K (ta s)Pds | 12 (PP ds< 


b 
<(b—a) | IK (to s)—K (t, sf? ds. 


Etant donné que K (t, s) est uniformément continue sur Q (voir 
[12]), pour tout e > 0 il existe un ô = ô (e) tel que pour tous t, 
ta E la, b] et pour tout s € la, b] l’inégalité | t — ta | < ô entraîne- 
aussitôt | K (ti, $) — K (tə, s) |< e. Par conséquent, si |é, — 
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— t, |< ô, on a |y @) — y (ta) P < (b — a)? e°, d’où il ressort 
que les fonctions de KS sont équicontinues. 

Exemple 3. Soient X = Y = L, la, bl. Considérons l’opé- 
rateur intégral K de l'exemple précédent à noyau continu. Montrons 
que K est compact. Soit S la ponle unité dans £, la, b], i.e. l’en- 
semble des éléments z (t) € £, la, b] qui vérifient l'inégalité 


le | Le (6) Pis 1. 
Soit {x,} € S. Considérons {y,} dans laquelle 
yn (= (Krp) = È K (6, 3) za (9 ds 
Les fonctions de {y, (t)} sont continues sur [a, b]: 


b 
[Yn (t1) — Yn IS | IK (ta S)—E (t, $)| [£n (s)| ds< 


b 


<$ È IK (t s)—K (ty gea}? (| |£» (SE ds) 


a 


REC LET 


si |t — t | < ô, où Ô = Ô (e) est le même que dans l'exemple 
précédent. Nous venons donc de montrer non seulement que chaque 
Yn (t) est continue sur [a, b] mais aussi que les fonctions de {yn (t)} 
sont équicontinues. 

Ensuite, {yn (t)} est uniformément bornée sur C [a, b]: 


b 
lyn (DIS | 1E (6, 91 Izn (9) s<{] |K (t, s)? ds} <MVb—a. 


a 


(Nous avons utilisé l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski et le fait 
que Zn ES ; la constante M est tirée de l'exemple 2.) En vertu du 
théorème d’Arzelà, la suite {y, (t)} est compacte dans C [a, bÌ. 
Soit {yn (t)} sa sous-suite qui converge uniformément sur la, b] 
vers yo (t) E C La, b]. Cette suite converge à fortiori en moyenne vers 
Yo (t) sur [a, b] pour n’ — œo. Cela revient à dire que {yn (t)} est 
compacte dans £, la, b]; par conséquent, l’opérateur K est compact 
sur £la, bl. 

Exemple 4. Soient X = Y = £, la, b]. Considérons comme 
précédemment l'opérateur linéaire intégral K défini par la formule 
{1). Or, cette fois-ci nous supposons que le noyau K (t, s) est dans 
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Lə(Q), i.e. que la double intégrale de Lebesgue 
b b 
| | IK (t, s)|2ds dt < oo. 


Dans ce cas, K est appelé opérateur intégral de Hilbert-Schmidt. 
Montrons que K est compact. Puisque son noyau K (t, s) € £.(Q), 
il existe, en accord avec la définition de cet espace de Lebesgue, 
une suite {X, (t, s)} de noyaux continus dans Q qui converge en 
norme de £. (Q), i.e. en moyenne, vers K (t, s): 


| 
Désignons par À, les opérateurs intégraux à noyaux Æ,(t, s) € 
€ L2e(Q). D'après l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski, 


IK (t, s—K,(t, s)|? dsdt — 0, n— oo. 


Q E O 


b 
Ka Kial=| | [K (t, )— Ka (t, s)la (s) ds} < 


a 


b b 
< | IK (t, s)— K, (t, s)|? ds | Lx (s)2 ds. 


ə» 


IK (t, s)— Kn (t, s)|? ds dt- I| x IP. 


Q Cm, O 


b 
<| 
D'où 


b b 
IK—-K, e< | | IK (t, s)— Kn (t, s)|?dsdt—> 0, n— 00. 


Ainsi donc, K est la limite vers laquelle tend en norme 
de £, la, b] la suite d'opérateurs K, à noyaux continus, les opé- 
rateurs eux-mêmes étant compacts sur Z, la, b] comme le montre 
l'exemple 3. En vertu du corollaire 2 du théorème 3 du n° 2.1, l’opé- 
rateur K est lui-même compact. 


2.5. Théorie des équations linéaires de deuxième espèce de Riesz- 
Schauder. Soit A un opérateur linéaire compact sur un espace de 
Banach X (i.e. A €o (X) = o (X, X)). Une équation linéaire de la 
forme 

z — År = y (1) 
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dans X sera appelée équation de deuxième espèce (y € X). Ce terme est 
emprunté à la théorie des équations linéaires intégrales dans laquelle 
une équation du type 


x (t)— | K (t, s)x(s)ds= y (t) 


Q E O 


s'appelle équation de Fredholm de deuxième espèce (cf. les exemples 2 
à 4 du n° 2.4). Une équation linéaire du type Ax = y dans laquelle À 
est un opérateur compact sera appelée équation de première espèce, 
par analogie à l'équation de Fredholm de première espèce 

b 


(KE, s) z (s) ds = y (t) 


a 


connue en théorie des équations intégrales. Aussi étrange que cela 
puisse paraître, la théorie des équations linéaires de deuxième espèce 
(1) est beaucoup plus simple que celle des équations de première 
espèce. Elle est due à F. Riesz et à E. Schauder. 

Passons à l’exposé de la théorie. A côté de (1), nous envisagerons 
l’équation homogène correspondante 


z — Az = 0, (2) 
ainsi que l’équation adjointe 
f—A*f=0o (1%) 
et l’homogène adjointe 
p — A = 0. (2*} 


Remarquons qu’en vertu du théorème de Schauder du n° 2.3 
l'opérateur À* est compact, si bien que les équations (1), (1*), (2), 
(2*) sont toutes de deuxième espèce. 

Démontrons d’abord une proposition auxiliaire : 


Théorème 1. Soit À un opérateur compact linéaire. À lors les ensem- 
bles des valeurs des opérateurs I — A et I — A* sont fermés et repré- 
sentent à ce titre des sous-espaces de X et de X* respectivement. 


Démonstration ([35]). Supposons que {yn} soit dans 
l’ensemble des valeurs R (I — À) de l'opérateur 7 — A. Il existe 
alors des x, € X tels que x, — Azn = Yn. Soit Yn — Yo pour n —+ œ. 
Montrons que y, € R (I — À). 

Etudions les cas possibles. Si {x,} est bornée, {Azn} est com- 
pacte, d’où il ressort que {x,} est compacte elle aussi. Il suffit de 
remarquer que Zn = Yn + AZn, Où {yn} est convergente et {Arn} 
compacte. Puisque {x,} est compacte, on peut en extraire une sous- 
suite {z} qui converge vers x,: alors, en passant à la limite pour 
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n'— oo dans l'égalité x, — Azn = Yn’, on obtient, par conti- 
nuité de À, l'égalité x, — Azo = y, qui signifie que yo € R (I — À). 

Si {x,} est non bornée, faisons ce qui suit. Soit N le sous-espace 
des zéros de l'opérateur 7? — À, i.e. l’ensemble de toutes les solu- 
tions de l’équation (2). [Introduisons la distance 


dn = p (Zn: N) = inf || Zn — 2 Il. 
zEN 


D’après la définition de la borne inférieure, il existe dans N un 
élément z, tel que 


du LI En — zn I< (1 + +) dn- (3) 


Ensuite, (1 — A) (x, — Zn) = Yn. Si {dn} est bornée, il suffit de 
remplacer x, par £n — Zn pour obtenir comme précédemment y, € 
€R(I — À). 

Quant au cas où la suite {d,} est non bornée, il s'avère impos- 
sible. En effet, supposons que {d,} soit non bornée. Alors, en prenant 
si nécessaire sa suite partielle quelconque, on peut admettre que 
d, — +o lorsque n — co. Considérons les éléments 


u — __TnT in _ 
no [tn—2n l ° 
On a alors || u, || = 1 et 
(— A) un =F T — 0, n — œ, 
car 
sup || yn || 
— Yn || _ HNyn| n 
| || tn —2n || |= l £zn—zn |i = z +0. 


Il en ressort comme précédemment qu’il existe une sous-suite {u,r} 
qui converge vers une limite uo appartenant à N. Or, £n’ — Zn’ — 


— || Zar — Zn’ || Uo = (Une — Uo) || £n? — Zn’ |, OÙ Zne + |l Ene — 
— Zne || uo E€ N. On a donc en accord avec (3) 
1 

|| Une — uo || (1 + —) dr’ || (Une — uo) || Zn’ — Zn || || = 

= || Zn — {Zn + || Ene — Zw || Uo} [> da, 
d’où 

Lune — to || > n'in’ + 1), 

ce qui contredit le fait que || un’ — uo I| — 0 pour n’ — co. Il s'en- 
suit donc que {da} est bornée, d’où l’on déduit que l’ensemble 
R (I — À) est fermé. L'ensemble R (I — A*) est fermé lui aussi 


par analogie, car À * est un opérateur compact au même titre que À. 
Le théorème est démontré. 
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Les théorèmes suivants résument la théorie de Riesz-Schauder 
(simplifiée) qui généralise la théorie des équations intégrales de 
Fredholm. 


Théorème 2 (premier théorème de Fredholm). Soit À un opérateur 
linéaire compact sur un espace de Banach X. Les quatre propositions 
suivantes sont équivalentes: 

a) l'équation (1) a au moins une solution, quel que soit son second 
membre y; 

B) l'équation (2) n'a qu'une solution triviale ; 

y) l'équation (1*) a au moins une solution, quel que soit son second 
membre © ; 

ô) l'équation (2*) n'a qu'une solution triviale. 

Si l’une des conditions œ), B), y), ô) est vérifiée, les opérateurs 
I — À et I — A¥* sont compacts. 


Démonstration. Adoptons le schéma suivant: 
æ) = b) = y) = ô) > a). 


I. œ) = ß). Soit R (I — A) = X, i.e. l’ensemble des valeurs 
de l'opérateur I — À se confond avec X tout entier. Supposons que 
B) soit en défaut, i.e. que le sous-espace des zéros de l'opérateur 
I — À soit non trivial: 


Ni = {z E€ X: z — Ax = 0} {0}. 


Soit un élément non nul x, € N,. Considérons l'équation 
(I — A) z = x,. Elle a au moins une solution en vertu de æ). Soit 
z, sa solution. On a (T — AY z, = (I — A) z, = 0, i.e. zts EN, = 
= {zL E€ X: (1 — AP’ xz = 0}, où l’on a strictement Ni S No, car 
zə E Nə, mais x, ¢ N,, sans quoi l’on aurait x, = 0. Poursuivant ce 
raisonnement, nous obtenons un enchaînement de sous-espaces 


NiS NaC... C Noa CNC... 


strictement inclus l’un dans l’autre. D’après le lemme de la « presque 
perpendiculaire » de Riesz (voir n° 3.5 du chap. I), il existe dans 
chaque N, un élément z, tel que || z, || = 1 et que || z — z, || > 1/2 
pour tout x € Nn, n = 2, 3, ... Considérons la suite {Azn}. 
Elle est compacte, car À est compact et {z,} est bornée. D'autre 
part, on a pour m œn 


|| Azm — Azn I| = || izn — (I — A) zn + (I — A) zm] — 2m || > 1/2, 


car 
Zn — (I — A) zn + (I — A) Zm € Nm 
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puisque 
(I — A)” [zn + (I — A) zn + (I — A) Zml = 
= (T — A)" zn + (I — A)” zn + (I — A)" 2m = 0 


(tous les termes de la somme sont nuls, parce que (I — A)? 2, = 
= 0 pour k > l). Donc, d'une part {4z,} est compacte, mais d’autre 
part || Az, — Az, || œ>1/2. La contradiction obtenue prouve que 
l'hypothèse N (1 — A) = {0} est fausse. L'implication I est dé- 
montrée. 

IT. B) = y). Soit N (1 — A) = {0}. Il s’agit de montrer que 
R (I — A*) = X*. Prenons une fonctionnelle quelconque f € X* 
et considérons l'expression ((Z — A) z, f). Elle définit une fonc- 
tionnelle linéaire bornée ọ € X*. En effet, cette expression est définie 
sur X, linéaire en x et bornée. Enfin — et c’est le plus important —, 
elle est univoque en x: si (I — A) z’, f) = (I — A) x”, f) ona 
(I — A) (x — x"), f) = 0, d'où, f étant arbitraire, il ressort que 
(I — A) (xz — x") = 0. Or, N (I — A) = {0}, si bien quez’ = x”. 
On a donc ((I — A) z, f) = (z, ọ), i.e. toute fonctionnelle f € X* 
appartient en même temps à R (I — A*). L'implication IT est dé- 
montrée. 

II. y) = ô). Cette implication se démontre comme I, quitte 
à remplacer À par A*. 

IV. ô) = a). Soit N ((] — A)*) = {0}. Il s’agit de montrer que 
R (IT — A) = X. Supposons qu'on a au contraire À (I — À) Æ X. 
En vertu du théorème 1, l’ensemble R (I — A) est un sous-espace 
de X. Soit un y, € X tel que y, é R (I — À). En vertu du corollaire 2 
du théorème de Hahn-Banach, il existe dans X* une fọ, telle que 
(Yo, fo) = 1 et (y, fo) = 0 pour tout y € R (I — A). On a alors 
(I — A)x, fa) = 0 pour tout r EX, d'où (x, (T — A)* fo) = 0 
et, x étant arbitraire, (7 — A)* fa = 0, i.e. f, € N (I — A)*) et 
fo = 0. La contradiction obtenue prouve l'implication IV. 

V. Si l’une des conditions a), 6), y), ô) est vérifiée, toutes les 
autres sont vérifiécs aussi, conformément aux implications I à IV 
démontrées ci-dessus. S'il en est ainsi, on a donc N (I — A) = {0}, 
i.e. l'opérateur I — À est inversible; puisque R (I — A) = X, 
l’opérateur I — À est continüment inversible en vertu du théorème 
de Banach (voir le théorème 4 du n° 3.1, chap. II). Il en est de même 
de A*. Le théorème est complètement démontré. 


Théorème 3 (deuxième théorème de Fredholm). Soit À un opé- 
rateur linéaire compact sur X. Alors les équations (2) et (2*) ont même 
nombre fini de solutions linéairement indépendantes. 


Démonstration. Nous avons déjà vu que pour N (I — À) = 
= {0} on a N ((I — A)*) = {0}, et vice versa (voir le théorème 2). 
Supposons maintenant que ces deux sous-espaces ne soient pas nuls. 
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Démontrons d’abord qu’ils sont de dimension finie. Soit M un 
ensemble borné quelconque dans N (I — À); on a alors M = AM. 
Cela signifie que M est compact (voir le théorème 1 du n° 2.1). Il 
s'ensuit que tout ensemble borné dans N (I — A) est compact. En 
vertu du théorème du n° 1.9, l’ensemble N (I — À) est de dimension 
finie. Il en est de même pour N ((1 — A)*). 

Montrons maintenant que les sous-espaces des zéros des opéra- 
teurs 7 — À et (I — A)* ont même dimension, i.e. que dim N (I — 
— À) = dim N ((1 — A)*). Supposons au contraire qu'ils soient 
de dimension différente, par exemple que 


dim N (I — A) = n < m = dim N ((I — A)*) 


Soit {p;}i une base dans N (I — À). En vertu du corollaire 4 
du théorème ‘de Hahn-Banach, il existe dans X* Sn famille {yiyi 
biorthogonale à (P:}ts de sorte que (p;, Vi) = di, à, j = 1, 

., n. Soit de même {#b;}f une base dans N (CZ — 4e et soit 
{zy 7 une famille d'éléments de X biorthogonale à cette base (de 
sorte que (Zi, P:) = ô; i, j = 1, 2, ..., m) dont l'existence a été 
démontrée dans le n° 1.3 du chap. IV. Considérons un opérateur 


I — À, avec 
A= A+ (va. (4) 


L'opérateur À est compact comme somme de deux opérateurs com- 
pacts: l'opérateur À et un opérateur de dimension finie (voir le théo- 
rème 4 du n° 2.1). 


Montrons ensuite que N (I — À) = {0}. En effet, l'équation 
x — Äx = 0 peut s'écrire, conformément à (4), sous la forme 
z— At = ` (T, Vi) Zi. (5) 
Appliquons la fonctionnelle p, à ses deux membres. Il vient 
0 = (x, (I — A)* pk) = (x — Ar, pr) = (x, Ya). (6) 


Nous avons utilisé le fait que p} € N ((I — A)*) et que les familles 
{b;:}T, {z:}f sont biorthogonales. Puisque k est arbitraire, tous les 
(x, Yk) s’annulent et (5) devient z — Az = 0. Cela signifie que 
x € N (I — A), i.e. que 


T= à ÉiPi. (7) 


Appliquons aux deux membres de cette égalité la fonctionnelle y.. 
Puisque les familles {œp;}f, {y:}1 sont biorthogonales et que 
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(x, yı) = 0, on a Ẹ, = 0. Puisque / est arbitraire, on a x = 0. Donc, 


N (I — À) = {0}. 
On voit sans peine que 
(1— A) = I A*— > (Zis -} Vie 
i=1 


(Vérifier!) Alors 


(I — Ät ps = (I1 — A”) ps — 


ÏM: 


(Zis Ps) Vi = 0 
pour s œn, car p, € N((I — A)*), et 
(Zi, Ps) = 0, 


car n < s. On constate que V((I — A)*) = {0}, ce qui contredit le 
théorème 2. Par conséquent, l'hypothèse n < m est fausse. En pre- 
nant n œm, la démonstration reste la même (A se change en A*). 
Le théorème est démontré. 


Théorème 4 (troisième théorème de Fredholm). Soit A un opé- 
rateur linéaire compact sur X. Pour que l équation (1) admette au moins 
une solution, il faut et il suffit que toute solution vÿ de (2*) vérifie la 
condition (y, ÿ) =Q. 


Démonstration. Si N (I — A) = {0}, on a N((I — 
— A)*) = {0} et le théorème est trivial. Soit donc N(I — À) = 
Æ {0}. Si l'équation (1) a une solution x,, on a pour tout 4€ 
€ N(( — A)*) 


(y, +) = (I — A) za D) = (ro, (1 — A)* D) = 0. 


Réciproquement, soit (y, Ņ) = 0 pour tout p € N((I — A)*). 
Supposons que (1) n’admette aucune solution pour y donné, i.e. que 
y & R (I — A). Remarquons que R (A) est fermé d’après le théorè- 
me 1. En vertu du corollaire 3 du théorème de Hahn-Banach, il 
existe dans X* une fonctionnelle f telle que (y, f) — 1 et que 
(I — A) x, f) = 0 pour tout x € X. On a alors (x, (1 — A)* f) = 
= 0 et, x étant arbitraire, (1 — A)* f = 0, i.e. f € N(( — A)*). 
On a alors par définition (y, f) = 0 = 1. La contradiction obtenue 
prouve que l’équation (1) a au moins une solution. Le théorème est 
démontré. 

Remarque. Le théorème 4 peut être complété de la façon 
suivante: pour que l'équation (1*) admette au moins une solution, il 
faut et il suffit que toute solution ọ de (2) vérifie la condition {@, œ) = 0 
(voir la démonstration dans [17]). 

Faisons un bref résumé des résultats obtenus. Dans l’équation (1) 
où À est un opérateur compact, les trois cas suivants sont seuls pos- 
sibles : 
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1° l'opérateur I7 — A est continûment inversible : alors (1) admet 
une solution unique x = (I — A) y, quel que soit son second 
membre y; 

2° N (I — A) Æ {0} ;si (y, Y) = 0 au moins pour une solution p 
de l'équation homogène adjointe (2*), l'équation (1) n’a pas de 
solution ; 

SON (I — A) Æ {0}; si (y, p) = 0 pour toute solution p de 
l’équation (2*), la solution générale de (1) se présente sous la forme 


n 
A ` e . x ; 
£ = Lo + > Eii, où x, est une solution particulière de (1), {ç;}f 
i=1 
base d’un sous-espace de solutions de (2). et n dimension de ce sous- 


espace. 


2.6. Quelques notions de théorie des équations linéaires de pre- 
mière espèce. Examinons brièvement les propriétés de l'équation 
linéaire 

AX = y. (1) 
L’'inconnue x est cherchée dans un espace de Banach X. Le second 
membre y de (1) est un élément connu d’un espace de Banach Y. 
Les espaces X et Y sont tous deux réels ou tous deux complexes. 
Enfin, A €o (X, Y), i.e. À est un opérateur linéaire compact de 
X dans Y. Au commencement du n° 2.5 nous avons désigné une telle 
équation sous le terme d’équation de première espèce (1). L'ensemble 
de définition D(4) de À se confond avec X tout entier. À la diffé- 
rence de l'équation linéaire de deuxième espèce étudiée dans le 
n° 2.5, l’ensemble des valeurs R(A) de l’opérateur À intervenant 
dans l’équation de première espèce est en général non fermé (cf. le 
théorème 1 du n° 2.5). Eliminons d’abord le cas particulier de (1) 
où X et Y sont de dimension finie: en effet. il n’y a alors aucune 
différence entre les équations linéaires de première et de deuxième 
espèce, vu que l’ensemble des valeurs R(A) se trouve fermé, car il 
est de dimension finie. Soient donc X, Y de dimension infinie. 
Supposons enfin que À ne soit pas de dimension finie, i.e. que R(A) 
soit aussi de dimension infinie. 


Théorème 1. Soient X, Y deux espaces normés de dimension infinie ; 
soit Y complet. Si A €o (X, Y) est un opérateur linéaire compact et 
si À n'est pas de dimension finie, il a ses valeurs dans un encemble 
R (A) non fermé dans Y. 


Démonstration. Supposons au contraire que N (A) = 


D 


= R (A). Puisque Y est un espace de Banach, R(A) peut être con- 
sidéré lui aussi comme un espace de Banach. Remarquons que X = 


= |] Sa (0), où S, (0) est une boule de rayon n de centre 0 dans X. 
n=i 


Un 
to 
bt 
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On a alors 


R(4)=AX= | AS, (0). 
1 


n= 


Puisque les S, (0) sont bornées et que À est compact, chaque en- 
semble 46S, (0) est compact. Donc, R (A) étant de dimension infinie, 
AS, (0) est nulle part dense dans À (A) en vertu du corollaire 2 du 
n° 1.5. De cette façon, R (A) est réunion d’une famille dénombrable 
d'ensembles nulle part denses dans R (A), i.e. R (A) est un ensemble 
de I° catégorie: or, cela est faux, car il est complet (voir le théo- 
rème 2 du n° 5.8, chap. I). 


Théorème ?. Soit À un opérateur compact d'un espace normé 
X de dimension infinie dans un espace normé Y, admettant son inverse 
A sur R (A). Cet inverse A7! est alors non borné sur R (A). 


Démonstration. Supposons au contraire que À”! soit 
borné sur /2(A). Alors l'opérateur identique 7 = ATIA est compact 
sur X comme produit d'un opérateur compact À et d'un opérateur 
borné À “1. I] s'ensuit que X est de dimension finie. La contradiction 
obtenue prouve que A-t est non borné. Le théorème est démontré. 


Problèmes récapitulatifs 


1. Soit 4 un opérateur linéaire, défini partout dans un espace de Banach X, 
à valeurs dans un espace de Banach Y. Démontrer l’équivalence des propriétés 
suivantes : 

a) À fait correspondre à toute suite {r,} convergente dans X une suite 
{Arn} convergente dans Y; 

b) A fait correspondre à toute suite {x,} faiblement convergente dans X 
une suite {Ar,} faiblement convergente dans Y ; 

c) À fait correspondre à toute suite {x,} convergente dans X une suite 
{Arn} faiblement convergente dans Y. 

2. Montrer que la condition ap — 0 est nécessaire et suffisante pour que 
l'opérateur Afx,} = {a,r,} soit compact sur l.. 

3. Soit un opérateur À € Z(H), où H est un espace de Hilbert. Montrer que 
A est compact si et seulement si pour deux suites quelconques {zn}, {fyn } con- 
vergeant faiblement vers ro et y, respectivement, on a (Azp, Yn) — (Axo, Yo) 
quand n —> oo, 

4. Soit X = Y l’un quelconque des espaces lp, m, c, Co. Pour z = {£,} € X, 
posons y = Ar = {np}, où Ng = 0 si k est impair et ny = Eg- si k est pair. 
Montrer que l'opérateur À n'est pas compact, bien que A? = 0 le soit d’une 
façon évidente. 

5. Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace normé X dans un espace 
de Banach séparable Y. Montrer que A est compact si et seulement si A* fait 
correspondre à toute suite faiblement convergente (dans Y*) une suite conver- 
gente (dans X*). 

6. Soit À un opérateur linéaire compact (resp. faiblement compact) d’un 
espace de Banach X dans un espace de Banach Y. Soit B € Z (X, Y), de telle sorte 
que R (B) = R (4). Montrer que B est aussi un opérateur compact (resp. faible- 
ment compact). 
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7. Soit A un opérateur linéaire défini partout dans un espace vectoriel X, 
à valeurs dans X. Moncrer que les sous-espaces des zéros des puissances de À 


0, N (4), N'(4?),..., N (Ak), ... 
forment une suite croissante. Montrer que cette suite est où bien strictement 
croissante, ou bien dégénérée, i.e. qu'il existe le plus petit entier positif n tel 
que pour tout O <r <n tous les W(Ar) sont distincts et tous les N(AT) sui- 
vants se confondent avec N(4A”) (dans ce dernier cas on dit que À est à montée 
finie n). Montrer que les variétés linéaires (ensembles des valeurs des puissances 
de l'opérateur À) 

X, R(A), R(4°),..., R (AR), e. 
forment une suite décroissante. Montrer qu'elle est ou bien strictement décrois- 
sante, ou bien dégénérée, i.e. qu'il existe le plus petit entier positif m tel que 
tous les R(AT) sont distincts pour 0 <r < m et tous les R(Ar) suivants se 
confondent avec R(A™) (dans ce dernier cas on dit que À est à descente finie m). 


8. Soit un opérateur À € £(X), où X est nn espace de Banach. Montrer 
que si À est à montée finie n et à descente finie m, onan = m et 


X = N (4%) +- R (An). 


9. Pour A = I + T, où T €o (X), démontrer les propositions suivantes: 

a) A est à montée finie # et à descente finie m, done (voir le problème 8) 
n=m,; 

b) tout sous-espace N(A”) est de dimension finie et tout R(4") est fermé; 

c) A réalise une application bijective et bicontinue de R(A?) sur R(4”). 


3. Opérateurs normalement résolubles 


3.1. Quelques propriétés générales des opérateurs linéaires. Soient 
X, Y espaces de Banach, tous deux réels ou tous deux complexes. 
Considérons un opérateur linéaire À de À dans Y. Désignons comme 
d'ordinaire par D(A) c X l’ensemble de définition de À et par 
R(A) = AD(A) son ensemble des valeurs. Soit ensuite 


N (A) = {x ED (A): Az = 0} 


l’ensemble des zéros (le noyau) de l'opérateur A. Pour l'opérateur 
adjoint A*¥ de À — s'il existe — nous utiliserons des notations ana- 
logues D(A*), R(A*), NA). 

Introduisons maintenant dans les espaces de Banach deux types 
de supplémentaires orthogonaux. Soit M une variété linéaire dans À. 
Introduisons l’ensemble M- X*: 


M+ = {f E€ X*: (x, f) = 0 pour tout xE A}. 
Ainsi donc, M+ est l’ensemble des éléments de X* (i.e. des fonc- 
tionnelles linéaires bornées définies sur X) qui sont orthogonaux à M. 


Soit ensuite N une variété linéaire dans X*. Introduisons l’en- 
semble tN c xX: 


IN = {rE X: (z, f)=0 pour toute JENY, 
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ce qui signifie que +N est l’ensemble des éléments de X qui sont 
orthogonaux à N. 

Si X = H est un espace de Hilbert, les deux types de supplé- 
mentaires orthogonaux se réduisent au supplémentaire orthogonal 
ordinaire. Remarquons que nos définitions ne sont pas parfaitement 
1W, à l'instar de celle de M+. 

Démontrons deux propositions qui nous seront d’une grande 
utilité par la suite: 


Théorème 1. Soit D(A) = X, alors 
N (4*) = R (4)+ (1) 


(le supplémentaire orthogonal de l’ensemble des valeurs de À est 
égal à l'ensemble des zéros de À *). 


Démonstration. Tout d’abord, le fait que D(A) soit par 
définition dense dans X garantit l’existence de l'opérateur adjoint À * 
de D(A*)E Y* dans X*. Soit f € N(A¥), i.e. A*f = 0 ; on a alors 
pour tout x € D(4) 


(Az, f) = (x, A*f) = 0. 


Cela revient à dire que f € R (A)+, donc que 
N (A*¥) c R (A). 


Soit maintenant f € R (A)t, i.e. (4x, f) = 0 pour tout x € 
€ D(A). Il s'ensuit que f E D(A*) et que (x, A*f) = 0 pour tout 
x E D(A). Comme D(A) est dense dans X, on a A*f = 0. Nous 
venons de démontrer l'inclusion inverse R (A)+ c N (A*), d’où 
le théorème 1. 


Théorème 2. Soit D (A) = X, alors 
RQ) = 1N (4*) (2) 
(la fermeture de l’ensemble des valeurs de l'opérateur À réunit seule- 


ment les éléments y € Y qui sont orthogonaux à chaque solution 
de l'équation homogène adjointe). 


Démonstration. Soit y E€ R (A). Il existe alors une 
{rn} € D(A) telle que Ax, —> Yo. Prenons un élément quelconque 
fo E N(A¥), i.e. A*f, = 0. On a alors pour tout x € D(A) 


(Ax, fo) = (z, A*fo) = 0. 
En particulier (Azn, fọ) = 0. On a alors 
Yo» fo? = (lim Azn, fo? = lim (AEn, To) = 0. 


n —> 00 n —> 00 


Nous avons démontré l'inclusion R (4) € 4N (A *). 
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Soit yo € R (A). Montrons qu'il existe dans N (A*¥) un élément 
non orthogonal à yọ. En vertu du corollaire 2 du théorème de Hahn- 
Banach, il existe dans Y* une f, telle que (Yo. fo) = 0 et que f, € 
€ K (A)-. Cette dernière propriété veut dire que (Ax. fo) — 0 pour 
tout x € D(A). Sil en est ainsi. ona (x. A*f,) = 0 ct. D(A) étant 
dense dans X, A*fọ = 0 bien que (yo. fo) =Æ 0, ie. yo € LAN (A). 

Il n'existe donc dans +N (A*) aucun élément qui n’appartienne 
à R (A), i.e. R (A) = +J (A*). Le théorème est démontré. 

Exercice. Soient D (4) = X et N(A*) = {0}. Alors l'équa- 
tion Ax = y est résoluble pour tous les y qui forment une variété 
linéaire dense dans Y. 


3.2. Résolubilité normale des opérateurs linéaires. Théorème de 
Hausdorff. 


Définition. Un opérateur À défini sur un ensemble dense dans 
un espace de Banach X. à valeurs dans un espace de Banach Y, est 
appelé normalement résoluble si 


R (A) = 4N (4#). (1) 
Cette condition s’écrit sous forme développée comme suit: 
R(A) = {y €Y: (y, p) =0 pour tout y EN (A#)} 
Remarquons que pour N (4*) = {0} on a IN (A*) =Y, la 
condition de résolubilité (1) se réduisant alors à R(A) = Y. 
Considérons l'équation 
At =y (2) 
avec son homogène adjointe 


A#p = 0. (3) 


Si À est normalement résoluble, les propositions suivantes ont lieu : 

Si l'équation (3) n'admet qu'une solution triviale (i.e. nulle), 
l'équation (2) admet une solution pour tout y EY. 

Si l'équation (3) admet des solutions non triviales, alors (2) a au 
moins une solution si el seulement si (y, #) = 0 pour toute solution 1 
de (3) (voir la définition). 

Démontrons à présent une proposition importante: 


Théorème (Hausdorff). Soit D (A) = X. Pour que À soit nor- 


malement résoluble. il faut et il suffit que R (A) = R (A), i.e. que 
l'ensemble des valeurs de À soit fermé. 


Démonstration. Si R(4)= R(A), on a R(A) = 
= LN (A¥*¥) d’après la formule (2) du n° 3.41; or, cette égalité est 
équivalente à la définition d'un opérateur normalement résoluble 
(voir (1)). 
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Réciproquement, si légalité (1) a lieu, on en déduit l'égalité 
K (A) = R (A) par l'intermédiaire de la formule (2) du n° 3.1, et 
le théorème est démontré. 

Ainsi donc, tout opérateur normalement résoluble est un opéra- 
teur dont l’ensemble des valeurs est fermé. Nous avons déjà examiné 
une grande classe d’opérateurs normalement résolubles dans le 
n° 2.5: c'étaient les opérateurs du type A = T — T, où T est un 
opérateur compact sur un espace de Banach X. En vertu du théo- 
rème 1 du n° 2.5, les ensembles R (7 — T) et R (1 — T*) sont fer- 
més: d’après le théorème de Hausdorff, c’est la condition pour que 
I — T et I — T* soient normalement résolubles. 


3.3. Opérateurs nœthériens et opérateurs de Fredholm. Nous 
venons d'étudier les opérateurs normalement résolubles, i.e. les 
opérateurs linéaires à ensemble de définition dense et à ensemble des 
valeurs fermé. Une place particulière parmi ces opérateurs revient 
aux opérateurs appelés en l’honneur de I. Fredholm et de F. Noether. 
Le premier a étudié une vaste classe d'équations intégrales linéaires 
(dites équations intégrales de Fredholm de deuxième espèce) et 
a établi quelques théorèmes fondamentaux relatifs à ces équations 
(voir les théorèmes de Fredholm au n° 2.5). F. Noether a généralisé 
ces résultats à des équations intégrales singulières, qui représentent 
un cas autrement plus compliqué (voir les théorèmes de Noether ci- 
après). Citons les notions d'opérateur normalement résoluble, d'opé- 
rateur nœthérien et d'opérateur de Fredholm qui sont définies 
aujourd’hui dans des classes très variées d'opérateurs linéaires 
engendrés par les équations intégrales, intégro-différentielles, inté- 
grales singulières, ainsi que par différents problèmes de la théorie 
des équations aux dérivées partielles et de celle des équations pseudo- 
différentielles. 


Définition 1. Un opérateur normalement résoluble À s’appelle 
opérateur nœthérien (N-opérateur) si 

1° N (A) est de dimension finie; 

2° N (A¥) est de dimension finie. 


Introduisons quelques termes qui s'appliquent quand À est un 
opérateur linéaire quelconque: ce sont le nombre n = n (A) = 
= dim N (4), dit nombre des zéros de A, le nombre m = m (À) = 
= dim N (A*), dit déjaut de À, et le nombre y = y (4) = n (A) — 
— In (A), dit indice de À. 

Ainsi donc, un opérateur nœthérien est un opérateur normalement 
résoluble qui a un nombre de zéros fini (0 < n < +) et un défaut 
fini (0 < m < +oo). 


Définition 2. Un opérateur nœthérien d'indice nul est appelé 
opérateur de Fredholm ou F-opérateur. 
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On a donc pour un F-opérateur 0 < n = m < +0, i.e. y = 0. 

Examinons les N- et les F-opérateurs au point de vue des équa- 
tions (2) et (3) du n° 3.2, ainsi qu’au point de vue de l'équation ho- 
mogène. 

Si À est un V-opérateur, ces équations présentent les propriétés 
suivantes, qui découlent de ce qui précède et qui sont parfois appelés 
théorèmes de Noether : 

19 Ou bien l'équation Ax = y a une solution pour y quelconque, 
ou bien l'équation A*vÿ = 0 a une solution non triviale. 

2° Les équations Ax = 0 et A*ÿ = 0 ont un nombre fini (n et m) 
de solutions linéairement indépendantes. 

39 Si l'équation A% = 0 a une solution non triviale, l équation 
Ax = y admet (au moins) une solution pour les seuls y qui sont ortho- 
gonaux à toute solution de l'équation Ad = Q. 

Si À est un F-opérateur, les mêmes équations présentent les pro- 
priétés suivantes, dites théorèmes de Fredholm (voir les théorèmes 2 
à 4 du n° 2.5): 

1° (Alternative de Fredholm.) Ou bien (n = 0) l'équation Aa = y 
a une solution unique, quel que soit y, ou bien (n > 0) l'équation 
Ax = 0 admet des solutions non triviales. 

2 Les équations Ax = 0 et A*1 = 0 ont même nombre fini (n) 
de solutions linéairement indépendantes. 

39 Sin —0, l'équation Ax = y n'a de solution que pour y ortho- 
gonal à toute solution de l'équation A*Y = 

Conformément au n° 2.5, les opérateurs de la forme f — T, où 
T est compact, sont des F-opérateurs bornés. 

Citons un exemple d'opérateur nœthérien élémentaire. 

Exemple. Soient Æ* et El respectivement les espaces eucli- 
diens de dimension k et l des colonnes réelles de dimension # et l: 

z= (E) EE”, y=) EF. 
Considérons un opérateur linéaire A € £ (E*, Et) défini par la 
formule y = Áz, i.e. 


k 
nN; = D di jé; i= À, 2, e” L (1) 
j=1 


Soit r le rang de la matrice (a;;). Il est clair que 
0OZr< min (k, D). 


En plus de (4), considérons le système homogène associé Ax = 0: 


= 0, i— 1, 2, ds (2) 


R 

> dijé; 

j=1 

ainsi que le système homogène adjoint À *# = 0: 
I 


Diajbi=0, j=1,2,...,k. (3) 


1— 
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Exercice. Montrer que l'opérateur adjoint A*¥ est la trans- 
posée ‘(a;;) de la matrice (a;;) et que A* € £(E!, E*). 

Le fait que À soit normalement résoluble découle du théorème 
de Hausdorff, car R(4) est de dimension finie, donc fermé. Ensuite, 
pour r = k = min (k, l) le système (2) n’a qu’une solution triviale 
(n = 0). Sir <k, le système (2) admet n = k — r solutions li- 
néairement indépendantes. Enfin, sir = l = min (k, l), le système 
(3) n'a qu'une solution triviale (m = 0). Sir < l, ce système admet 
m = l — r solutions linéairement indépendantes. Ainsi donc, À est 
un opérateur nœthérien. Son indice x = (k—r)— ([—r) =k—T. 
Pour l = k on a y = 0, et À devient un opérateur de Fredholm. 

Des exemples moins triviaux d'opérateurs nœthériens sont fournis 
par les opérateurs intégraux singuliers, ainsi que par les opérateurs 
différentiels engendrés par les problèmes aux limites pour les équa- 
tions et systèmes d'équations elliptiques ; ces problèmes sont étu- 
diés à fond dans [14]. 


3.4. Lemme de Schmidt. Nous démontrerons dans ce n° un lemme 
qui a été établi initialement par E. Schmidt pour les opérateurs 
intégraux. Sous une forme généralisée (voir [31]), ce lemme s'est 
trouvé de multiples applications, surtout en théorie de la ramifica- 
tion des solutions d'équations non linéaires (voir $ 2 du chap. IX). 

Soit À un opérateur de Fredholm tel que n = dim N (4) > 1. 
Soient {p;}f une base dans N(A) et {y;}f une famille de fonction- 
peles de X* biorthogonale à cette base, de sorte que (@;, Y) = Ô;;, 


,j—=1,...,n. Soient de même fp: une base dans WV(A*) et 
PAT T une famille d’ éléments de Y biorthogonale à cette base, de 
sorte que (Zi, Pi = ô; à, j = 1, n. 


Exercice. Montrer que les familles {y:i et {z;}1 sont li- 
néairement indépendantes. 
Introduisons un opérateur K de dimension finie: 


K = À (° Vi) Zie (1) 


Lemme (Schmidt). Soit À un opérateur de Fredholm d'un espace 
de Banach X dans un espace de Banach Y, tel que D (A) = X. Soit 
un opérateur B = A + K, où K est défini par (1). L'opérateur B est 
continüment inversible. 


Démonstrati à n. Nous montrerons d’abord ge N (B) = 
= {0}, puis que N(B*) = {0} et enfin que R(B) = Y, après quoi 
le lemme sera AA 

1° Soit Bx = 0. Cela signifie que 


Az = -7 (£, Yi) Zi (2) 


i= 
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(voir (1)). Appliquons aux deux membres de (2) la fonctionnelle 
V2. Puisque les familles {z;}{, {f;}1 sont biorthogonales et que Ypa 


9 


est orthogonale à R(A) (voir la formule (1) du n° 3.1). on obtient 


0 = (Pph, Ar) = — à (£, Vi) (Pr, Zi) = — (T, Ya), 


i.e. O0 = (x, V2), ce qui reste vrai pour & = 1, 2, ..., n. Par con- 
n 

séquent, (2) s'écrit Ax = 0, d'où x = D Ep; Or, nous venons de 
l==1 

voir que (x, y) = 0, Æ£ = 1,2, ..., n. Donc 


0= (x, w=. Eph Va) = À Ein Va) = r 
"=1 l=1 


les familles {p;}7 et Ci} étant biortiogonales. Tous les £, s'annu- 
lant, il vient x = 0, d’où N(B) = 

20 Montrons maintenant que PAS = {0}. A cet effet, cher- 
chons Æ%. Soit fE Y*. Il vient 


(Ke, h= X i, vas P= X (es vo ao D= Ça D Gr hu): 


Dans le cas complexe on tient compte de ce que la multiplication 
de y € X* par un nombre complexe À se définit par la formule 


(x, Ày) = À (x, y). Donc 


Or, B* = A* ~- K*. Répétant le raisonnement de 1°, on obtient 
N (B*) = {0} en démontrant l'inclusion N (4) +R (4*): si 
EN (A), on a pour toute f € D (A*) l'égalité 0 = (4%, f) = 
= (p, A*f), i.e. ® € +R (A*), d’où l'inclusion. 

3° Montrons enfin que R(B) = Y. Soit y € Y. Considérons 
l’élément 


y=y— 2 (Y: Pi? Zie (3) 


Remarquons que y € R (4). En effet, y L p; pouri = 1,2, ...,n, 
donc, y E€ LN (A*¥) = R (A), puisque À est normalement résoluble. 


Il existe alors un élément x € D(A) tel que Ar = y. Prenons l'élé- 
ment 


rit À u PiE V1: 
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et appliquons l'égalité (3) et les égalités 


n 
Ax= Az, Kax— D (z, yz, KẸi=Zzi. 
i=1 


Il vient 


Br= Ax +2 (x, Vi) Zi + à [y Ÿ:) — (x, Yill zi = 


=y— à (bat LG P) ay. 


i=1 


On vient donc de montrer que R (B) = Y. 


3.9. Théorème de Nikolski. Le théorème suivant donne une des- 
cription exhaustive de la classe des opérateurs de Fredholm bornés. 


Théorème (S. M. Nikolski). Pour que A € (X, Y) soit un opé- 
rateur de Fredholm, il faut et il suffit que l’une des deux conditions 
ci-après soit vérifiée : 

a) A = B + P, où BE £(X, Y) est continüment inversible et 
P € £(X, Y) est de dimension finie; 

B) A=C+T, où CE L(X, Y) est continûment inversible et 
T ELIX, Y) est compact. 


Démonstration. Nous adopterons le schéma suivant. 
Si À est un opérateur de Fredholm, on a æ). La condition æ) entraîne 
B). Si la condition $) a lieu, À est un opérateur de Fredholm. 

Soit À un opérateur de Fredholm. Posons À = (A + K) — K, 
où K est défini par la formule (1) du n° 3.4. Alors, en vertu du lemme 
de Schmidt, B = A + K est continûment inversible et P = —K 
est de dimension finie, d’où «). 

Or, tout opérateur de dimension finie est compact (voir le théo- 
rème 3 du n° 2.1), d’où f). 

Il reste à montrer qu’un opérateur du type À = C - T (somme 
d’un opérateur continûment inversible C et d’un opérateur compact T) 
est un opérateur de Fredholm. Considérons l’équation Ax = y, i.e. 


Cx + Tr = y, (1) 
équivalente à 
x + C'iTx = CT. (2) 


L'opérateur CT est compact comme produit d’un opérateur borné 
et d'un opérateur compact (voir le théorème 4 du n° 2.1). On peut 
donc appliquer le théorème de Riesz-Schauder (n° 2.5). Si N (I + 
+ CT) = {0}, l'opérateur 7 + CT est continûment inversible, 
de même que l'opérateur À, dont l'inverse A~! = (I + CT) Ca. 
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Soit N (I + CT) Æ {0}. Puisque (1 + CT)* = I + T* (C#)T. 
les équations 


x + CTzr = 0, (3) 
p + T*(C*)> p= 0 (4) 


admettent même nombre fini n œQ de solutions linéairement indé- 
pendantes. Chacune des équations 


Cx + Tz = 0, (5) 
C*j + Tf = 0 (6) 


admet alors aussi n solutions linéairement indépendantes. En effet. 
si {p;}i est une base dans N (I + C7IT), on voit sans peine que 
{C o; yi est une base dans N (C + T), et si {;}f est une base dans 
N (I + T* (C*) 1), alors {(C*) t1p;}f est une base dans N (C* + 
+ T#). 

Exercice. Vérifier que {C”{@;}i est une base dans N(C + T) 
et {(C¥) 1p; yf une base dans WN(C* + T*). 

Il reste à montrer que À = C + T est normalement résoluble. 
Pour que (2) ait une solution, il faut et il suffit que 


(Cty, pi) = 0, i=1,2,...,n. 
De toute évidence, cette condition est équivalente à 
(y, (C)* p:) = 0 
ou à 
(y, (C*) Pp: = 0 
et signifie que y est orthogonal à toute solution de l'équation (6). 


Il en ressort que À est un opérateur normalement résoluble. Le théo- 
rème est démontré. 


3.6. Majoration à priori et résolubilité normale. Dans ce n° nous 
complétons un peu le théorème de l'opérateur inverse (théorème 2 
du n° 3.1, chap. lI). 


Théorème. Soit A un opérateur linéaire borné défini sur un en- 
semble D(A) dense dans un espace de Banach X, à valeurs dans un 
espace normé Y. Si pour tout x € D(A) on a l'inégalité 


[4z >v lle ll, y= Cte >0, (1) 
l’ensemble des valeurs R(A) est fermé. 


Démonstration. Soit une suite {y,} Œ R (A) telle que 
Yn — Yo pour n —> œ. Il s'agit de montrer que yọ E€ R (A). Comme 
Un € R(A), il existe un x, € D (A) tel que y, = Ax,. On a alors 
À (tn — Zm) = Yn — Ym et, en vertu de (1), an — 3m I S 
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LVL Yn — Ym 0 quand n, m— œ. Autrement dit, {2n} 
est une suite de Cauchy. C'est aussi une suite convergente, car X 
est complet: il existe un x, € X tel que x, — x, pour n — co. Puis- 
que l'opérateur À est fermé (voir n° 6.2 du chap. HI), on a zo € D (À) 
et Aza = Yo, i.e. yo E R (À). Le théorème est démontré. 

Remarque. Conformément à la remarque 2 du n° 5.3 du 
chap. II, l'inégalité (1) permet de majorer à priori les solutions de 
l'équation Az = y. Reprenant le théorème 2 du n° 3.1 du chap. IT}, 
nous voyons que, dans les conditions du présent n°, les résultats 
suivants restent vrais: 

1° l'opérateur À est normalement résoluble ; 

29 N (A) = {0}: 

3° A est borné sur À (4); 

4 AT Sy 

On trouve quelques développements de ces idées dans les pro- 
blèmes ci-après. Pour plus de détails, voir [141]. 


Problèmes récapitulatifs 


1. Démontrer le théorème de Nikolski : supposons que À € Z(X), que R (4) 
soit fermé et qu’il existe une famille d'éléments {y;,}? & X telle que tout élé- 
ment z € X se laisse mettre d’une façon unique sous la forme 


n 
r= X ryk tz, où 2€ R (4). 
k=1 


Dans ces conditions dim N (A*) =n. 
2. Montrer que si l'opérateur A € (X, Y) fait correspondre à un ensemble 
fermé borné un ensemble fermé, R (A) est fermé. 


3. Soient D (A) = X, R (A) = Y. L'opérateur A admet son inverse À “1. 
Démontrer l'existence ct légalité des opérateurs (A*)-1 et (4-71) *. 

4. Dans les conditions du problème 3, montrer que l'opérateur A~} est 
borné sur R (A) si et seulement si (A*)-! l’est sur X*. 

5. Soit À un opérateur linéaire fermé défini sur un ensemble dense. Démon- 
trer l’équivalence des propositions suivantes: 
a) R (AY est fermé; 

) R (A*) est fermé; 


d) R (4*) = N (A): 
6. Soient A un opérateur fermé, D (A) = X. Monirer que si lon a 
| Az | >m || x || pour tout x € D (4), 
I A*f I > m || fil pour toute f € D (4*), 


les opérateurs À et A* sont continüment inversibles. 


$ 4. Equations linéaires et méthodes numériques 


4.1. Erreur absolue et erreur relative de calcul d’un élément et 
d’un opérateur linéaire. Pour résoudre un problème mathématique 
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qui présente quelque difficulté, on choisit généralement une méthode 
approchée ; parfois on remplace le problème de départ par un pro- 
blème approché. Aux erreurs qui en résultent viennent s'ajouter 
celles qui sont dues à la mesure imparfaite des données initiales, 
à la mise en œuvre de la méthode numérique et à l'arrondissement. 


Soit x € X une valeur approchée de l'élément x € X, où X est 


un espace de Banach. La quantité || x — x || s'appelle erreur absolue. 
Généralement inconnue, l'erreur absolue apparaît comme une majo- 
ration 


le — x I< ô. (1) 


Soit de même A € £(X, Y) une valeur approchée de l’opérateur 


À € Æ(X, Y). La quantité || À — A || s'appelle erreur absolue de 
calcul de A. Sa valeur dépend du procédé de calcul, de même que 
celle de A. Il est donc plus commode de se servir d’une majoration 
de la forme 


[4A — A [S e. (2) 


L'inconvénient majeur des erreurs absolues est qu’elles sont 
liées à « l'échelle choisie ». Par exemple, si l’on remplace dans X 
la norme ||x || par une norme différente || x |, = À [x |, À > 0, 
la valeur de l'erreur absolue se voit multipliée par À, de sorte que 


Hz — z |a = À [x — x ||. D'une façon parfailement analogue, ił 
suffit de « changer d'échelle » dans X et Y en multipliant la norme 
dans X par z = 0 et la norme dans Y par u > 0 pour que l'erreur 


absolue || À — À || se trouve diminuée par À! (nous laissons au 
lecteur le soin de le vérifier). Pour cette raison il est d'usage courant 


de caractériser l'erreur obtenue en passant de x à x (resp. de À à À) 


par la quantité || x — x ||/|| x || (resp. || À — À [||] À ||), dite erreur 
relative de calcul de l'élément x (resp. de l’opérateur À). 
Au lieu des valeurs de l'erreur relative, nous nous servirons des 


majorations 


rx | 
| 4— À || 
Tr SE (4) 


Exercice. Montrer que l'erreur relative est invariante par 
tout «changement d'échelle ». 

Remarquons cependant que l'erreur relative n’est pas tout à fait 
indépendante du choix de la norme. D'autre part, c’est une remarque 
générale: dans un problème concret le choix des espaces vectoriels 
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et des normes introduites sur ces espaces peut devenir décisif tant 
du point de vue théorique que de l'utilité pratique. 

Convenons de la terminologie. Parlant de l’erreur absolue carac- 
térisée par (1) ou (2), nous dirons que x (resp. À) est une Ô-approti- 
mation (resp. s-approximation) de l’élément x (resp. de l'opérateur À). 
Parlant de l’erreur relative caractérisée par les majorations (3), 
(4), nous dirons que x et À sont une ô- ou une e-approximation relative 
respectivement. 


4,2. Opérateur linéaire conditionné. Soit un opérateur À € 
E SX, Y) continûment inversible. On dit que À est plus ou moins 
bien conditionné selon que la quantité 


v(4)= HAT IIA | (1) 
est plus ou moins petite. Remarquons qu’on a toujours v (4) > 1. 
En effet, 
1= |Z = AA s HAT IIA = v (4). 
Nous verrons dans les n°% suivants que le calcul approché est d'autant 
plus facile que l'opérateur linéaire est mieux conditionné. Cependant, 
cette circonstance apparaît clairement déjà dans les lemmes sui- 
vants: 
Lemme 1. Si A est continûment inversible et À est une e-appro- 


- r Lead 
rimation relative de À, alors pour tout e € ]0, v~t (A)| l'opérateur À 
est continüment inversible lui aussi et l’on a les majorations 


AT | 1 
TA STE À : (2) 
I| A1 — A~ | ev (4) 
AT ST (4? (3) 
~ (ev(d 
O © 


Démonstration. Soit 
ev (A) < 1. (5) 
On a alors la majoration 
(4 — 4) AISA A AIR ev (4) <1 


(voir la majoration (4) dans le n° 4.1). 
Il ressort alors du théorème de l'opérateur inverse (n° 3.5, 


chap. HI) que À est continûment inversible et qu’on a les majora- 
tions (2) et (3) (cf. les majorations (1) et (2) du n° 3.5, chap. HI). 
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Pour démontrer la majoration (4), remarquons que 


~ ~ ~ ~ | P 
v= ASC Aaa s 


A-1 Â -| ; (À 
<el AH AD = RL. 


Le lemme 1 est démontré. 

Exercice. Montrer que les inégalités (2) et (4) découlent de 
l'inégalité (3). 

Le lemme suivant montre qu’une e-approximation relative À de 
l'opérateur À permet de dire si À est continûment inversible ou non. 


Lemme 2. Si l'opérateur À admet une &-approximation relative A 


continûäment inversible et ev~ (A) < 1, lopérateur À est continûment 
inversible et 

Iaio 1 

põ A 


I| 4-1 — A-1 | ev (À) 
— S, 


HAN 1—ev(à 


v(4g TOY 
1—ev (4) 


La démonstration se fait comme pour le lemme 1, quitte à per- 


muter À et À. 
Ces lemmes font ressortir la circonstance suivante. S'il s'agit 


d'opérateurs mal conditionnés (v (A) ou v (A) grand), on ne peut 
garantir l’inversibilité continue des opérateurs peu différents autre- 
ment qu’en diminuant autant que possible l'erreur relative des cal- 
culs. Or, celle-ci se trouve généralement minorée vu les performances 
limitées du matériel utilisé pour le calcul, ce qui fait que les pro- 
blèmes où interviennent des opérateurs mal conditionnés se prêtent 
mal au calcul sur ordinateur. Nous en reparlerons au n° 4.4. 


4.3. Opérateur bien posé, Considérons l'équation linéaire 
Az = y (1) 


qui sera appelée par la suite équation exacte. Supposons que l’opé- 
rateur À € £(X, Y) soit continûment inversible ; X et Y sont des 
espaces de Banach. La solution de (1) se définit par 


x = AW. (2) 


A côté de l'équation exacte (1), considérons une équation appro- 
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chée 
Az = y (3) 


dans laquelle À est une e-approximation de l’opérateur À et y une 
Ô-approximation de l'élément y (voir les formules (1), (2) du n° 4.1), 
l.e. 


ly — yll <ô, 4 —4Al<e. (4) 


Proposons-nous de calculer A avec une erreur suffisamment 
petite: supposons qu’il existe un nombre q € 10, 1[ tel que 


O<LelATI< g. (5) 
Cette dernière condition garantit la majoration 
I (4 — A)AT ISA — A IAI g. (6) 


Donc, conformément au théorème du n° 3.5 du chap. III, toute 


e-approximation À est un opérateur continûment inversible et 
~ ATi Il 
I| 47+ <11 , (7) 


A AE (8) 


La solution de (3) se définit alors par 


x = À 1}. (9) 
Faisons la majoration de l’erreur absolue || z —x [| compte tenu 
des majorations (7) et (8) et des formules (4): 


Lex = Ay — Ay = | A (y — y) + (A1 A) y 


-1 2 
SANT + A A a SEL 
Cette majoration montre que zx lorsque les erreurs absolues de 
calcul de À et de y tendent vers zéro (e — 0, ô — 0). 

On dit que l’opérateur À est bien posé si R (A) = Y et A7! est 
borné. Ces conditions se réduisent à la définition d’un opérateur con- 
tinûment inversible et, comme nous venons de le montrer pour 
l'opérateur À € £ (X, Y), garantissent la stabilité de la solution 
quand l’opérateur À et le second membre y subissent de petites per- 
turbations (en norme). 


4.4, Erreur relative de la solution. Considérons de nouveau l’équa- 
tion exacte (1) avec son opérateur continûment inversible À, ainsi 
que la famille des solutions approchées (9) du n° 4.3, mais en sup- 
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posant que y et À sont des ô- et Ee-approximations relatives de y 
et de À respectivement, i.e. 


Lu | 
Tor SÈ 


Supposons que l’opérateur À soit calculé avec une erreur relative 
suffisamment petite, plus exactement que 


| 4— A | 


NAT SE (1) 


ev (A) < 1. (2) 
La quantité v(A), les majorations (2) et (3) du n° 4.2 et l’iné- 
galité || y |< || À || [| x || nous donnent l'inégalité qui caractérise 
l'erreur relative: 
lee D Agy , M&A o ASIA] 
ki S e el St 
ev (A) |I AT AI ___ ôv(4) ev? (A) 
+ 1— ev (4) — 1—ev(4) Lry (4) ` (3) 


On voit de (3) que l’erreur relative de calcul de la solution tend 
vers zéro avec ô et €. Il est à noter cependant que les quantités e > 0 
et ô œO caractérisent une précision garantie des calculs et ne ten- 
dent pratiquement pas vers zéro. Si v (A) > e-! ou si la quantité 
1 — ev (A) est petite, on considère que l'opérateur À est mal con- 
ditionné ; il en est de même d’un opérateur pour lequel la solution se 
calcule avec une erreur relative dépassant la valeur indiquée dans 
(3). On en tire la conclusion que, dans les problèmes pratiques, il 
faut que les opérateurs soient suffisamment bien conditionnés. 


4.5. Méthode de régularisation pour les équations linéaires avec 
un opérateur de Fredholm. Dans les deux n°% précédents nous avons 
étudié l'équation linéaire 

AZ = y (1} 
dans laquelle À est un opérateur continûment inversible. Plaçons- 
nous maintenant dans un cas dégénéré. Soit À € £(X, Y) un opé- 
rateur de Fredholm (voir n° 3.3) dont le nombre des zéros est n = 
= dim N (4) > 1. 

Soit {p;}f une base dans le sous-espace des zéros V(A) de À, 
et soit {y;}{ © X* une famille de fonctionnelles biorthogonale à 
cette base. Soient ensuite {p;}{ une base dans le sous-espace des 
zéros NV (A*) de l'opérateur adjoint A* et {z;,}1 © Y une famille 
biorthogonale à {#;}?. 

Pour que l'équation (1) ait une solution, i.e. pour qu'il y ait 
y € R (A), il faut et il suffit que les conditions suivantes soient 
vérifiées : 

y, W)=0, i=1,...,n. (2) 
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Supposons que ces conditions soient vérifiées. L’équation (1) admet 
alors une famille de solutions 


n 


£% = Za + à Ciis (3) 
i= 


où x, est une solution particulière de (1) et c,, . . ., Cn sont des cons- 
tantes arbitraires. 
Considérons l'équation approchée 


Àx =y (4) 


dans laquelle À et y sont des ô-approximations relatives de À et de y 
respectivement, i.e. 


1AA PET 
A S ppp SÀ (5) 


En étudiant l'équation (4), plusieurs cas sont à distinguer. 
Soit par exemple À =A. Puisque À (A) = Y, il existe, pour un 


ô >> 0 aussi petit que l’on veut, un y é R (A) et vérifiant la seconde 
inégalité (5). Dans ce cas l'équation approchée (4) n’a pas de solu- 


m 


tion. Parfois l'équation (4) admet une solution unique z — œo pour 
ô— 0. Elle peut aussi avoir une infinité de solutions. Enfin, l’équa- 


tion (4) peut avoir une seule solution x qui, pour ô — 0, tend vers 
une des solutions de la famille (3). 

Exercice. Soient un opérateur À et un élément y définis 
dans l’espace euclidien Æ? par les formules 


a (ii) v= (4) 


Chercher V(A), V(A*) et la solution générale de l’équation (1). 
Discuter l'équation (4) et définir le comportement de ses solutions 
pour Ô — 0 dans les cas suivants: 


~ 1 4 ~ 1+ ô 
AO —— — . 
1) 5-(17) 
18N © f1+6 
o) i-( }: 


ne (1+8 1+8) ~ (rs | 
3 A= ii p” y= 118) 


Le 
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On voit donc que l'équation (1) est instable vis-à-vis des petites 
(en norme) variations de l'opérateur À et du second membre y: 
on dit en pareils cas que le problème (1) est mal posé. Le cas n'est 
pas rare: on rencontre assez souvent des problèmes mal posés dans 
les applications, et l’on est amené à calculer leurs solutions d’aussi 
près que l’on veut. Nous avons déjà vu en outre que pratiquement 
chaque problème où intervient un opérateur mal conditionné est un 


problème mal posé. 
La théorie de la régularisation élaborée par À. Tikhonov, V. Iva- 


nov, M. Lavrentiev (voir [29], [7], [15}) et d’autres pour la résolu- 
tion des problèmes mal posés permet de contourner bon nombre de 
difficultés. Nous allons décrire une méthode de régularisation fondée 


sur le lemme de Schmidt (n° 3.4). 
Reprenons l'équation (1). Introduisons un opérateur linéaire B 


tel que 
Bx = Ax + pà (£L, Yi) Zi (6) 


En vertu du lemme de Schmidt, B est un opérateur continûment 
inversible. En outre, la solution générale de (1) est définie par la 


formule (3) dans laquelle on peut poser 
zo =Ty, T =B! (7) 


chaque fois que les conditions (2) ont lieu. 
Définition. x, = l'y s'appelle solution B-normale de (1). 


Montrons que la solution B-normale de (1) est sa seule solution 
qui vérifie les relations supplémentaires 


(z, y) =0, i=1,2,..., A. (8) 
En effet, (Ty, y) = (y, T*y:) = (y, pi) = 0 (voir n° 3.4), 


Punicité de x vérifiant (8) découle de (3). 
Appliquant à (3) la fonctionnelle y, et utilisant (8), on voit que 


Ch = — (£o Yr) i.e. qu'il y a dans (3) une seule solution vérifiant (8). 
Remplaçons maintenant (1) par l'équation 
Bz = y. (9) 


Puisque l'opérateur B intervenant dans cetle équation est continü- 
ment inversible, la recherche des solutions de (9), comme nous l'avons 
vu dans le n° 4.4, est stable vis-à-vis des petites variations de l’opé- 
rateur et du second membre. D'autre part, la solution de (9) est 
solution B-normale de (1). Il est donc légitime de remplacer l’équa- 
tion approchée (4) par l'équation approchée « régularisée » 


ATH (x, Yi) =y: (10) 
i=1 
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Ici À et y sont des Ô-approximations de À et de y respectivement 
(voir (5)), tandis que yi et z; sont des -approximations de y; et 
de z;: 
Iya — ya IES S Iyi lh Il z: — zi IS ô Iz: I, 
i = 1, 2,..., A. 


Appliquons à (10) les majorations déduites au n° 4.4. Pour ô < 
<v“ (B), où v (B) est — rappelons-le — d'autant plus petit que 
l opérateur B est mieux conditionné, cette équation a une solution 
unique +. L'erreur relative de calcul de la solution B-normale Lo 
de (1) vérifie alors la majoration suivante: 


Ir] — ôv(B)[1+v (B) 
ni S ENT: 


et tend vers zéro avec ô. Nous venons de décrire un procédé de calcul 
de la solution B-normale de (1) stable vis-à-vis des erreurs. 

Considérons un cas parliculier intéressant. Soient X un espace 
de Hilbert et {Q; ji une base orthonormée dans N (A). On peut poser 
alors y; = P; à =: 1, ..., n. Puisque les formules (8) définissent 
alors l’orthogonalité Ty -LN (A), on a pour toute solution x de (1), 
d’après la formule (3), 


Iz =I] zo l+ X; Je;1. 


On voit donc que dans ce cas particulier la solution B-normale 
de (1) est la plus petite en norme de toutes. 


4.6. Méthode de régularisation pour les équations linéaires de 
première espèce. Considérons l'équation 


Ax =y (1) 


dans laquelle intervient un opérateur compact À € SZ (X). Dans le 
n° 2.6 nous avons convenu d'appeler les équations de ce type, équa- 
tions de première espèce. Supposons que N(A) = {0}. En vertu du 
théorème 2 du n° 2.6, si X est de dimension infinie, l’opérateur À 
admet un inverse A~} sur R (A) qui n’est pas borné. Cette circons- 
tance fait que le problème défini par (1) devient instable, comme 
nous le verrons tout de suite. 

II existe actuellement plusieurs méthodes de régularisation appli- 
cables aux équations du type (1) (voir [7]). Ce sont par exemple les 
méthodes variationnelles: la méthode de la fonctionnelle stabilisa- 
trice de A. Tikhonov, la méthode des quasi-solutions de V. Ivanov, 
la méthode du résidu et d’autres. 

Nous allons décrire une méthode proposée par M. Lavrentiev qui 
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consiste à réduire (1) à une équation de deuxième espèce. Voici un 
problème qui illustre clairement, à notre sens, l’idée de la régulari- 


sation. Soient À et y des e-approximations de À et de y respective- 
ment. Considérons l'équation approchée 

Ar = y. (2) 
Si par exemple À = Aet y Ë R (A), l'équation (2) n’a pas de solu- 
tion. Même si elle a une solution z, nous n'avons aucune raison de 


croire que x — x pour e — 0, où x est solution de (1). 
Proposons-nous de «régulariser » l'équation (2). A cet effet, 
introduisons une équation auxiliaire de deuxième espèce 


(A + al)xs =y (3) 
en choisissant le paramètre de régularisation œ en fonction de e de 


telle sorte que x, tende vers x pour e — 0. Cela est possible en se 
donnant quelques restrictions supplémentaires. 


Théorème. Supposons que l'opérateur À vérifie pour tout a = 0 
la condition 


|| (4 + al) || < c/a. (4) 


Supposons aussi que y € D (Aè). Si le paramètre de régularisation 
æ >> 0 est choisi en fonction de e de telle sorte que pour e — 0 on a aussi 
a — 0 et ea~? — 0, alors x, — x pour e +0. Si x = O (et) pour 
e — 0, alors || za — x || = O (et), 


Démonstration. Appliquons le théorème de l'opérateur 
inverse (voir n° 3.5 du chap. II). Supposons que 


ec/a < 1/2. (5) 
On a alors la majoration 
HA + a) — (4+0) (A+ a SELS. (6) 
Par conséquent, À + al est continüment inversible et 
A+ a) (A +a sE. (7) 


On a maintenant pour l’erreur absolue 
Hra —2ll= l| (À + ai) y — Aty I (À + ol) (A al) yl 
IAHI y — y l+ IA + al) y — Ayl s< 
2e c? 


LE yll + Š + As 


o“ 
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Pour avoir la majoration de A}, remarquons que 
(A + al) y — Aty = —(A + al) aA y. 
Puisque y € D (A *), cette identité reste vraie quand on change y 


en ÀA-ly, i.e. 
(A + al) TA y — A y = —(A + al) aA y. 


Il vient donc 
(A + al) ty — Ay = a° (A + al) Ay — aA ?y. 
Compte tenu de la condition (4), on obtient 
Aa = || (4 > a)" y — A 7y || Sca || A y || + a || À y |l. 
Réunissant les majorations dégagées, on obtient finalement 


| £a — 2 || S 2ea7°c? || y || + cea ™ + (e + 1) a || 47y Il, 


d'où le théorème. 


CHAPITRE VI 


ÉLÉMENTS DE THÉORIE SPECTRALE 
DES OPÉRATEURS LINÉAIRES 


$ 1. Valeurs propres et vecteurs propres 
d'opérateurs linéaires 


1.1. Définition et propriétés fondamentales. Soit À un opérateur 
linéaire dans un espace vectoriel X, défini sur D(A). 


Définition. La quantité À s'appelle valeur propre de l'opéra- 
teur À s’il existe un vecteur x Æ 0, x € D (A), tel que 


Ax = Àz. (1) 
Ce vecteur x s'appelle vecteur propre de À associé à la valeur propre À. 


Les valeurs propres et les vecteurs propres d'opérateurs linéai- 
res jouent un rôle important dans de nombreux domaines des mathé- 
matiques et dans leurs applications, surtout en physique mathé- 
matique. Nous en verrons beaucoup d’exemples dans les paragraphes 
qui suivent. En attendant, remarquons que tout opérateur linéaire 
n’a pas nécessairement de valeurs propres. 

Exemple. Considérons dans l’espace vectoriel R? des colon- 
nes réelles de dimension 2 (i.e. dans le plan) un opérateur linéaire À 
défini par la matrice 


(iva 13) 


L'opérateur À réalise une rotation de 45° du plan autour de lori- 
gine des coordonnées : géométriquement il est clair que À n’a aucun 
vecteur propre. (Vérifier analytiquement.) 

Soit x vecteur propre de À associé à la valeur propre À. Il ressort 
alors de (1) que ax, avec à = 0, est aussi un vecteur propre de À 
associé à À. L'exercice suivant développe cette idée. 

Exercice 1. Montrer que l’ensemble des vecteurs propres 
associé à une même valeur propre À devient, après l’adjonction du 
vecteur nul 0, une variété linéaire dans X, à savoir: la variété li- 
néaire propre associée à À. 

Exercice 2. Chercher les valeurs propres de l'opérateur 
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linéaire À défini dans R? par la matrice 
104 
010 
0 0 2 


Chercher les variétés linéaires propres associées à ces valeurs propres. 


Théorème. Les vecteurs propres d'un opérateur linéaire associés: 
à ses différentes valeurs propres forment une famille libre. 


Démonstration. Un vecteur propre x, associé à une 
valeur propre À, de l’opérateur linéaire est linéairement indépendant, 
car x, Æ 0. Raisonnons par récurrence. Supposons que k vecteurs 
propres quelconques de l’opérateur À associés à ses différentes va- 
leurs propres soient tous linéairement indépendants mais que k + 1 
vecteurs propres £i, Los + « +, Zh, Xr+1 forment cependant une fa- 
mille liée. Supposons que les vecteurs de cette dernière famille 
soient associés respectivement aux valeurs propres À}, À, 


e. Àp, Àk +15 où Ai Æ Àj si l Æj, i, j= À, 2, eeg k+ 1. I] 
existe alors des scalaires c4, Cə, . . ., Cr, Cr+, non tous nuls simulta- 
nément et tels que 

C£ F Cole +H... + Chr + Ckik = O. (2) 
Appliquons à cette égalité l'opérateur À — À,+,/. Il vient 

RHI k+1 k+1 
(A— Mrl) È cimi = D Ati D chu: = 

i= i= i= 

k+1 


k 
= 2 Cili — +) m2 ei (Mi — hu) t;= 0. 


1 


~ 


Or, £4, . .., Zp forment une famille libre par hypothèse de récur- 
rence, si bien que 


Ci (Ai — +) = 0, i = À, D, aeaa, k. 


D'où c; = 0, i = 1, 2,..., k, car ÀA; Æ Àp} si i <k. On voit 
donc que dans (2) on a c,+, = 0. Il se trouve que tous les c; s'annu- 
lent pour i = 1, ..., k + 1, contrairement à la condition que les 
c; ne sont pas tous nuls simultanément. Il s'ensuit que la famille 
Lis ---, dn+1 ne peut être liée. Le théorème est démontré. 

Voici quelques exercices sur la recherche des valeurs propres et 
des vecteurs propres d'opérateurs linéaires. 

Exercice 3. Chercher les valeurs propres et les vecteurs 
propres de l’opérateur nul O et de l’opérateur identique T. 

Exercice 4. Dans l’espace vectoriel des colonnes complexes 
de dimension 3, chercher les valeurs propres et les vecteurs propres 
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de l’opérateur linéaire défini par la matrice 


1 1 0 
0O01 


Exercice 5. Dans l'espace vectoriel réel C [—x, n], chercher 
les valeurs propres et les vecteurs propres (fonctions propres) de l`opé- 
rateur intégral À défini sur D(A) = C[—x, n] et tel que 

T 
(Ax) (t)= | cos (t—s) z (s) ds 
“n 

Exercice 6. Dans l’espace vectoriel réel C [0, n], chercher 
les valeurs propres et les vecteurs propres (fonctions propres) de 
l’ Pe D a différentiel Ax = x” (t) dans les cas suivants: 


1° D (A) = {z: t) € C [0, x], x (0) = x (x) = 0}; 

D D (A) E fe: t) € C [0, xl, x’ (0) = x’ (x) = 0}; 

3° D (A) = {x: ETAT nl, x (0) = x (x), x’ (0) = 
= g’ (n)}. 


1.2. Valeurs propres et vecteurs propres d’opérateurs linéaires dans 
les espaces de dimension finie. Ce problème occupant tout un cha- 
pitre d’algèbre linéaire (voir [34]), nous nous bornerons à énoncer les 
résultats les plus significatifs. 

Soient À un espace vectoriel de dimension m et À un opérateur 
linéaire défini sur D(A) = X, à valeurs dans R (4) & X. Choisis- 
sons dans À une base {e,}T. Soit 


m 


Ae; = X Qie j—1,...,m (1) 
1 


1—= 


{décompositions des images des vecteurs de base par rapport à la 
base). La matrice || æ;; || s'appelle matrice de A (dans la base {ez}). 
0 


1 
Il vient maintenant pour tout x = D bje; € X 
j=1 


m m 
— Y 
Axr= 2 (> a jE;) es. (2) 
i=1 j=1 
Par conséquent, l'équation Ax = Àx s'écrit en termes de coordonnées 


m 
2 Qi jEj = Ai, i— 1, ..., m, 
J= 


ou, Ô;; étant le symbole de Kronecker, 


2 (Qi —A8:;) E; =0, i— 1, ..., m. (3) 
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Pour que le système (3) admette une solution non triviale (on cherche 
en effet des vecteurs x =Æ 0), il faut et il suffit que la condition sui- 
vante soit vérifiée: 


del (Qij — AÔ;;) = Q. (4) 


L'équation (4), dite équation caractéristique, représente une équa- 
tion du m-ième degré en À (le coefficient de À” est 1). Elle admet 
comme racines les seules valeurs propres de À. Si X est complexe, 
l’équation caractéristique admet exactement m racines, compte tenu 
des racines multiples. 

Cherchons les vecteurs propres. Soit À, une des valeurs propres 
de À. Alors le système (3) définit la variété linéaire propre associée 
à À, (pour À = À, le système (3) admet des solutions non triviales, 
car son déterminant s’annule chaque fois que À = åo). Conformé- 
ment au théorème du n° 1.1, les vecteurs propres associés à des 
valeurs propres distinctes forment une famille libre. 


Soit X la variété linéaire engendrée par tous les vecteurs propres 


de A dans X. Dans le cas complexe X + {0}. Le cas le plus inté- 


ressant est X = X ; les vecteurs propres de À forment une base 
dans X. Si donc {fp Y” est la base formée des vecteurs propres Afp = 
= }yfn, k = 1, ..., m, les À, peuvent se confondre tous ou en 
partie, la matrice de À est diagonale (voir [34]) et 


Ax= À Abies. 
i=1 


Il en est ainsi par exemple quand X est un espace unitaire et À 
un opérateur auto-adjoint, i.e. quand pour tous x, y € X on a l’éga- 
lité 

(Ax, y) = (x, Ay). 
En outre, un opérateur auto-adjoint a toutes ses valeurs propres 
réelles et les vecteurs propres de l'opérateur À peuvent former une 
base {f,}" orthogonale et orthonormée. Pour le lecteur qui n’a pas 
étudié l'algèbre linéaire, signalons que ces résultats seront démontrés 
d’une façon indépendante dans les n°s 1.3, 1.4 sous une forme plus 
générale. 

Dans le cas général, les vecteurs propres de À ne suffisent pas 
toujours à former une base dans X. 

Exercice. Chercher les valeurs propres et les vecteurs pro- 
pres de l'opérateur linéaire défini dans l’espace vectoriel des colon- 
nes complexes de dimension 2 par la formule 


a=ho a 
(5) 
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La matrice de À représente la matrice réduite de Jordan la plus 
élémentaire. Le problème de construction de la base optimale trouve 
sa solution définitive dans le théorème connu sur la réduction d'une 
matrice quelconque à sa forme normale de Jordan. 


Définition 1. Soit À une valeur propre de l’opérateur A. On 
dit que le vecteur propre f = f® associé à À admet une chaîne de 
Jordan de longueur p s’il existe des vecteurs f®), . . ., fP (associés 
à f™®) tels que 


AfD = Af, AFP = RFO) p ED, k=2,..., p, 
et que l'équation Ax = Àx + f®™ n'ait pas de solution. 


Définition 2. Soit à une valeur propre de A. La variété linéaire 
engendrée par les vecteurs propres associés à À et par tous les vec- 
teurs associés à ces derniers est appelée variété linéaire des racines de 
l'opérateur À associée à À. 


Théorème (Jordan). Tout espace vectoriel complexe X de dimen- 
sion finie peut être muni d'une base formée de vecteurs propres et de 
vecteurs associés d’un opérateur linéaire quelconque À. 

Voir la démonstration dans [34]. 


1.3. Valeurs propres et vecteurs propres d’opérateurs compacts. 
Soient X un espace de Banach et À € o (X); autrement dit, À est 
un opérateur linéaire compact sur X. Soient en outre À une valeur 
propre de À et X, le sous-espace propre associé à À. 


Théorème 1. Si À est un opérateur compact, le sous-espace pro- 
pre X , associé à la valeur propre À == Q de À est de dimension finie. 


Démonstration. Soit S, (0) la boule unité fermée dans 
X. Prenons {x,} € S, (0). Puisque À est un opérateur compact, 


la suite {Ax,} est compacte ; or, x, = FAX, d'où il découle que 


{za} est compacte elle aussi. Ainsi donc, la boule unité dans X, 
est compacte. Il en ressort, compte tenu du n° 1.5 du chap. V, que 
le sous-espace X, est de dimension finie. 


Théorème 2. Soit À un opérateur compact sur X. Alors, pour 
tout e strictement positif, il ne reste dans le plan complexe (ou sur la 
droite réelle) en dehors d’un disque | À | < e qu'un nombre fini de 
valeurs propres de À. 


Démonstration. Supposons le contraire, i.e. que A € 
EG (X) mais qu'il existe un €, œQ tel que À admet une suite de 
valeurs propres distinctes {À,} telle que | À, | Œ €o. Soit {ra} la 
suite des vecteurs propres correspondants. Conformément au théo- 
rème du n° 1.1, la suite {x,} est une famille libre. 
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Introduisons dans X le sous-espace À, engendré par zi, £o, ... 
s.. Zn. On a évidemment 


XS XC... CXT... 
avec Xn+1 Æ Xn, quel que soit n. Tous les X, sont de dimension 
finie, donc fermés. En vertu du théorème de la presque perpendi- 
culaire de Riesz (voir n° 3.5 du chap [), il existe une suite de vecteurs 
Un} telle que yg E Xr, Il Yg | = 14 et [lys — x | > 1/2 pour tout 


T E€ X R-1) = 2, y. 

Considérons {A y, }. Puisque {yn } est bornée et que À est compact, 
{Ayn} est compacte. Nous allons montrer cependant que {Ayn} 
ne peut pas être compacte, que la suite infinie de valeurs propres 
n'existe donc pas et que, par conséquent, l’affirmation du théorème 2 


a lieu. 

Il ne reste donc qu’à montrer que la suite {Ay,} n’est pas com- 
pacte. Introduisons la notation À, = À — àI. Pour deux entiers 
naturels quelconques m, n tels que m œn on a 


I| Aym — Ayn I| = || Aa mYm + AmYm — ArnYn — AnYn || = 
1 1 Àn 
= [An | | Um -| =- ArmYm Fir ArnYn Tan Yn | |= 


= [ml Il Ym — mn Il, 


mn = — 7 An mym t a = Arny n T3 i Yn E Xm- 1° 


En effet, pour y, EX, on a y, — D aj £, car TAY est une base 


dans X,. Par suite, 
ArmYm=(4— Aml) È ai z; D a3” (As — Am) Ti E Xm- 
Yn EX} œ X m-i» AhpYn E Xn-1 c X m-1- 


On a donc Zmn € Xma. Il s'ensuit que || Ym — zmn I| > 1/2 
et par conséquent 


| AYm — Ayn I = | Am | | Un — mn I p Eo/2. 


La suite {Ay,} est donc bien non compacte, d’où le théorème 2. 
Exemple. Considérons l'opérateur intégral de Fredholm 


b 
z= | K(t, s) x (s)d (1) 
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de noyau K (t, s) à valeurs complexes continu dans le carré Q = 

= {a [K< t, s< b}. Nous nous plaçons dans l’espace complexe 

C la, b]. Puisque K est compact (n° 2.4, chap. V), on peut appliquer 

les théorèmes 1 et 2. Considérons le problème des valeurs propres 
b 


| K (t, $) £ (s) ds = hr (t). (2) 


a 


Compte tenu du théorème 2, les trois cas suivants sont seuls à dis- 
tinguer : 
1° le problème (2) n’admet qu'une solution triviale: 


x(t)=0 pour A0; 


2° l'opérateur K admet un nombre fini de valeurs propres non 
nulles ; 

3° les valeurs propres de K forment une suite {à n} telle que 
À, — 0 pour n — œ. 

En vertu du théorème 1, les sous-espaces propres associés aux 
valeurs propres non nulles sont de dimension finie (cas 2° et 3°). 
Les trois cas énumérés sont résumés dans l’exercice suivant : 

Exercice. Chercher les valeurs propres non triviales et les 
sous-espaces propres correspondant à ces valeurs propres pour les 
opérateurs intégraux suivants: 

l 


1° Kz = | (t— s) z (s) ds dans CIO, l]; 
0 


1 
2 Ke = À ts (1—ts) z (s) ds dans C{[0, 1]; 
0 


3° Kx = À K (t, s)x(s)ds dans CIO, x], 
0 


O0 
où K (t, s) — sin Sram ks 
k=1 


1.4. Valeurs propres et vecteurs propres d’opérateurs linéaires 
auto-adjoints compacts. Soient H un espace de Hilbert et À un 
opérateur auto-adjoint compact sur H. On connaît déjà pas mal de 
choses sur les valeurs propres et les vecteurs propres d’un tel opé- 
rateur. Entre autres: 


Théorème 1. Si À est non nul, il admet au moins une valeur 
propre non nulle. 
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Démonstration. Puisque l'opérateur À est auto-adjoint, 
| A|| = sup | (4x, x) | (voir le théorème 4 du n° 3.2, chap. IV). 
l x | = 1 


X 
Il existe alors une suite {zn}, || x, || = 1, telle que | (Azn, £n) | —- 
— || À || pour n — œ. Puisque À est non nul, les quantités (4x, , Zn? 
sont non nulles pour tout n suffisamment grand et il existe une sous- 


suite {zw} telle que (Ax», xn) — À pour n° — œ, où À = || À || 
ou À = —|| 4 ||. On a la majoration 
[Arznr — tw I? = (At — Âtn, Afp — tn) = 


== I Atr ik — 2A (Afr, Ln’) -+ À? < 2A [A TT (A £r, Zn’). 


(Nous avons pris en considération que || zw || = 1 et que || Arr || < 
< IA |? = 4°.) 

Pour n’ — œ on a yw = Azw — At» — 0. Or, {zn} est bornée, 
si bien que {Azw} est compacte, car À est compact. On peut donc 
en extraire une suite convergente {Azn}. Il en ressort que {zr}, 


` 14 1 ° Q 
OÙ Zn = JAÅln — F Yn”, est convergente elle aussi, Car yn —> 


pour n” —> œo. Soit x = lim x,-; on a alors 


n” -> 00 
Ax = àx pour z 0, 
car 
x i| = lim || znw || = 1. 
n” —> o0 


Le théorème est démontré. 


Théorème 2. Tout opérateur linéaire auto-adjoint compact À 
a toutes ses valeurs propres réelles et situées sur [m, M], où 
m = inf (Az, z)ů M = sup (Arx, x). 
lxi = 1 lxi= 1 
Si M est non nul, c'est la plus grande valeur propre de A. Si m est 
non nul, c’est la plus petite valeur propre de À. 


Démonstration. En accord avec le théorème 3 du n° 3.2 
du chap. IV, la forme quadratique (Az, x) est réelle. Si À est 
une valeur propre de À et x un vecteur propre associé à À, on a 
(Az, x) =à [|x |P. Il en ressort (x =Æ 0) que À est réel. Ensuite, 
puisque m < (Ax, x) < M pour [x =1,onam<Ài< M pour 
toute valeur propre À. Il reste à montrer que m et M sont des valeurs 
propres de À toutes les fois qu'elles sont non nulles. Nous avons 
montré (théorème 1) que le plus grand en module de m et M est une 
valeur propre de À. Précisons ce résultat. Soit M = 0. L'opérateur 
B = MI — A est lui aussi auto-adjoint et de surcroît positif. 
(Vérifier!) Compte tenu de l'inégalité généralisée de Cauchy-Bou- 
niakovski (voir le lemme 2 du n° 3.3 du chap. IV) on a 


(Bx, y)? < (Bx, x) (By, y). (1) 


272 ÉLÉMENTS DE THÉORIE SPECTRALE DES OPÉRATEURS LINCAIRES [CH. VI 


Puisque M = sup (Ax, x), il existe une {x,}, avec || x, || = 1, 
Ex} = 1 
telle que (AZn, x,) — M pour n — œ. Posant dans (1) x = £n 
et y = Bza, on obtient 


I| Bzn |} (Barr, £n) (Ban, Bars) <S || B IF (Bas, Xn) = 
= Il B |” [M — (4x», Zn). 


Donc, Bx, = ir, — Ax, > 0 pour n —- œ. 

On démontre ensuite, comme dans le théorème 1, l'existence 
d’un vecteur x, avec ||x || = 1, tel que Az = Mz. Ceci fait, on 
montre d’une façon analogue que m est une valeur propre de À si 
m == 0. Le théorème est démontré. 


Corollaire 1. Si À est un opérateur linéaire auto-adjoint com- 
pact, on a || A || = | À, |, où À, est la plus grande (en module) valeur 
propre de À. En particulier, cela est vrai pour tout opérateur autc- 
adjoint dans un espace euclidien (i.e. espace de Hilbert de dimension 
finie). 


Théorème 3 (Hilbert-Schmidt). Si À est un opérateur auto- 
adjoint compact sur H, alors pour tout x € H l'élément Ax se développe 
en série de Fourier convergente suivant une famille orthonormée de 
vecteurs propres de À. 


Démonstration. Soit @, un vecteur propre normé associé 
à la plus grande (en module) valeur propre À, de À (voir le théorè- 
me 1). Considérons À, = {x € H: (x, œ) = 0}. Puisque (Ar, ®,) = 
= (x, Aq) = À, (x, p,) = 0 pour tout x € H,, l'opérateur À lrans- 
forme tout élément de H, en un élément de H. On peut donc admettre 
que À est un opérateur dans /7,. Il reste d’ailleurs compact et auto- 
adjoint dans H, ; en vertu du théorème 1, il y admet une valeur 
propre À, et un vecteur propre @, associé à À, (sauf s’il s'annule dans 
H), et cela de telle façon que |A |< | À, |. 

Considérons maintenant H, = {x € Hi: (x, ə) = 0}; appli- 
quons de nouveau le théorème 1. En poursuivant ce raisonnement. 
deux possibilités peuvent se présenter: 

1° Le processus devient stationnaire, i.e. il existe un n tel qu'on 
obtient À = 0 pour H„, où (x, p3) = 0, k = 1, 2, ..., n. Consi- 

n 
dérons alors, pour tout x € H, l'élément y = x — D (£, Oh) Cre 
k=1 
n 


On a évidemment y € H,, donc Ay = Q, i.e. Ax —= X (£, Ph) ÀnPr. 
1 


Le théorème est démontré. 
26 Le processus est infini. On obtient alors une suite {à} de 
valeurs propres de À et une suite {p,} de vecteurs propres de À 
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associés à ces valeurs propres. Puisque, en vertu de théorème 1, 


2 2 
|l A lE) = An+1: 
il vient 


I A ei (z, Pr) Pal IEL | z=) (x, Pa) Pr IF = 


=Ma ele 2 1e, Pal?) mer a I. 
k=1 


Puisque À, — 0 pour n —> oo (voir le théorème 2 du n° 41.3), on a 
n 


Alz— > (£, x) Prl — 0 pour n —> œ, 
k=1 


i.e. 
At = 2 (2, Pr) Ann. (2) 


Le théorème est démontré. 
Citons deux corollaires du théorème 3: 


Corollaire 2. Si l'opérateur auto-adjoint compact À est inver- 
sible, ses vecteurs propres peuvent former une base dans H. 


Démonstration. Appliquons l'opérateur A-t aux deux 
membres de (2). Il vient 


1 = > (x, Ph) Pro 
k=1 


i.e. tout élément x € H se développe en série de Fourier convergente 
vers z suivant une famille orthonormée de vecteurs propres de À. 


Corollaire 3. Si À est un opérateur auto-adjoint compact sur un 
espace de Hilbert séparable H, il existe dans H une base orthonormée 
formée des vecteurs propres de À. 


Démonstration. L'égalité (2) se laisse mettre sous la 
forme 


ee 


A [z— 2 (x, Ph) Prl =0. 


On voit que l’élément 


2 À (2, on) où 


appartient au sous-espace propre N (A) de À associé à sa valeur 
18—051 


274 ÉLÉMENTS DE THÉORIE SPECTRALE DES OPÉRATEURS LINÉAIRES [CH. VI 


propre nulle. Puisque N(A) est séparable lui aussi, il peut être muni 
d’une base orthonormée {ep}. Décomposant x, € N (A) par rapport 
à cette base, on obtient 


mt D (2, que À (x, eh) ekt È (x, er), er 


où une somme ou les deux peuvent aussi être finies. 


$ 2. Ensemble résolvant et spectre d’un opérateur linéaire 


2.1. Définitions fondamentales. Exemples. Soit X un espace de 
Banach complexe. Considérons un opérateur linéaire À: X — X 
défini sur un ensemble D(A) dense dans X. Considérons ensuite 
l’opérateur À — ÀI, où À est un nombre complexe (un point du plan 
complexe) et Z l'unité dans £ (X). 

Définition 1. Le point À s'appelle point régulier de À si l’opé- 
rateur À — ÀÏ est continûment inversible. L'ensemble des points 
réguliers de l’opérateur À s’appelle ensemble résolvant de À et se 
note o (4). Si À € p (A), l'opérateur linéaire R, (4) = (A — AI) TE 
€ £ (X) s'appelle résolvante de A. 

Voyons quelques propriétés de l’ensemble résolvant o (A). 


Théorème I. L'ensemble résolvant p (A) est toujours ouvert. 


Démonstration. Soit À, €p (A). Cela revient à dire que 
l'opérateur À — àI est continûment inversible. Considérons un 
opérateur À — ÀÏ et remarquons qu'il vérifie l'identité 


A — M = A — hI — (A — o) I = 
= (A — MI) I — (à — ho) Raa (A). (1) 


Puisque À — À,1 est continûment inversible, l'opérateur À — àT 
est continûment inversible chaque fois que l'opérateur Z — (À — 
— åo) Ra (4) l’est. Appliquons le théorème de l'opérateur inverse 
du n° 3.4 du chap. II. Compte tenu de ce théorème, l'opérateur 
I — (à — ào) R}, (A) est continûment inversible si 


|à — ào [I Rz M) < 1. 
Si donc À, € pọ (4), le disque S, (ào) de rayon r = || Rz (4) [| 
est contenu lui aussi dans ọ (A); autrement dit, ọ (A) est ouvert. 
Théorème 2. Soit A€ L(X) Alors 
(a: JA 1>] J} E p (4) 
Démonstration. Remarquons que A — ÀJ = —X (I — 


— À714). Si donc || ATIA I| < 1, i.e. si [A | > || À ||, alors A — A7 
est continüment inversible. Le théorème est démontré. 
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Corollaire. Si A est borné, p (À) est non borné. 


Définition 2. Le complémentaire de p(4) dans le plan complexe 
s'appelle spectre de À et se note o (À). 


Il découle du théorème 1 que le spectre de tout opérateur linéai- 
re À est un ensemble fermé (c'est le complémentaire d’un ensemble 
ouvert, voir n° 3.1 du chap. Í). 

Du théorème 2 il découle que si À est un opérateur linéaire borné, 
son spectre o (4) © Say (0) (situé dans un disque |à |< || À I) 
et est donc borné. Si un point À € o (A), trois cas sont à distinguer: 

10 l'opérateur À — ÀJ est non inversible ; 

29 l’opérateur À — ÀI est inversible mais à valeurs dans un 
ensemble À (A — I) ZX; 

3° l'opérateur À — àI est inversible et à valeurs dans R (A — 
— àl) = X mais l'opérateur (A — A7) t est non borné. 

Remarque. Compte tenu du théorème de l'opérateur inverse 
de Banach, le cas 3° ne peut avoir lieu pour D(A) = X et À borné. 

Parmi les points du spectre o (A), un rôle de premier plan revient 
aux valeurs propres de À (voir $ 4 du chap. VI). Si À est une valeur 
propre de À, c'est le cas 1° qui a lieu: l’opérateur À — Àf est non 
inversible. En effet, (A — àJ) x = 0, où x est un vecteur propre 
associé à À. S'il en est ainsi, le sous-espace des zéros N(A — AI) =Æ 
=Æ {0} et, conformément au théorème 1 du n° 3.1 du chap. HI, l’opé- 
rateur (A — ÀI) n'existe pas. 

Les exemples suivants sont fondés sur les résultats des $ 2 et 3 
du chapitre V. 

Exemple 1. Si X est un espace de dimension finie, le spectre 
de tout opérateur linéaire se compose uniquement de ses valeurs 
propres. Si X est un espace euclidien ou unitaire de dimension m, 
tout opérateur auto-adjoint dans X admet exactement m valeurs 
propres (compte tenu des valeurs multiples). Toutes ses valeurs 
propres sont réclles, et les vecteurs propres qui y sont associés peu- 
vent former une base orthonormée dans X (n° 1.2). 

Exemple 2. Le spectre o (A) de tout opérateur compact sur 
un espace de Banach X de dimension infinie est un ensemble au plus 
dénombrable de valeurs propres qui ne peut admettre comme point 
d’accumulation que le point À = O (voir le théorème 1 du n° 1.3). 
Si à = 0 n’est pas une valeur propre de À, À appartient à l’ensemble 
résolvant de A. En effet, À — àI = —7X (I — À 14). Or. l'opéra- 
teur À LA est compact (théorème 2 du n° 2.1, chap. V) et, puisque 
N (I — AA) = N (A — I) = {0}, l'opérateur (7 — À A) est con- 
tinûment inversible, ainsi que À — àJ, d’après le premier théorème 
de Fredholm (théorème 2 du n° 2.5, chap. V). Prenons maintenant 
}. = 0. Puisque l’ensemble des valeurs R (A) est non fermé (voir 
le théorème 1 du n° 2.6, chap. V), on a 0 € 6 (A). Même si à = 0 
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n’est pas une valeur propre de À, i.e. si À est inversible, son inverse 
A~? est non borné (voir le théorème 2 du n° 2.6, chap. V). 

Exemple 3. Tout ce qui vient d’être dit à l'exemple 2 reste 
vrai pour tout opérateur À linéaire auto-adjoint compact sur un 
espace de Hilbert H. Il y a plus: À admet au moins une valeur 
propre À non nulle (théorème 1 du n° 1.4), toutes les valeurs propres 
de À sont réelles (théorème 2 du n° 1.4) et l’on a le théorème 3 de 
décomposition suivant Îles vecteurs propres de Ililbert-Schmidt, 
ainsi que les corollaires 1 et 3 (voir n° 1.4). 

Voici quelques exercices qui donnent une idée des différentes 
situations qui peuvent se présenter. 

Exercice 1. Soient X = C [0, 1] et Az = x’ (t), où À cest 
l'opérateur de dérivation. On demande de montrer que 

a) o (A) est vide si D(A) = {x: x' (t) EC [0, 1], x (0) = 0}; 

b) o (A) se compose uniquement de valeurs propres qui remplis- 
sent le plan complexe tout entier si D(A) = {x: x° (t) €C [0, 1|}; 

c) o (A) se compose des valeurs propres 2min, n = 0, +1, +2, ... 
(i étant l’unité imaginaire), si D(A) = {x: z’ (t) EC [0, 1], x (0) = 
= x (1)}. 

ED ice 2. Soient X = C'[0, 1] et Arx = tz (t), où À est 
l'opérateur de multiplication par une variable indépendante. Mon- 
trer que o (A) = [0, 1], aucun des points du spectre n’élant valeur 


propre de À. 
Exercice 3. Soient X = C [0, 1] et Ax =~ (1), D(A) = 


= {x: x’ (t) €C [0, 1], x (0) = 0}. Montrer que o(4) = [1, -—o1]. 
Exercice 4. Soient X = C [0, 2a] et Ar = eïx (t). Mon- 
trer que o(4) = {à: |à | = í}, i.e. que o(4) est le cercle unité. 


> 


2.2. Rayon spectral d’un opérateur linéaire. Dans ce n° nous 
donnerons une forme plus forte du théorème de l'opérateur inverse 
du n° 3.4 du chap. III pour préciser ensuite le théorème 2 du n° pré- 
cédent sur l’ensemble résolvant d'un opérateur linéaire borné. 


Théorème 1. Soit A € L (X), où X est un espace de Banach 
complexe. Tl existe alors une limite finie 


ro (4) = lim || 4” |P. (1) 
On a la relation 
inf || A” | = ro (A) < |A Il (2) 
n>1 


La limite (1) s'appelle rayon spectral de l'opérateur A. 


Démonstration. lPosons inf || 4” |H" =r. Par défi- 
n> 1 
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nition de la borne inférieure, pour tout £ > 0 il existe un m tel que 
[ A4” [Fr + e. 


Ensuite, tout entier naturel n se laisse mettre d’une façon unique 
sous la forme 
n = Pam + Qn 


avec pn entier naturel et 0 <q, SM — 1. 
Remarquons maintenant que 


n nM+In n m In a/n 
j Arpe” 1 AT ar AE 
mp,/n An/n 
L(r+e) M AI”. 


m 
Pour n—> on a Pr =1—2 1, 2 o. Donc 


lim (r + e)"Pn/1 || À [Mn =r + e. 


n —> 0 


Il existe alors un N tel que pour tout n >N 
(r + e)"Pn/ |A In” < (r + e) + e = r + 2e. 
On a donc la double inégalité 
r< | APT <T + 2e 


qui reste vraie pour tout n œN. Cela démontre précisément lexis- 
tence de la limite (1) et l'égalité re (A) = r (voir la formule (2)). 
Il ne reste qu'à remarquer que || A” |" < || 4 [/* = || 4 ||. On 
a donc ro (A) < || À |. Le théorème est démontré. 


Théorème 2. Soit A € L (X), où X est un espace de Banach 
complexe. Si ro (A) < 1, l'opérateur I — À est continûment inversible 
+ 00 


et la série D, AF absolument convergente. Si ro (A) 1, la série 
o R=0 

N A# 
k=0 


est divergente. 


Démonstration. Rappelons le corollaire du critère de 
Cauchy pour la convergence d’une série numérique à termes positifs 


00 k 
` ur Supposons qu'il existe lim V up = l; si L< 1, la série 
= n— 00 

Du est convergente, et si ? > 1, elle est divergente. 

k= 


O0 
Considérons la série numérique > || A*|L. En vertu du théo- 
b— 1 
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Rp ————— 
rème 1, il existe lim VAPI =r (A). Si rs(1)<1, la série 
k — œ 


r o q 
D || AŻ || est convergente, donc la série NN A* est absolument 
k=0 R=0 


convergente. Soit S sa somme. Comme dans la démonstration du 
théorème du n° 4.4 du chap. III, on remarque que S est l'inverse 
à droite et à gauche de I — À. Par conséquent, 7 — À est continü- 
ment inversible et S = (I — A)“. Soit r, (A) => 1. On a alors 
à partir d’un certain rang || AF ||t = 1, i.e. || A || > 1. La série 


00 

D AF est alors divergente, puisque son terme général ne tend pas 
=0 

vers zéro. Le théorème est démontré. 


Corollaire. Si pour un certain m on a | A" || < 1, la série 


90 
D, AÈ est convergente. 
k=—0 


En effet, ro (A) = inf || A" PA < || A [em < 1. 
n>1 


`~ 


Appliquons à présent la notion de rayon spectral ro (A) pour 
préciser le théorème 2 du n° 2.1 sur l’ensemble résolvant Qo (4). 


Théorème 3. Soient A € £(X) et X un espace de Banach com- 
plexe. Si |à | >res (4), on a À € p (À). 


Démonstration. Considérons dans ŒZ(X) la série 
— D A-1 AF. Si JA] >r (4), on a 

k=0 
lim || A-1 AF |Ë = JA |t lim [A I1/8 j] AF E = (Ai ro (A) <1. 
R Roc 


—> QC 
En vertu du corollaire susmentionné du critère de Cauchy. la 
ax 
série numérique D [[A-#-*-14* || est convergente, donc la série 
k=0 


OC 


— D A-A} est absolument convergente. Désignons par S (à) 
k=0 
sa somme (pour |à | =r; (A)) el par Sn (À) sa -ième somme par- 


tielle. On vérifie sans peine que 
Sn (À) (A — ÀT) = (A — AT) Sa (à) = 1 — AT IANTI, 
Passant à la limite pour n — œ et supposant que | À | > ro (4). 
on obtient 
S (A) (A — AI) = (A — XI) S (À) = I. 


Par conséquent, À — àT est continûment inversible, i.e. À € o (4). 
De plus S (à) = (A — AI) = R, (A). Le théorème est démontré. 
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Exemple. Soit K (t, s) une fonction continue de deux varia- 
bles dans le triangle A = {t, s:aK<s<t, a< t< b}. Considé- 
rons dans C [a, b] l'opérateur intégral de Volterra 

? 
y (t) = (Kz) (t) = | K (t, s) æ (s) ds. 


a 


Cherchons le rayon spectral ro (K). Posons k = max |K (t, s)| 
a<t,s<b 
et considérons la suite {x, (t)}} € C La, b]: 
t 


t 
z, (t) = | Kí, s) z (s) ds, z (9 = | K, s) z, (S) ds, ..., £p (t) = 


t 
= | K4, S) En-a (S) ds, ..., 


où x(t) EC la, b]. Nous obtiendrons les majorations successives 
t 


za IS | IA (6, ST læ (s)| ds LE (t —a) max |a (8) =k (t—a) || 2 Il, 


ł 
(OISE | k(s—a) dsl z= £z, 


t 
— n\n- — 
Len OI | rt EE ds= k" EE e l, 


a ee ò + + ò ee e ee a o Ò% + 9 


Remarquant que x, (t) = (K"zx) (t), nous obtenons l'inégalité 


n kn (b— a" 
EST ET 


kn (b— a" 
|| £” IS ET. 
Donc, 
ro (4) = lim || AT [Pr = 
n> 0 


où Vn! —> CO pour n —> oo. 

Ainsi donc, tout point À = O du plan complexe est un point de 
l’ensemble résolvant de l’ opérateur intégral de Volterra. En ce qui 
concerne le point À = 0, c’est l’unique point du spectre de l’opé- 
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rateur K. Sans définir son ensemble des valeurs R (K), on comprend 
que R (K) Æ X, car pour y € R (K) on à y (a) = 0. 


2.3. La résolvante comme fonction opératorielle analytique. 
Rappelons qu’une fonction opératorielle À (À) est dite analytique 
au point À, si elle se développe, dans un voisinage du point àù, 
en une série entière 


AQ)= 2 Ar (h— ho)" 


convergente dans ce voisinage en norme de Æ (X). 

Soit À un opérateur linéaire dans X, défini sur un ensemble 
D(A) dense dans X. Posons À € p (A) et considérons la résolvante 
de À : 


R, (4) = (4 — AI). 


D’après la formule (1) (voir la démonstration du théorème 1 du 
n° 2.1), on a pour À, E p (À) 

R, (4) =H — (A — M) Ris (A) Re (4) = È ho) Rio (A) (0) 
Cette série converge dans le disque [À — À, | < |R (A). 
Il s'ensuit que R,(4) est une fonction analytique de À en tout point 
ko € p (4). 

Soit maintenant À € £ (X). En vertu du théorème 3 du n° 2.2, 
on a alors pour | À | >r, (A) légalité 


R, (4) — — > AE- AR, (2) 


C’est un développement de R, (4) au voisinage d’un point à l'in- 
fini À = oo. Il s'ensuit en particulier que le point à linfini est aussi 
un point régulier, i.e. appartient à p (A) (voir [161). 

Le théorème 2 du n° 2.1 et le théorème du n° 3.5 du chap. IH 
donnent ensemble un résultat plus faible selon lequel le développe- 
ment (2) reste vrai pour tout À tel que Jà | > || À ||. 

La formule (2) donne lieu à une conclusion fort intéressante: 


Théorème. Si A € £ (X), alors o (A) est un ensemble non vide. 


Démonstration. Supposons que le spectre o (A) soit 
vide. Pour tous xz € X, f E€ X* on peut considérer une fonction numé- 
rique d’une variable complexe À: 


p A) = (R, (A4)x, f). 


Remarquons que 


KR, (4) x, f+ DA (Az, PISI R, (4)+ DIET A" EAN 
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Il ressort donc de (2) que 
p A= — D a*i (Az, f). 
k=0 


La fonction œ (À) reste analytique sur le plan complexe tout entier 
et s’annule à l'infini. En vertu du théorème de Liouville (voir [161) 
on a ọ (À) = 0. Puisque f est arbitraire, R, (4) x = 0, et puisque 
x est arbitraire, R, (x) = (A — A1) = 0, ce qui est faux. La con- 
tradiction obtenue démontre le théorème. 


Problèmes récapitulatifs 


1. Soit {e;}!! une base dans un espace vectoriel de dimension n. Soit un 

opérateur linéaire A défini par les égalités Ae; = 0, Aeprs = ep, k = 1, ... 
.., a — 1. Montrer que À = 0 est l'unique valeur propre de A. 

2. Soit {e;}® une base orthonormée dans un espace de Hilbert H. Soit 
un opérateur linéaire A € (H) défini par les égalités Ae; = 0, Aepi1 = ep, 
k = 1, 2, ... Montrer que le spectre de À est le disque unité fermé, l’inté- 
rieur de ce disque étant constitué de valeurs propres de À. 

3. Chercher l’adjoint A* de l'opérateur À du problème 2. Montrer que le- 
spectre de A* est le disque unité fermé et que A* n’a aucune valeur propre. 

4. Soit A € Z(X, Y). Montrer que o (A*) = © (4). 

5. Démontrer l'identité de Hilbert: si À, u Ep (4), alors R, (4) — 
— Ra (4) = (à — p) R} (4) Ra (4) = (À — p) Ru (4) Rx (4). 

6. Soient H un espace de Hilbert séparable complexe et {e;}? une base: 
orthonormée dans H. Soient ensuite o un ensemble compact infini quelconque- 
de nombres complexes et {À,} un ensemble dénombrable de points de o dense 
dans o. Il existe alors un opérateur A € £ (H) et un seul tel que Ae; = À;e;, 
i = 1, 2,... dont le spectre se confond avec 6. 

7. Montrer qu’en passant dans un espace de Banach X à une norme équi- 
valente, le rayon spectral ro (4) de tout opérateur À € (X) reste inchangé. 

8. Soient A, B € £(X), où X est un espace de Banach. Si À et B commu- 
tent, on a 


ra+B Sra lp TAB <TATB: 


9. Un opérateur A € Z(H), où H est un espace de Hilbert, est dit normal 
sil commute avec son adjoint A*. Montrer que si À est normal et rẹ (4) = 0, 
alors À = 0. 

10. Montrer que pour tout opérateur linéaire de dimension finie dans un 
espace normé de dimension infinie le point À = 0 est une valeur propre de mul-- 
tiplicité infinie (le sous-espace propre associé à À est de dimension infinie). 


S 3. Intégration des fonctions vectorielles 
dans l’espace de Banach 


$3.1. Existence de l'intégrale de Riemann d’une fonction vecto- 
rielle continue. Appliquons la notion d’intégrale de Riemann, in- 
troduite en analyse, au cas d’une fonction vectorielle continue. Soit 
x (t) une fonction définie et continue sur [a, b] à valeurs dans un 
espace de Banach X. 
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Définition 1. On dit que la fonction z (t) est uniformément 
continue sur la, b] si pour tout e > 0 il existe un ô > 0 tel que pour 
tous t’, t” € [a, b] tels que |t — ¿|< ô on a 


[æ (E) — z (t) I< e. 


Exercice. Montrer que toute fonction uniformément continue 
Sur un segment est continue sur ce segment. 


Lemme 1. Toute fonction vectorielle continue sur un segment est 
uniformément continue sur ce segment. 


Démonstration. Considérons une fonction scalaire de 
deux variables œ (t, s) = || x (t) — z (s) ||. Elle est définie et con- 
tinue dans le carré Q = [a, b] x[a, b]. Sur le plan E? toutes les 
normes sont équivalentes. Choisissons la norme cubique 


Ol- 


Etant donné que Q est un ensemble borné fermé dans Æ?, la conti- 
nuité de la fonction œ (t, s) qui opère de Q c E? dans Æ£! entraîne 
la continuité uniforme de ọ (t, s) sur Q en vertu du théorème de Can- 
tor. Cela signifie que pour tout & œQ il existe un ô >> 0 tel que pour 
[ét —{I<8 et |s — s” [<6, où (t, s)EQ et (t, s") EQ, 
on a |o (t, s) —œ(t”, s) |< e. On peut mettre en particulier 
s’ = s” = t". Alors œ ({”, s = 0; ainsi donc, pour tout & >Q il 
existe un Ô >Q tel que pour |t —{" | << ô on a | ọọ (t, t") | — 
= || z (t) — x (t^) || < e. Nous avons démontré la continuité uni- 
forme de x (t) sur [a, b], d'où le lemme. 

Passons à la définition de l'intégrale de Riemann. Soit t = 
= {t,}N une subdivision de [a, b], i.e. un ensemble de points 
a =t Lt Lt LL... tx =b. Les segments [t;., ti} s’ap- 
pellent intervalles de la subdivision t. Soient At; = t; — ti leurs 
longueurs et À (t) = max At; le module (ou finesse) de la sub- 

1<i<N 
division t. Choisissons un point 0; dans chaque intervalle de la sub- 
division Îf;., t;l, i — 1, 2, , N. Pour abréger, ces points 
0,, ..., Oy seront appelés par la suite points intermédiaires. Fai- 
‘sons la somme intégrale de Riemann d’une fonction vectorielle x (t) 
définie sur [a, b]: 


). 


N 
Or= 0: (£; 8, ..., 0x) = D x (0;) At. (1) 


| 


Définition 2. On dit que la fonction x (t) est intégrable au sens 
de Riemann sur [a, b] s'il existe r € X tel que pour toute suite de 
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subdivisions de la, b] 
N 
Ta = HT, n— 1, 2, 


pour laquelle À (t,) — 0 quand n — œ, et pour toute famille de 


points intermédiaires LS E LES, ES, i= 1,2, ..., Nn n — 
= 1, 2,..., on a l'égalité 

lim ox, (x; 09, ..., 0% )=r. 

n—oc 


Si ces conditions sont vérifiées, l'élément r est appelé intégrale de 
Riemann de x(t) sur la, b] et est noté 


b 
r= | x (t) dt. 
On a donc 
b Nn 
\ x (t) dt = lim DE (af) A, 
a n> jt 


où lim å (ta) =0. 

n= 

Nous verrons plus tard que toute fonction vectorielle x (t) con- 
tinue sur [a, b} est intégrable au sens de Riemann sur la, b], mais 
d’abord nous démontrerons deux lemmes. Jusqu’à la fin de ce n° 
la quantité ô = ô (e) est toujours conforme à la définition 4 ci-des- 
sus: avec un Ô ainsi choisi, chaque fois que À (t) < ô, on a automa- 
tiquement || x (t) — x (ti) || < £, quels que soient t;, t; sur l’i-ème 
intervalle [é;_,, t;] de la subdivision t (voir le lemme 1). 

Soit t une subdivision de [a, b]. Soit t’ une subdivision de [a, b] 
plus fine que t. Soit [f;,, t;] un intervalle de t. Faisons sa subdi- 


vision T; = TAREN tia SGL... < tyi = ti: 


Ati = ti — ti t, j=1, e... N;, > Ati = At. (2) 
j=1 


. a . . r . . f . j— 1 j 
Choisissons un point intermédiaire 05 dans chaque intervalle [t47 *, ti] 
de qt;. Faisons la somme de Riemann 


-$ > x (04) At. (3) 


i=1 j=1 
Lemme 2. Soit t une subdivision de la, b] de module A (t) < ô 


et o, la somme de Riemann de x (t) sur la, b]. Soit t’ une subdivision 
de La, b] plus fine que qx, et oy la somme de Riemann pour t'. Alors 


ox — or, I| < e (b — a). 
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Démonstration. Remarquons d’abord que la somme de 
Riemann © (t) (voir (1)) se laisse mettre, compte tenu des for- 
mules (2), sous la forme 


N; 
PE ) AË. 


Retranchons de cette expression l'égalité (3). Alors, étant donné 
que 0,E€[Lt;.,t;l, que pour tout 0<j< NW; on a 04 € [ti til, 
donc | 0; — 6? | < ô, et enfin que x (t) est uniformément continue 
sur [a, b], on obtient 


J iz 


N N; 
l o:— ov |< 2 > I| z (0:)— æ (83) || Ati < e (b— a). 


Le lemme 2 est démontré. 


Lemme 3. Soient t,, T, deux subdivisions quelconques de la, b} 
vérifiant les conditions A (T1) < 8, À (T2) < Ô, et Oz, Or, les sommes 
de Riemann correspondantes pour des points intermédiaires quelconques. 
On a alors || Or — Or I< 2e (b — à). 


Démonstration. Faisons t = T} U Ta. On a alors TD 7, 
et tT D Ta, si bien que Tt est plus fine que q} et que T. Appliquant le 
lemme 2, nous voyons que l'affirmation du lemme 3 a lieu: 


los, — 64, I< Ilos, — 0x 1 + Ios — 02, 1 
< e (b — a) + e (b — a) = 2e (b — a). 


Théorème. Toute fonction vectorielle continue sur un segment 
est intégrable au sens de Riemann sur ce segment. 


Démonstration. Soit {t,} une suite quelconque des 
subdivisions de [a, b] dont le module À (t,) —0 pour n — œ. 
Fixant des points intermédiaires pour chaque n, formons la suite 
{0,,} des sommes de Riemann de x (t). Puisque À (ta) — 0 pour 
n — oo, il existe un N = N (ô) tel que pour tout n >N on a 
À (Ta) < ô. (Rappelons que la quantité ô vérifie les conditions indi- 
quées dans la définition 4 du présent paragraphe.) 

Conformément au lemme 3, pour tout n œN et tout p entier 
naturel on a ||On+p — On || < 2e (b — a). Cela signifie que {on} 
est une suite de Cauchy dans X. Puisque X est complet, il existe un 
élément r € X, limite de {o,} pour n — œ. Montrons que r est indé- 
pendant du choix de la suite des subdivisions et du choix des points 
intermédiaires. Soit {t\} une autre suite de subdivisions et {o,’} 

n 


la suite correspondante des sommes de Riemann avec un autre choix 
de points intermédiaires. On a comme précédemment 6, — r 
n 
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pour n — œ. Formons la suite mixte 


Cr» Ô Or: Ori >. + %9 Or 3 (0) / 


3 . . 
n Tn 


Ti’ 
Elle converge comme les précédentes et admet comme limite d’une 
part r, car c'est la limite de sa sous-suite indiciée par les nombres 
impairs, et d'autre part r’, car c’est la limite de la sous-suite indiciée 
par les nombres pairs. On a donc r = r’. Le théorème est démontré. 


3.2. Propriétés de l’intégrale de Riemann. Enumérons les prin- 
cipales propriétés de ľintégrale de Riemann pour les fonctions 
vectorielles continues sur [a, bl. 


1. Si ọ (t) est une fonction scalaire continue sur [a, b} et x, un 
élément de X, ona 
b b 
f Lop (t) dt = £o | o (t) dt. 
a a 
N 
Démonstration. On a ©, (29) — >, rp (Or) At, = 
R=1 


N 
= To 2 p (02) At, = z0, (D). Pour À (t)—0 on a égalité 


à démontrer. 
b b 
2. | Ax(t) dt=A f x (t) dt, À scalaire. 
Démonstration. On a o, (àx) = ào, (x), d’où la pro- 
priété. 


b b b 
3. l Le (+y (£)] dt= | x (t) dt + À y (t) dt. 


Démonstration. Il suffit de remarquer que 6, (x + y) = 
Sq (x) + 04 (y). 


4. Pour tout c € la, bl on a 


b c b 
E (t) at | x (dt + | x (8) dt. 


Démonstration. Soit t, une subdivision de [a, cl, Tt, 
une subdivision de [c, b] et T = T, U T, une subdivision de la, b]. 
Alors o, (x) = 6, (x) +0, (x). Si A (ti) —0 et à (ta) +0, on 
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a alors de même À (t) — 0; en passant à la limite, on obtient la 
propriété cherchée. 


s. |f dt | < LE (t) || z dt. 


a 


Démonstration. Il suffit de remarquer que || o, (x) I| < 
< 06% (I| z Il). 
6. Introduisons dans l'espace de Banach X la multiplication à 


droite de ses éléments x (voir n° 2.7 du chap. II) par les éléments y 
d'un autre espace de Banach Y. On a alors 


x (t) dty= | x (t) y dt. 


m Cr, Cr 


R C © 


Démonstration. Elle découle de légalité 


à à 
O, (x) y= > x (6) Atay = X = x (0) YAtp = 0, (£Y). 


De la définition de la multiplication il ressort que la fonction x (t) y 
est continue sur la, b]. (Démontrer !) 


7. Introduisons dans l’espace de Banach X la multiplication 
à gauche de ses éléments x par les éléments z d'un autre espace de Ba- 
nach Z. On a alors 
b b 
z| x (t) dt = | zz (t) dt. 
a 


a 


Démonstration. Analogue à celle de la propriété 6. 
t 


8. La fonction u (t) = | x (s) ds est continüment dérivable sur 


la, b] et w’ (t) = x (t), t € la, bl. 


Démonstration. Ona 


u(t+h)— uit x (t) | < 


t+h 
h | I| x (s)—zx (t) || ds |< e 


mT] | 
hii. 


si |A |< ð, où ô = ô (e) vérifie les conditions indiquées dans la 
définition de la continuité de x (t) au point t; u'’(t) est continue 
puisque z(t) lest. 


9. Soit x (t) une fonction continûment dérivable sur la, b|; on 
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b 

| x" (t) dt = z (b)— x (a) 

íl 


(formule de Newton-Leibniz). 


Démonstration. Munissons l'espace X de la multipli- 
cation à droite par les éléments de l’espace dual X*. Pour tout. 
f E X* on a en vertu de la propriété 0 


4 (6) di, f >= 


=( x (t), D = ça 0. f)—(x(a), f) =x (b)— 1 (a), f}, 


car la propriété 9 a lieu pour les fonctions scalaires. Par conséquent, 
b 


D Emy œ 


b 
(a (D, frdt= | (x (D, f) di 


rs 


(z, f)—=0 pour tout f E€ X*, où z = | x’ (t) dt — x (b) + z (a). 


Cela n’est possible que pour z = 0, ce qu’il fallait démontrer. 
Remarquons en conclusion les cas particuliers des formules tra- 
duisant les propriétés 6 et 7: 
b 
A (t) dt x= | Altjxdt, où A()EL(X,Ÿ), «EX, 


b 
A (t) dt B= | 4 ()Bdt, TAMEL (X, Y), BELZ, X), 


a ns C A te © 


ò 
C ( A(t) dt = | CA(t)dt, où A(HEL(X, Y), CELY, 2). 


Q C © 


Nous laissons au lecteur le soin de déduire deux autres propriétés 
de l'intégrale de Riemann en résolvant les problèmes suivants: 

Problème 1. Soient x (t) une fonction vectorielle continue 
sur [a, b] et t = ọ (o) une fonction scalaire continûment dérivable 
sur [a, Bl, telles que a = p (ax) < p (6) < ọ (B) = b. Démontrer 
la formule de changement de la variable 


b B 
| x (t) dt = | x [ọ (0)] p” (0) do. 


Problème 2. Introduisons dans l’espace de Banach X la 
multiplication à droite de ses éléments x par les éléments y d’un 
autre espace de Banach Y. Soient deux fonctions vectoriclles x (t), 
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y (t) à valeurs dans X et Y respectivement, continûment dérivables 
sur [a. b]. Démontrer la formule d'intégration par parties 


x (t) y' (t) dt=x (t) y (t) 2 — ET y (1) di, 


& 
(#4 


a Eea, [a 


`~ 


3.3. Fonctions vectorielles à variation bornée et intégrale de 
Stieltjes. Dans ce n° nous compléterons un peu la notion d’intégrale 
de Riemann en introduisant l'intégrale de Stieltjes (plus exactement 
de Riemann-Stieltjes) qui se trouve, elle aussi, des emplois multi- 
ples et utiles. Nous nous servirons en particulier de l'intégrale de 
Stieltjes dans le paragraphe suivant pour construire les décompo- 
sitions spectrales des opérateurs auto-adjoints. 

Introduisons d’abord la notion de fonction vectorielle à varia- 
tion bornée. Soit sur [a, b] une fonction vectorielle y (t) à valeurs 
dans un espace de Banach Y. Soit t = {ti Yio une subdivision de 
la, b]. Faisons la somme 


N 
V, W) =Ñ Iy (Du (t) I 


Définition 1. On appelle variation totale de la fonction y (t) 
b 


sur [a, b] le nombre \/ (y) = sup V, (y). 
a T 


b 
Définition 2. Si V (y) < +o, on dit que la fonction vecto- 


` 


a 
rielle y (t) est à variation bornée. 


Exercice 1. Supposons que la fonction vectorielle y (t) 
vérifie sur [a, b] la condition de Lipschitz, i.e. que pour tous t’, t” € 
E la, b] on a || y (E) — y (tA IL M |t — t" |], M = Cte. Montrer 

b 


que V (y) < M (b — a) et que y (t) est donc à variation bornée. 
a 


Exercice 2. Démontrer que toute fonction vectorielle y (t) 
qui admet une dérivée bornée sur la, b], est à variation bornée. 


Nous pouvons maintenant donner la définition d’intégrale de 
Stieltjes d’une fonction vectorielle continue x (t) par rapport à la 
fonction y (t). 

Soient X, Y, Z trois espaces de Banach. Définissons pour les 
éléments x de X la multiplic ation à droite par les éléments y de Y 
(voir n° 2.7 du chap. II) à valeurs dans Z, i.e. xy € Z. Soient ensuite 
sur [a, b] deux fonctions vectorielles bornées x (t), y (t) à valeurs 
dans X et dans Y respectivement. 

Soit t = {t; Yo une subdivision de la, b], et soient 0; € [t;,t;l, 
i — 1,..., V, des points intermédiaires (voir n° 3.1). Faisons la 
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somme intégrale de Stieltjes 


O= Or (23 yY; 01, ... , Oy) = > x (0:) [y (t:)— y (ti-1)]. (1) 


Définition 3. On dit que la fonction z (t) est intégrable au sens 
de Stieltjes sur [a, b] par rapport à la fonction y (t) s’il existe un élé- 
ment s € Z tel que pour toute suite des subdivisions de [a, b] 


tn = {PHs n = À, 2, e.. 3 


dont le module À (t,) — 0 pour n —> œ, et pour toute famille de 
points intermédiaires 0%, i = 1, ..., Nn, on a la relation 


lim 6,, 5 S. 

n — 00 
Si ces conditions sont vérifiées, on dit que s est l'intégrale de Stieltjes 
de la fonction x (t) sur la, b] par rapport à la fonction y (t) et on note 


b 
= | x (t) dy (t). 


a 


Notons que l'intégrale de Riemann étudiée aux n°% 3.1, 3.2 est 
un cas particulier de l'intégrale de Stieltjes pour Y = Et, Z = X 
et y (t) =t. 

L'existence de l'intégrale de Stieltjes fait l’objet du théorème 
suivant : 


Théorème. Si la fonction vectorielle x (t) est continue sur la, b] 
et la fonction vectorielle y (t) est à variation bornée sur [a, b], alors 
z (t) est intégrable au sens de Stieltjes sur la, b] par rapport à y (t). 


Démonstration. On adopte le même modèle que pour le 
théorème de l'existence de l'intégrale de Riemann (n° 3.1), quitte 
à remplacer dans les sommes intégrales At; par y (t:i) — y (tii). 
Nous laissons au lecteur le soin de faire cette démonstration à titre 
d'exercice. 


Citons quelques propriétés de l'intégrale de Stieltjes: 


b 
1. | zy dy (t)= zay (t) IÈ = z [y (b) —y (a)]. 


a 


2. Si DURS où TEX et œp(t)EC[a,b], alors 


b 
f Lop (t) dy (t) = To í p (t) dy (t 


& 


a 


290 ÉLÉMENTS DE THÉORIE SPECTRALE DES OPÉRATEURS LINÉAIRES ICH. VI 


3. Si y (t) = Yp (t), où y E Y et yp (t) est une fonction scalaire 


à variation bornée, on a 
b 
À 2 (t) dlu (1 = ( 


a 


z (t) dip (t) ) yo 


b b 
4. k (t) +z (91 dy (t) = | z, (t) dy (t) + | a, (t) dy (t). 


b 
x (t) d [y (t) +Y 6) = | x (t) dy, (t) + í x (t) dys (t). 


a 


(BL) 


6. Formule d'intégration par parties : 


E z (t) dy (t) + fv (t) dæ (D) = x (t) y (Ie. 
(On suppose que les deux fonctions vectorielles x (t), y (t) sont con- 
tinues et à variation bornée sur la, bl.) 
b c 
7. Si a<c<b, on a | x (t) dy (t) = | 


a 


b 
+ | 2 (t) dy (6). 
s. | feo aw < fiz 01a Vo < maxi x V o). 


Exercice 3. Démontrer les propriétés 4 à 8 en supposant 
que z< (t), zı (t), xa (t) sont continues et y (t), y, (t), Ya (t) sont 
à variation bornée. 

Exercice 4. Soient x (t) continue sur [a, b] et y (t) à varia- 
tion bornée sur la, b]. Soit ensuite t = œ (T) une fonction continue 
et strictement croissante sur [&, P}, telle que œ (@«) = a, œ (B) = b. 
Montrer que y (œw (t)) est une fonction à variation bornée sur [a, fl 
et établir la formule de changement de la variable dans l'intégrale de 


Stieltjes: 
b p 
À £ (e) dy (t)= | z (0 (©) dy (o (0). 


(Remarquons que la fonction vectorielle y (t) dans l'intégrale de 
Stieltjes n’est pas nécessairement continue.) 
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Exercice 5. Soit y (t) une fonction constante par morceaux. 
Supposons que y (t) = y; € Y sur un i-ème intervalle de la subdivi- 
sion T — ftia, i.e. sur [t;—, til, à — 1, ..., N. Montrer que 
y (t) est à variation bornée et que pour toute fonction x (t) € X con- 
tinue sur [a, b] on a 


b N-i 
| 2 (0) dy (t) = D z (t) (win). 
a i=1 


Ainsi donc, l'intégrale de Stieltjes se réduit dans le cas considéré 
à une somme finie. 


3.4. Intégrales impropres et curvilignes. De même qu’en analyse, 
les intégrales de Riemann et de Stieltjes introduites ci-dessus admet- 
tent différentes généralisations. 

C'est ainsi que l'intégrale d’une fonction x (t) continue par 
morceaux (i.e. admettant un nombre fini de points de discontinuité 
de 17€ espèce) est la somme des intégrales prises sur les intervalles 
de continuité de x (t). 

Etudions plus en détail la notion d’intégrale de Riemann im- 
propre d’une fonction vectorielle x (t) à valeurs dans un espace de 
Banach X. Supposons que cette fonction est définie sur le demi-axe 
[c, +oof et intégrable (au sens de Riemann) sur chaque Ic, b]. Par 
définition, l'intégrale de Riemann impropre de x (t) sur Î[c, + 
est la limite (quand elle existe) 

+ 00 b 
[edit lim |z (t) dt (1) 
c b >+o0 c 
(au sens de la norme dans X). De même, si x (t) est définie sur le 
demi-axe ]—oœ, c] et intégrable sur tout [a, cl], on pose 


C 


| 2) dt= lim f z(t) à (2) 


a >- 
a 


Enfin si la fonction vectorielle z (t) est définie sur l'axe tout entier 
]— co, +oof et intégrable sur tout la, b], on a par définition 


+ 00 c +00 
| etat | z(t) dt+ | z(t) dt (3) 


si les deux intégrales du second membre existent. 

On montre sans peine que la définition (3) est indépendante du 
choix de c. 

Si l’intégrale impropre existe, on dit qu’elle converge, sinon, 
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qu'elle diverge. Si l'intégrale scalaire impropre de || x (t) || converge, 
on dit que l'intégrale impropre converge absolument. 

Exercice 1. Montrer que toute intégrale impropre ((1), (2) 
ou (5)) absolument convergente est convergente. 

Les intégrales de Riemann impropres possèdent les mêmes pro- 
priélés (voir n° 3.2 ; on met a = —o ou b = -+0 chaque fois que 
cela est possible) que les intégrales sur [a, bl, à quelques nuances 
près. Les propriétés 1 à 7 du n° 3.2 ont lieu à condition que les inté- 
grales des seconds membres des égalités considérées (inégalité de 5) 
soient convergentes. La propriété 8 nécessite la convergence de 

t 


| x (s) ds (pour a = —). La formule de Newton-Leibniz impose 
Jo 
l'existence des limites x (oo) si b = +o et x (—0o) si a = —oo. 


Il en est de même pour la formule d'intégration par parties (pro- 
blème 2 du n° 3.2) et pour celle de changement de la variable (pro- 
blème 1 du même n°). 

Passons aux intégrales curvilignes (de 17€ espèce). Soit mainte- 
nani X un espace de Banach complexe, et soit une courbe régulière 
par morceaux [Į définie sur le plan complexe de la variable z. Défi- 
nissons Į par l'équation paramétrique 


z = z (t) 


dans laquelle la variable réelle { parcourt soit le segment [a, b] 
(si l'est finie), soit les demi-droites ]—o0, c], [c, +—of ou la droite 
]—œ, +oo[ tout entière (si I est infinie). Quoi qu'il en soit, lin- 
tervalle de variation de t sera noté [a, b]. La fonction z’ (t) est con- 
tinue partout sur [a, b] sauf peut-être un nombre fini de points de 
discontinuité de 17° espèce (rappelons que I est régulière par mor- 
ceaux). Soit x (z) une fonction vectorielle définie sur F. On appelle 
intégrale curviligne (de 1" espèce) de la fonction z (z) le long de 
la courbe PI l'intégrale de Riemann 
b 
| x (2) dr = | z (z(t))z' (t) dt. (4) 


a 


(L'intégrale du second membre devient impropre si l’une quelcon- 
que de ses bornes a ou b s'éloigne à linfini.) 

L'intégrale curviligne suivant [ d’une fonction vectorielle pos- 
sède les propriétés classiques d’une intégrale curviligne de 1° espèce. 
En particulier, elle change de signe quand on change le sens de par- 
cours de PF. 

On montre que la valeur de l'intégrale (4) ne dépend pas de la 
définition paramétrique de ľ, pourvu que le sens de parcours soit 
inchangé: cela ressort de la formule de changement de la variable. 


8 3] INTÉGRATION DES FONCTIONS VECTORIELLES 293 


Considérons un cas particulier de l’intégrale de Stieltjes impropre 
qui nous sera utile par la suite (n° 4.6). 

Soit X = Y = Z = EFE! (voir n° 3.3) l’espace euclidien de dimen- 
sion À, i.e. la droite |-—œ, +oo[. Soit sur E! une fonction x (t), 
peut-être non bornée, à valeurs dans Æt, uniformément continue 
sur E1. [ntroduisons une seconde fonction y (t) qui est croissante, 


continue à droite et bornée sur ET. 
Exercice 2. Montrer que y (t) est à variation bornée sur 


b 
tout [a, bl], donc qu'il existe l'intégrale de Stieltjes | x (t) dy (t) 


sur tout [a, bl. 
On appelle intégrale de Stieltjes impropre de x (t) sur ]—o, + 


par rapport à y (t) l'intégrale 


+20 o n 
| x (t) dy (t)= lim | z(t) dy (+ lim | z(t) dy (t). (65) 
— 00 TP 0 TT 0 


Si l'intégrale impropre (9) existe, on dit qu'elle converge, sinon, 
+ 00 


qu'elle diverge. Si | | x (t) | dy (t) converge, on dit que l'intégrale 
de Stieltjes (5) est absolument convergente. 

Exercice 3. Montrer que toute intégrale de Stieltjes abso- 
lument convergente est convergente. 

Il se trouve que, sous les hypothèses convenues sur x (t) et y (t), 
la convergence absolue de l'intégrale de Stieltjes impropre est équi- 
valente à la convergence absolue d’une série. Subdivisons la droite 
]J—o, of en intervalles semi-ouverts [te-, tal, k = 0, +1, 
+2, ..., de telle façon que 


o = sup (Mp — ma) < + 00, (6) 
où M = sup z(t), m,— inf z(t). 
[k-i tgl lth- tal 


Exercice 4. Montrer que la continuité uniforme de z (t) 
sur |—œ, +oo[ implique l'existence d’une telle subdivision de 
]—æœæ, +co[ pour œ >00. 

Introduisons à présent des points intermédiaires 04 € [tk—1, tel 
et formons la série 


00 


> x (Or) [y (Ex) — y (tr-1)]- (7) 


Théorème. La série (7) et l'intégrale impropre (5) sont toutes deux 
absolument convergentes. Si de plus la série (7) est absolument conver- 
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gente pour tout œw > 0, on a 


+- oc + 00 
| e0) dy = lim À æ (8) ly (ta) — Y (tami)]. 
— 00 k=- o 


Démonstration. Voir [26]. 


$ 4. Décomposition spectrale d’un opérateur auto-adjoint 


._ Dans ce paragraphe nous établirons la représentation intégrale 
d’un opérateur auto-adjoint borné À dans un espace de Hilbert H 
sous forme d’une intégrale de Stieltjes. Une telle représentation 
s'appelle décomposition spectrale de l'opérateur aulo-adjoint. Un 
rôle important dans cette décomposition sera joué par une fonction 
opératorielle P (À), dite fonction spectrale de A. Les valeurs de 
P (à) sont des orthoprojecteurs dans M, elles sont étroitement liées 
au spectre de À. La décomposition spectrale est un appareil analy- 
tique efficace qui permet d'étudier les opérateurs auto-adjoints et 
qui est fort utile dans les problèmes où ces opérateurs interviennent. 


4.1. Fonction spectrale de l'opérateur auto-adijoint. Soit À un 
opérateur auto-adjoint de £ (H). Supposons qu'à chaque nombre 
À E€ Ï—o, + œ| soit associé un orthoprojecteur P (À) dans JI. 


Définition 1. Une fonction opératorielle P (À) est appelée 
fonction spectrale de À si elle vérifie les conditions suivantes: 
19 P (à) =0 pour tout à< m = inf (Ax, x). 
P (à) =I pour tout à > M = sup (Ár, x); 
Hx =1 
2° P (à) est une fonction croissante de À, i.e. pour À < u on a 
P (€ P (p): ES | 
3° P (À) est continue à droite au sens de la convergence forte dans 
H, i.e. pour tout r € H ona 
lim P(u)xz—P(x; 
U—A+0 
4% pour tout À l'opérateur P (À) est permutable à tout opérateur 
de £ (H) permutable à À ; 
5° pour tout e > 0 on a la formule de la décomposition spectrale 
sous forme d'une intégrale de Stieltjes 
M 
A= | à dP (A). (1) 


M—E 


Remarque. Le nombre e dans (1) intervient pour tenir compte 
d'un saut éventuel de P (À) en m. 
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Exercice 1. Montrer que la fonction P (À) est à variation 
bornée. 

Citons deux exemples élémentaires de fonction spectrale d’un 
opérateur auto-adjoint. 

Exemple 1. Soit À un opérateur auto-adjoint dans un 
espace de Hilbert complexe H de dimension finie n. L'opérateur À 
admet des valeurs propres (voir n° 1.2) qui sont toutes réelles. Fai- 
sons la suite strictement croissante des valeurs propres de À, 


M = MULIA <<... << =M Kpn). 
Soit H; l’espace propre de À associé à la valeur propre À; (i = 
= À, ..., p). On a la décomposition orthogonale 
H=H. @®H: $... Hp 


Soit ensuite P; orthoprojecteur de H sur H;. Montrons que la 
fonction spectrale de A se laisse définir comme suit: 


(0 pour À<À,, 
P, pour AA Às, 
P (à) — P, +P, pour Ao LÀ < Àg, (2) 


| Pi+P;+...+P,; pour Àp LA Ep 
Ei pour Àp<À. 

Exercice 2. Vérifier que les propriétés 4 à 3 de la défini- 
tion À restent vraies pour P (à). 

Voyons si la propriété 5 a lieu, i.e. si la décomposition (1) est 


p 
valable. Multiplions l'égalité I = - Y Pà gauche par l'opérateur À : 
i=1 


$ 


il vient À = V AP.. Or, pour tout x € H on a P;x € H;, d'où 


ici 
AP;x = ;P;x, i.e. AP; =X;P;, i = 1,..., p. On a donc l'éga- 
lité 
p 
A= 2 MPi (3) 
== 
Cela est précisément la décomposition spectrale cherchée de l’opé- 


rateur À. En effet, compte tenu de l'exercice 5 du n° 3.3, la formule 
(5) se laisse mettre sous la forme (1), où P (À) se définit par (2). 


Vérilions la propriété 4. Soit {Qi} une base orthonormée 
dans H;. Alors 


-Y (+, Pin) Pire 
k=1 
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Pour tout x€CH on a 
li l; 


PiAz= L (Az, Pin) Qu = 2 (2, Aix) Pr = 


li 
= À; > (Z, Pin) Pin = AiP i£ = AP;x. 


Il s'ensuit que P; est permutable à A, d’où P (À) est, lui aussi, per- 
mutable à À. 

Soit maintenant C € £ (H) un opérateur quelconque permutable 
à À. Montrons que P; est aussi permutable à C. A cet effet, démon- 
trons d’abord un 


Lemme. Si Cest permutable à A, ona CH, c H;, C*H;c H;et 


l; 
C Pir = 2 ViksPis) C” Pik = ù 23 Vins Pier (4) 


où la matrice || vf}, || est l’adjointe de || Yi, Il, i.e 


Viks = Visk (5) 


Démonstration. Puisque AC = CA, on a aussi (AC)* = 
= (CA)*, d’où AC* = C*A, car À est auto-adjoint. On a alors 
ACP;x = CAP;x = À,CP;x, AC*P;x = C“AP;x = À,C*P;x. Autre- 
ment dit, CH: c H; et C*H; c H;. 

On a ensuite d’après (4) 

Virit = (CPir, Pau) 
viri = (C* Pir, Par) = (Pirs CPt) = (CPir Pir) = Viir- 
Le lemme est démontré. 

On vérifie maintenant par calcul direct, compte tenu de (4) 

et de (5), que les opérateurs P; et C sont permutables: 
l; l; l; 
PiCz= 2 (£, C* Pir) Pir = D (a (x, 27 VirsPis) Pin = 


l, P l; l; 


= , Viks (x, Pis) Pin = D (x, Pis) à VYiksPik — 


©" 
Lt 


l 
= ` (£, Pis) CPis =C Piz. 


Ainsi donc, les P; sont permutables à C, d’où il découle que P (À) 


est aussi permutable à C. 
Nous venons de montrer que la formule (2) définit effectivement 
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la fonction spectrale P (À) de l’opérateur À. Dans le cas considéré, 
P (À) est une fonction opératorielle constante par morceaux qui 
admet des sauts aux points correspondant aux valeurs propres de À. 

Avant d'examiner un autre exemple de fonction spectrale, don- 
nons une définition qui généralise celle de sous-espace propre d’un. 
opérateur linéaire: 


Définition 2. Soit À un opérateur linéaire (peut-être non borné) 
défini sur une partie D (A) d'un espace de Banach X, à valeurs. 
dans X. La variété linéaire (sous-espace) M de X est appelée variété 
linéaire invariante (sous-espace invariant) de À si AMC M. 


Exercice 3. Montrer que tout sous-espace propre d’un opé- 
rateur linéaire est son sous-espace invariant. 

Exercice 4. Montrer que les sous-espaces 110) = 0, HA = 
= H,, HO = H, QH, H® = H, 6 H, QH; ..., HO = 
=H, 6H, 6... H,.,, H® = H, où H; sont les sous-espaces. 
propres de l'opérateur À de l’exemple 1, forment une suite stricte- 
ment croissante de sous-espaces invariants de À. 

Exemple 2. Soit dans l’espace de Hilbert £, [0, 11 de: 
fonctions x (t) un opérateur À défini par la formule 


Ax = tz (t). 


Exercice 5. Montrer que À est auto-adjoint dans Z, [0, 11. 

Exercice 6. Montrer que le spectre de À est le segment. 
[0, 1] tout entier et que À n’admet aucune valeur propre. 

Bien que sans sous-espaces propres, À admet des sous-espaces. 
invariants. En effet, soit H, = 0 pour <0; H, = H pour À > 1; 
H, = {x € L:10, 1]: x ()=0 si À<t<1} pour 0OLÀ<!. 

Exercice 7. Montrer que les H,, À E ]—o, + œ| forment. 
une suite strictement croissante de sous-espaces invariants de À. 

Définissons maintenant P (À) en précisant que P (à) est l’ortho- 
projecteur de £, [0, 11 sur H, pour tout À € I—o, + oo. 

Exercice 8. Vérifier que P (À) possède les propriétés 1 à 3: 
d’une fonction spectrale. 

Exercice 9. Montrer que À est permutable à P (à). 

Nous nous dispenserons de vérifier la propriété 4, ce qui pourra 
d’ailleurs être fait plus tard en vertu des considérations générales. 

Proposons-nous de démontrer la formule (1). Soit t = fie 
une subdivision de [0, 1}, et soient 0; € [A;, À;+.,1 des points inter- 
médiaires. Faisons la somme de Stieltjes: 

N 


Ge à Or [P (Ar) — P (Ar-1)]. 


L'action du projecteur P (àp) — P (àp) sur une fonction x (t) € 
€ L [0, 1] est la suivante: yp (£) = [P (Ar) — P Ara z €) = 
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= x (t) sur [Ass Ag] et yp (t) = 0 en dehors de [Az, Agl. On a la 
majoration de la différence Az — 6,7 = tx (t) — ©6,x (t) en norme 
de £, [0, 1]: 


1 
| Az— o;z |= | | tæ (t) — ox (t) |? dt = 
Q 


N fh 
=y | |tz (4) — 0z (t) dt < 
k=1 t 


N tk 
< max max |łt—0,; | ` | | x (t) |? dt = À (T) || z ||?, 

1SREN [tp tp] P 

k-1 
où À (T) est le module de la subdivision t. On a alors | À —o I< 
< À (Tt). Si à (t) — 0, on a 6, — À au sens de la convergence uni- 
forme d'opérateurs. Ainsi donc, nous avons démontré la formule 
de la décomposition spectrale (1) dans l'exemple 2, où la fonction 

spectrale P (À) est continue sur ]—oo, +. 

Dans les autres n°% de ce paragraphe nous démontrerons lexis- 
tence et l’unicité de la fonction spectrale de tout opérateur auto- 
adjoint borné dans un espace de Hilbert. Au n° 4.2 nous démontrerons 
l'existence de la racine carrée de tout opérateur positif, ce qui nous 
permettra d'étudier un orthoprojecteur de forme particulière dans le 
n° suivant. Enfin, les n% 4.4 et 4.5 seront consacrés à la démonstra- 
tion du théorème général de la fonction spectrale. 


4.2. Existence de la racine carrée d’un opérateur positif. Soit U 
un opérateur auto-adjoint. Nous avons vu au n° 3.3 du chap. IV 
que l'opérateur U? est positif, U? œQ. 

Cherchons la solution de l’équation quadratique la plus simple 


U? = À (4) 


dans laquelle À est un opérateur positif donné. Il sera montré plus 
tard que cette équation admet une solution positive que nous dési- 


gnerons par V À. Notons que l'équation (1) n’a aucune autre solution 
positive ; autrement dit, le problème d'extraction de la racine carrée 
d’un opérateur positif À a toujours une solution unique dans la 
classe des opérateurs positifs. 

Pour prouver l’existence de VA, procédons par approximations 
successives. Ce faisant, nous utiliserons essentiellement, en la géné- 
ralisant aux opérateurs auto-adjoints, la propriété de Weierstrass 
bien connue en analyse : toute suite croissante et majorée de nombres 
réels a une limite. Pour commencer, définissons les notions de suite 
croissante et de suite majorée pour les opérateurs auto-adjoints. A cet 
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effet, appliquons la définition de l'inégalité entre opérateurs auto- 
adjoints (n° 3.3, chap. IV). 


Définition 1. On dit que la suite {4n} d'opérateurs auto-adjoints 
est croissante si pour tout entier naturel n on a Án < Árni 


Définilion 2. On dit que la suite d'opérateurs auto-adjoints 
{An} est bornée supérieurement, ou plus exactement majorée par un 
opérateur auto-adjoint borné C, si pour tout nona A4, <C. 


Faisons deux remarques élémentaires. 

Remarque 1. Pour que la suite d'opérateurs auto-adjoints 
soit majorée, il faut et il suffit qu'il existe une constante c telle que 
À, < cl, où I est l'opérateur identique. 

En effet, si À, < C, on a pour tout x € H 


(Anz, x) S (Cx, 2) <S |C I| æ, x) = (C || Iz, x), 


i.e. À, <ṣ< || C || Z. La réciproque est évidemment vraie: il suffit 
de poser C = cl. 

Remarque 2. Si {|| 4, ||} est bornée (les À, étant auto- 
adjoints), {4,} est majorée. 

En effet, 


(Ant, x) < | An I| (£, 2) Sc (z, x) = (cx, x). 


Lemme 1 (propriété de Weierstrass}. Toute suite croissante et majo- 
rée d'opérateurs positifs converge fortement vers un opérateur positif. 


Démonstration. Soit une suite d'opérateurs positifs 
{A,} croissante, 0< A, < Ayy,, nr = 1, 2,..., et majorée, 
Ah cl, n =1, 2, ...Considérons la suite des nombres réels 
{(A,x, x)} dans laquelle x € H est fixé. Elle est croissante et majorée : 
il existe donc lim (A pr, x). Montrons que la suite {A,x} est alors 

n > 00 
convergente. Puisque A,+:, — An > 0 pour p, n entiers naturels 
quelconques, on obtient en appliquant l'inégalité généralisée de 
Cauchy-Bouniakovski (voir n° 3.3 du chap. IV) pour tout y € H 


| (Anin — Anz, y) È < (Any — An) £, 2) (Ann — An) WE 
cl y l {(Anipt, 2) — (Anz, 2)}. (2) 
Nous avons utilisé les inégalités suivantes: 
((4n +p ~~ An) T, x) > 0, 
OS ((Antp — An) y: Y) = (An+pÿs Y) — (Any, Y) S 
< (An+pÿ, Y) Sc lly IF, 


(Any, y) > 0. 
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Posons maintenant dans l’inégalité démontrée (2) 
y = An+pT — Ant 


pour obtenir après simplification 
| Antpt — Ana |? L c {(Anipe, 2) — (Ant, 2)}. 


Puisque {(A z, x)} est une suite de Cauchy, il en découle que {4 2} 
est aussi une suite de Cauchy. Comme H est complet, il existe la li- 
mite de {A z}. Posons 
Ax = lim 4,x. 
n> 00 

ll est évident que À est linéaire. Ensuite, (A z, y) = (x, A„ y), d’où 
pour n — œ on déduit que (Az, y) = (x, Ay), i.e. que À est auto- 
adjoint. Passant à la limite dans la double inégalité 0 < (4,x, 1) < 
<c (x, x), on obtient 0 < (Ax, x) <c (x, x), d'où OLA <cl. 
Le lemme 1 est démontré. 

Passons maintenant à l'extraction de la racine carrée positive 
d’un opérateur positif A. Remarquons tout de suite qu'il suffit 
d'envisager le cas où || À | & 1 et À = 0: en effet, le cas généra? 


se réduit à celui-ci, car À = || À || ST et si l’on connaît déjà 
la racine carrée positive Y A/|| À |l, on a évidemment VA = 
= V || A IV 4/11A ||. Considérons donc l'équation U? = A, où 
O< A ZI. Faisons dans cette équation le changement de la va- 


riable U = I — V et posons À = I — B. Pour obtenir V, on à 
l'équation Z — 2V + V? = Į — B que l’on transcrira sous la forme 


1 
V=% (B+V?), (3) 
où 0< B <I. Procédons par approximations successives : 
1 
Va = 5 (B + Vi), n=1,2, ..., (4) 


en prenant comme approximation initiale V, = 0. Faisons quelques 
premières approximations successives à partir de (4): 


Vi=+B: 
V= BSV} d l pile 
27 5 +y Vi; d’où Vas Bt gB; 
V=5 B45 Va d'où V=3B44 Bte BE Bi 


Ces formules montrent que 0< V, <Ê V, < V3. De plus V, Vo, V3 
sont des polynômes en B à coefficients positifs. Montrons par ré- 
currence que la suite {V,} est croissante, majorée par I et se com- 
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pose d'opérateurs positifs. En effet, O< V, < B < I. Supposons 
démontré que les V}, ..., Vn sont positifs et majorés par /. Alors 


OSV, = 5 (B+ Vi) +) =T. 


Moutrons que V, < V, + pour n quelconque. À cette effet, mon- 


trons que tout V,+, — V, est un polynôme en B à coefficients posi- 
tifs. Notons tout d’abord que si V, est un polynôme en B à coeffi- 
1 


. ec 1 . . 
cients positifs, alors V, +; = -> B + DE V? l’est aussi, car V$ est un 


2 
polynôme en B à coefficients positifs. Ensuite, V, — V, est un poly- 
nôme en B à coefficients positifs. Soit par hypothèse de récurrence 
Vao — Vn polynôme en À à coefficients positifs. Alors 


Von Fn =g (BVR) g (BV) = + (Va VE) 


1 
T9 (Vn — Vna) (Va + V n1). 


Exercice. Démontrer la permutabilité de Vm et de V, à 
partir de leur permutabilité à B. 

De l'égalité obtenue il découle que V,:, — V, est un polynôme 
en B à coefficients positifs, car il est produit de deux polynômes 
de ce type. 

Ainsi donc, {V,} est une suite croissante dans laquelle 0 < V, < 
< Z. En vertu du lemme elle admet une limite forte V, telle que 
IL, <T. 

Montrons à présent que cette limite V, est solution de (3). A cet 
effet, démontrons d’abord la permutabilité de V, et de V,. Puisque 
Va et Vm sont permutables (voir l'exercice), on a pour tout x € H 


Va Vnt = VmVnt. 


Passons dans cette égalité à la limite pour m — œ en utilisant 
ia continuité de V, dans le premier membre et la convergence forte 
de V,, en V,zx dans le second. Il vient V,V,x = V,V,x, i.e. V, et Vo 
sont permutables. D'où 

Var — Væ = (Vn + Vo) (Vnt — Vox) 
et donc 
| Var — Var I< I| Va + Vo Var — Vo I< 2 || Var — Vox Il. 
Il en ressort que V} tend fortement vers V? quand n —+ oo, Passons 
maintenant dans (4) à la limite pour n — œ (ponctuellement) ; 
il vient Vo= -+ (B + V3. 

Reprenant nos nolations anciennes, nous obtenons la racine 

carrée de À (0 < A < 1) sous la forme 


V A — T—V,. 
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Montrons que cette racine carrée positive est unique. À cet effet, 
établissons d’abord un 


Lemme 2. Si A > 0, alors pour (Ax, x) = 0 on a Ax =Q. 
Démonstration. Des égalités successives 
O—(4x,x)=((V A) x, x)=(V Ax, V A x) 


on déduit que V À x = 0. A l’aide de VA on obtient Az = 0. Le 
lemme est démontré. 
Supposons maintenant que l'équation quadratique U? = A ad- 


met deux solutions positives U, = VA et U,. Remarquons que 
U, ,A = UQUS = UŻU, = AU,; autrement dit, U, est permutable 
à À, auquel cas U, l’est aussi à U}. Donc 
0 = (U3 — U3) x, (U — U») x) = ((U, + U) y, y) = 

= (Uy, y) + (Uz4, y), 


où y = (U, — U) x. Puisque U,, U, sont positifs, il en ressort que 
(Uy, y) = 0 et (Uy, y) = 0 tout aussi bien. En vertu du lemme 2 
on a Uy = 0 et Uy = 0. Or, puisque y = (U, — U.) x et que z 
est arbitraire, on a 
Ui (Ui — Ua) = 0, U, (Ui — U.) = 0. 
On n’a aucune difficulté à achever la démonstration : 
CU — Uo) z |? = (U, — U) z, (U, — U») £) = 
= (QU, — U,}fx, x) = (U, (U — U) z, x) + 
+ (CU: (Us — Ua) z, x) = 0. 
Donc Ui = U,. Nous venons de démontrer un 


Théorème. Tout opérateur positif À admet une racine carrée 


positive unique V À, ladite racine étant permutable à un opérateur 
C € L (H) si et seulement si C est permutable à À. 


4.3. Sur un orthoprojecteur particulier. Soit À un opérateur 
auto-adjoint dans un espace de Hilbert complexe H. Introduisons 
les notations 


DT 1 1 
[AI=V 4 A=5{l41+4} A=5{14]—4}, 


où V A? est la racine carrée positive de A?. 
Exercice 1. Montrer que 
a) À = At — A5; 
b) |A | = 4*+ A5; 
c) AtA- = A-A+ =Q; 
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d) |4 | =>0, | À | = 0 si et seulement si À = 0; 


e) | À P = 4è; 
f) pour AT == 0 on a À — At — | À |; 
g) pour A+ == 0 on a Á == — | Á | — — À — 


Exercice 2. Soit dans l’espace £, [—1, 1] un opérateur À 
tel que Ax = tx (t), t € [—1, 11. Montrer que | À |x — |é | x (t), 
Atz ==t*x (t), Az = tea (1), où t= (lt | +t) t= (lt — 0. 
Construire les courbes des fonctions x (t) = tt et x (t) = t7. 


Démontrons deux autres propriétés des opérateurs introduits. 
Indiquons d’abord qu’on a pour tout x € H 


[14 z || = Az |. (1) 


En effet, cela ressort du fait que | À | et À sont auto-adjoints: 
ILA [zP = (Az |A x) = (4 Pzr, z) = (4°x, x) = 
= (Ax, Ax) = || Ax |. 


La seconde propriété annoncée consiste dans le fait que | À |, 
A* et A- sont permutables à À, l’un à l’autre et à tout opérateur de 
£ (H) permutable à A. En effet, il suffit de remarquer que | À | 
est limite forte d’une suite de polynômes en À (voir n° 4.2), donc 
A*t et A- ont la même propriété. 

Ceci dit, passons au sujet principal de ce n°. Considérons le sous- 
espace N (A+) des zéros de l'opérateur A* (voir n° 3.1 du chap. II). 
Introduisons sur NV (A+) l’orthoprojecteur P. Il possède les propriétés. 
énumérées dans le lemme suivant: 


Lemme. Le projecteur P a les propriétés suivantes : 

1° P est permutable à tout opérateur C € £ (H) qui est permutable 
à A, en particulier P est permutable à À, à | A |, à A* et à A7; 

29 si Ax = 0, on a Px = zx, i.e. N (A)E N (A*); 


3° A==PA-—=-PA—=P|A]>0, (2) 


AT = Q si et seulement si À >Q; 
49 At = (I — P) At = (I — P) A = (I — P) |A |0, (3) 


A* = 0 si et seulement si A LQ; 
99 A = (I — 2P) | A |. 


Démonstration. 1° Soit C un opérateur permutable à A. 
Alors, en vertu de la définition de | A | et d’après le n° 4.2, C est 
permutable à | À |, à A- et à A*. Ensuite, pour tout x € H ona 
A* CPx = CA* Px = 0, car Px € N (A*). On a donc CPx € N (Ab). 
d'où PCPx = CPx pour tout x € H, i.e. 


PCP = CP (4) 
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Remarquons à présent que l'opérateur adjoint C* est aussi per- 
mutable à À (voir la démonstration du lemme du n° 4.1). A côté 
de (4), on a alors PC*P = C#P. Passant aux adjoints dans les deux 
membres de cette dernière égalité, on obtient PCP = PC, d’où, 
compte tenu de (4), il ressort que CP = PC. 

2° Soit Ax = 0. On a alors | À | x = 0 d'après (1). Donc, Atx = 


= -5 (A+ A)x =0, ie.. x EN (4t). Par définition de P, 


on a alors Px = x. 

3° Puisque A*A "x = 0 pour tout x € H (voir l'exercice 1), on 
a A7x E€ N (4*), d'où PA-x = A7x d'après la propriété 2°. Donc, 
PAx = P(At—-A-)x = —PA-x = —A x. Enfin, P]|]A |z = 
= P (A+ + A-)x = A7x. Comme x est arbitraire, on en déduit 
ła formule (2): A- > 0, car on a déjà P>0et | A | > 0. 

Exercice 3. Démontrer la propriété 4° par analogie. 

99 (I — 2P) |A |= {Z — 2P) (At + A`) = At + A- — 2PAt— 
— 2PA = At— A~ — 0 — 247 = At — ATHA. 
Le lemme est démontré. 


4.4. Tout opérateur auto-adjoint a une fonction spectrale. Utilisant 
la construction indiquée dans le n° 3.3, montrons que tout opéra- 
teur auto-adjoint À € £ (H) a une fonction spectrale. Introduisons 
les notations (voir n° 3.3) 

A, =A M, Af=(4,), AR = (AA) 


Soit ensuite P (À) orthoprojecteur de H sur le sous-espace N (4i)= 
= N ,. Montrons que P (À) est fonction spectrale de A. A cet effet, 
montrons que toutes les conditions 1* à 5° de la définition de la 
fonction spectrale (voir la définition 1 du n° 3.1) sont vérifiées. 
Commençons par la propriété 4°. Le projecteur P (A) est permutable à 
tout opérateur C qui l’est à A (lemme du n° 3.3). On a en particu- 
lier P (à) P (u) = P (u) P (à). 

Montrons maintenant que P (À) est une fonction croissante de À 
(propriété 2°). Soit Q = P (A) [7 — P (u)l. Il suffit de montrer que 
Q = 0 pour À < u, auquel cas P (à) = P (à) P (u) et ona P A) < 
< P (u) d’après le théorème 1 du n° 3.7 du chap. IV. 

Remarquons d’abord que Q est un projecteur, car P (À) et I — 
— P (u) sont permutables (lemme 1 du n° 3.7, chap. IV). Montrons 
que pour À < u légalité Qx = x implique la nullité de r, ce qui 
signifie que le sous-espace d'arrivée de Q se réduit à 0. 

Exercice 1. Vérifier que Q = P (à) Q, Z — P (u)l Q =Q. 

Si maintenant Qz = z, alors 


(A x, x) = (A Qz, x) = (A P (à) Qx, z) = —(A1Qr, x) = 
= —(A x, x) < 0, 
parce que A,P (à) = —A} < 0 (voir la formule (2) du n° 4.3). 
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De même 


(Auz, x) = (A Qz, x) = (Au T — P (u)) Qz, x) = 
= (ApQr, x) = (Aix, x) > 0, 


parce que À, (1 — P (u)) = Aù > 0 (voir la formule (3) du n° 4.3). 
Nous venons de démontrer donc les inégalités 


(A — A)zx, x) <0, ((4 — ul) x, x) > 0. 


Retranchons la seconde de la première : il vient (u — À) (x, x) < 0. 
Or, u — à >0 et (x, x) > 0, d'où x = 0. On a donc bien Q = 0 
pour À < u, d’où la propriété 2°. 
Vérifions que P (À) est continu à droite (propriété 3°). Soient 
= [À, ul] et Pa = P(u) — P (à) = 0. Démontrons la double 
inégalité 
À Pa S APa< uPa. (1) 


Exercice 2. Montrer que P (u) Pa = Pa, (I — P (à)) Pa = 
= PA. 


On a en somme les relations 
(A — ul) Pa = AuPa = À ,P (u) Pa = —AÁuPa <0, 
(A — AI) Pa = A,Pa = 4A, (1 — P (A) Pa = AjP1 > O0 


qui représentent respectivement la première et la seconde inégalité 
de (1). 

Considérons à présent la fonction opératorielle P (u) pour u >À, 
où à est fixé. Elle décroît avec u ; de plus P (u) est minorée, P (u) > 
>P (à). 

Exercice 3. A l'aide de la propriété de Weierstrass (n° 4.2), 
démontrer l'existence de la limite forte 

lim P(u)=P(Ai+0)>P (à). 
U—A+0 

Montrons que P (à + 0) = P (à). Posons P, = P (à + 0) — 
— P (å). Alors Pa = P (u) — P (A) — P) pour u — à + 0. Pas- 
sant dans (1) à la limite pour u — À + 0, on obtient AP, = ÀP,, 
i.e. A; Po = 0. Ilen découle, d’après la propriété 2° de l’opérateur P 
(voir le lemme du n° 4.3), que AïP, = 0. Autrement dit, le vecteur 
Pax E N, pour tout x € H, d’où P (à) P, = Po. De même, en pas- 
sant dans l'égalité [Z — P (A)| Pa = Pa à la limite pour u — 
—> À + 0. on obtient [Z — P (À)] P, = P,. On a alors P, = 2P,;, 
i.e. P, = 0. La définition de P, nous conduit à P (4 + 0) = P (ìà), 
de sorte que P (À) est bien continu à droite. 

Passons à la formule de la décomposition spectrale (propriété 


. N 7 Ie . . 1 . 
9°). Soit tT = {A;:yi=0 une subdivision de [m — e, M] en intervalles 
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A; de longueurs Àg — Ày_; (k = 1, ..., N). D'après (1) 
AraP ap S AP, S AnP ag: 


Faisant la somme de ces inégalités suivant k de 1 à N et tenant comp- 
N 


te de ce que D Pa, — J, on obtient 
k=1 
N N 
2 MPa, SAS D ArPa, 
Choisissons pour chaque k = 1, ..., N un point intermédiaire quel- 
conque 84 sur [A _ > Arl. Alors 
N N N 
2 (Ar-1 — Or) Pa, <4 à BaPa, 2 (Ar — 0x) Pap 
Si v (t) est le module de qt, on a à fortiori 
N 


—v (T) IKA — D Pa, <» (1) 7. 
k=1 


Donc 


N 
| 4— D OPA, lSv(r)—0 pour v(r) +0, 
k=l 


ce qui prouve la formule (1) du n° 4.1. 
Nous venons de démontrer le 


Théorème. Tout opérateur auto-adjoint bcrné admet une fonction 
spectrale. 


4.5. Fonctions d’un opérateur auto-adjoint. Unicité de la fonction 
spectrale. Nous avons déjà étudié au n° 2.3 du chap. HI les fonctions 
d'opérateurs de £ (X). La formule démontrée ci-dessus permet de 
donner une définition indépendante de la convergence des séries d’opé- 
rateurs. 


Définition. Soit f (À) une fonction continue sur la, b]. Par fonc- 
tion d'un opérateur auto-adjoint À on entend l’expression 
M 
f(4)= | FAP (N). 
m-e 
(Il faut bien sûr que [a, b] > [m — e, M] pour un e = 0.) 


En particulier 
M M 


I= | dP(), VA— | V À dP (A). 


J 
m-e m-e 
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La première formule est évidente. La validité de la seconde implique 


m > 0. On montre que cette nouvelle définition de V A coïncide 
avec celle donnée au n° 4.2. 
Notons qu’on a aussi 
M 


a= | 12 dP (1). 
m-e 
D'où 

M 
| Ax ||? = (4x, Ax) —(A?x, x)= | Ad (P (A) x, x). (1) 

m-e 
Nous pouvons maintenant démontrer l'unicité de la fonction 
spectrale, dont l'existence a été démontrée dans le n° précédent. 


Supposons qu’en plus de P (À) l'opérateur auto-adjoint A admet 
encore une fonction spectrale Q (u). On a alors 


M 
A= | udg 
m—E£ 
De plus 
M M 
d=A—M= | (u—24Q(u, Ai= | (u—2) dg (p), 
m—E£ m—E£ 
où 
u—À si uÀ, 
(u n=] 0 si fP 
u À 
Donc 


mM 


ai= | (u — à) dQ (u). 


Soit N, = N (AÌ). Si x € N}, alors (voir (1)) 


M 


| Ała I? = | (u— A)? d (Q (u) z, #)—0 
À 


Cette égalité n’est possible que si (Q (u) x, x) = (x, x) pour tout 
u > À. En particulier, il en ressort que (Q (À) x, x) = (x, x). On a 
alors || Q (à) z — z |? = (Q ()x — x, Q (À) z — x) = (Q (à) z, z)— 
— 2 (Q (À) x, x) + (x, x) = 0, i.e. Q(À)x — x. Par conséquent, 
Q A) réalise aussi la projection de H sur N,. Etant équivalents, 
P (À) et Q (À) sont égaux. Nous venons donc de montrer que tout 
opérateur auto-adjoint borné dans un espace de Hilbert complexe 
admet une fonction spectrale et une seule. 
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4.6. Sur la décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints 
non bornés. Soit A un opérateur auto-adjoint non borné défini sur 
un ensemble D (A) dense dans un espace de Hilbert complexe H, 
à valeurs dans H. 


Définition. Une fonction opératorielle P (À) qui à tout à € 
€ ] —o, +oo [ fait correspondre un orthoprojecteur P (À) est ap- 
pelée fonction spectrale de A si (cf. la définition 4 du n° 3.1) 

1° P (à) — 0 pour À — —oœ, P (À) — I pour À > +o (les li- 
mites étant entendues au sens de la convergence forte); 

2° P (À) est une fonction croissante de À ; 

3° P (À) est continue à droite (au sens de la convergence forte) ; 

4° pour tout opérateur B € £ (H) tel que BD (A)& D (A) on a 
pour tout x € D (4) 

BP (à) x = P (à) Bz ; 


5° pour tout z ED (A) et tout y E€ H 
(Ax, y)= | Ad (P (A) z, y), (1) 


avec dans le second membre une intégrale de Stieltjes impropre 
{voir n° 3.4). 

L'existence et l'unicité de la fonction spectrale de tout opérateur 
auto-adjoint non borné sont assez difficiles à démontrer ; le lecteur 
peut en trouver la démonstration par exemple dans [17]. 

Nous nous bornerons à faire quelques remarques: 

Remarque 1. Un vecteur x € D (A) si et seulement si l’in- 


tégrale 
+o 
| Ad (P (À) x, £) 
est convergente. L 
Remarque 2. Six ED(A),on a 
+ 00 
Ax = | à dP (à) x, (2) 


— OC 


l'intégrale du second membre étant entendue comme limite (au sens 
b 


de la convergence en norme de H) de | dP (À) x pour a > —o, 
b — oo. Í 
Remarque 3. Six ED (À), on a (voir la remarque 1) 
+ 00 
| Az?= È ad (P (A) z, 2). 


— 0O 
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Passons à la définition des fonctions de À. Celles-ci sont intro- 
duites par l'intermédiaire de sa fonction spectrale. Soit f (à) une 
fonction à valeurs complexes définie sur ] —oo, + [. On arrive 
parfois à définir un opérateur non borné f (A) à l’aide de la formu- 
le (y € H) 

+ 00 


O(A, y= | FA) d(P (Da, y). (3) 


— D 


Posant y = f (A) x, on s’assure, au moyen de (3), que l’ensemble de 
définition D(f (A)) réunit tous les éléments x pour lesquels l’intégrale 
+2 
| FOIE a(P (A) z, à) 
est convergente. 
Exercice 1. Montrer que l'opérateur f (A) est borné chaque 
fois que la fonction f (À) est bornée. 
Exercice 2. Montrer que si la fonction f (À) n’a que des 
valeurs réelles, l’opérateur f (A) est auto-adjoint. 
Comme exemple de fonction d’un opérateur auto-adjoint À, 
considérons sa résolvante R, (A) (voir n° 2.1). 
Exercice 3. Montrer que si À, n'appartient pas au spectre 
o (A) de À (voir n° 2.1), alors 


+00 
Ry, (A) x = | Ah * 


— 00 


Montrer que si Im À, 0, alors À, € o (A) et 


1 
I Ras ANSE T 


Notons en conclusion que si À est un opérateur auto-adjoint borné 
la formule (2) devient 
M 
Ax = | à dP (à) x, (4) 
m-e 
où m et M sont conformes à la propriété 1° figurant dans la défi- 
nition 4 du n° 4.1 ; autrement dit, elle coïncide avec la formule (1) 
du n° 4.1. 

Dans les applications, on rencontre aussi des opérateurs auto- 
adjoints semi-minorés. Cette appellation est réservée à un opérateur À 
pour lequel il existe une constante réelle m telle que pour tout z € 
€ D (A) on a 


(4x, 2) >m (x, x). (5) 
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Le spectre d’un tel opérateur est situé sur la demi-droite [m, +of, 
et sa décomposition spectrale se définit par la formule 


+ 00 
Az= | AdP (x. (6) 


On a une définition et une formule de décomposition analogues 
pour l'opérateur auto-adjoint semi-majoré. 


CHAPITRE VII 


APPROXIMATION PAR SCHÉMAS ABSTRAITS 


Dans ce chapitre sera décrite une théorie générale des méthodes 
approchées de résolution d'équations linéaires, théorie en pleine ex- 
pansion depuis quelques années et qui considère en particulier la mé- 
thode des différences et la méthode de Galerkin d’un point de vue 
unique. Un exemple typique est fourni par le schéma aux diffé- 
rences de résolution d’un problème quelconque pour une équation 
différentielle. Si le problème pour l’équation différentielle est con- 
sidéré dans les espaces fonctionnels, le problème approché — un 
problème aux différences — est étudié dans un espace de dimension 
finie. L'équation de départ et l’équation approchée se trouvent donc 
placées dans des espaces différents. 

On emploie largement en littérature le terme discrétisation, qui 
implique la substitution d’un objet discontinu à l’objet continu. 
Nous nous refusons à l'utiliser ici. En effet, le remplacement des 
opérateurs différentiels par les opérateurs de différences (n° 2.2, 
méthode des droites) ne peut se faire que pour une partie des varia- 
bles. En outre, dans la méthode générale de Galerkin les projecteurs 
peuvent être de dimension infinie. 

Les notions fondamentales de la théorie proposée sont celles d’ap- 
proximation, de stabilité, de convergence et d’interpolation. C’est 
pour les équations linéaires elliptiques qu’on a les résultats les plus 
marquants (voir [1]). La théorie est exposée sous une forme légè- 
rement simplifiée, ce qui ne permet certainement pas de passer sous 
silence des questions aussi importantes pour les applications que 
l’interpolation, les fonctions-spline et les éléments finis. Nous re- 
viendrons plus tard ($$ 1, 2 du chap. X) à ces questions en étudiant 
les équations non linéaires. 


$ 1. Approximation, stabilité, convergence 
1.1. Approximation d’un espace de Banach par une suite d’espaces 
de Banach. Soit X un espace de Banach. On veut approcher les élé- 


ments de X. À cet effet, considérons une suite {X,}1 d'espaces de 
Banach qui fournira une approximation de X. Pour établir la rela- 
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tion entre X, et X, D ns une suite d’opérateurs linéaires T, € 
ELZ(X, Xa), n=1, 2,...en supposant que T,X = X,, ie. 
que les ensembles des valeurs des T, sont R (T,) = X,. On peut 
dire que chaque T, est un opérateur de restriction, car on a le plus 
souvent N (Ta) Æ 40} ( (le sous-espace des zéros de Ta est non tri- 
vial) 

Le cas le plus important dans les applications est celui où X, 
sont de dimension finie et dim X, — oo pour n —> œ (croît avec n). 
Les éléments des X, seront des approximations de ceux de X. Le 
degré d’ approximation de x € X par Xn € X, sera évalué par la 
quantité || zn — Tpz lz,- Prenons un x, dans chaque X,. Mettant 


ces éléments l’un après l’autre dans l’ordre croissant de n, on obtient 
une suite {x,}. 
Définition 1. On dit que la suite {en} est T- convergente ou T- 


converge vers x € X et l’on note T-lim x, = x ou x, — x, n — œ 


NN — w 


si || zn — T,x lz — 0 pour n —> o. 


De toute évidence, si X, = X pour n = 1, 2,..., n, la T- 
convergence coïncide avec la convergence ordinaire dans X, i.e. 


avec la convergence en norme. 
LT 


Exercice 1. Montrer que si x, —x pour n —> œ, alors 
— T 
ALn > AX pour n —> œ, où & est un scalaire quelconque. Si de plus 
T T 


Yn > y pour n— œ, alors z, + Yn >z +y, où tn, Yn € Xn, 


x, y EX. 


Un exemple élémentaire suffit à se persuader que la T-limite n’est 
pas nécessairement unique. 

Exemple. Soient X = l, et X, = IP. Définissons les opé- 
rateurs de restriction 7, en disant que pour tout x = (£z)s=1 € > 
on a Taz = (Ẹr+1)k=1. Considérons x, = (EW )k=1 € la, où EP = 


T 
— 0 . . 
On a alors x, = (E JR —> Z pour n — œœ. Or, on a lout aussi bien 


En > Z, pour n —> œ, où z; = (EP )r=1 et E est un nombre quel- 
conque. La suite {x,} admet donc une infinité de T-limites. 

Dans cet exemple la non-unicité de la T-limite veut dire que les 
espaces 7,X approchent mal X. 


Définition 2. On dit que les normes sur les espaces X, sont non 
dégénérées si de l'égalité lim || Taz |l = 0 il découle que x = 0. 
“Nn 


n — œ 


La condition de non-dégénérescence des normes nous permet d’é- 
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tablir facilement la condition nécessaire et suffisante de l'unicité 
de la T-limite. 
Théorème 1. Pour que la T-limite soit unique, il faut et il suffit 
que les normes sur les X, soient non dégénérées. 
Démonstration. La condition est suffisante. Supposons 
qu'une suite {r,} soit T-convergente vers deux éléments x”, x” de X. 
Alors 


Tata” — x”) IX, < Il Tar’ — Ln IX, -F | Zn — Tar” IF, —> 0 


1 


pour n — œ. Compte tenu de la définition 1, on a z’ = x”. 
La condition est nécessaire. Supposons que la T-limite soit unique. 


T 
La condition lim || 7,x |x, = 0 implique alors que Tz —+ 0 
N —> O0 
T 
pour n —> œ. Or, on a déjà T z — x pour n — œ, d’où x =Q. 


Définition 3. On dit que les normes sur les X, et la norme sur X 
sont concordantes ou compatibles si pour tout x € X 


lim || Tae le, = Ila 

n > 00 
En choisissant judicieusement les opérateurs de restriction 7, 
et les approximations X, de X, on s'arrange souvent pour que les 
normes soient compatibles. Faisons une remarque importante: si 
la condition de compatibilité des normes est vérifiée, les normes sur 
les espaces X, sont non dégénérées, d’où il ressort que la T-limite 


est unique. 
Citons encore une définition et une proposition qui en découle, 


en notant toutefois que leur rôle dans notre exposé est négligeable : 


Définition 4. On dit que les normes sur les espaces X, sont 
uniformément bornées s’il existe une constante M = 0 telle que 


ITa lga z SM n51, 2... 


La condition de la borne uniforme pour les normes découle par 
exemple de la condition de leur compatibilité, ce qui ressort du théo- 
rème suivant qui est une généralisation du principe de la borne uni- 


forme : 


Théorème 2. Si la suite {|| Taz |n} est bornée pour tout x € X, 
la suite {|| Tn le «x z } est bornée elle aussi. 
X, Xn 


Ce théorème se démontre comme le théorème 1 du n° 2.5 du 


chap. HI. 
Illustrons maintenant les notions introduites ci-dessus. Soit X = 


= C [0, l] l’espace des fonctions x (t) continues sur [0, {}. Choisis- 
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zons sur [0, {| une famille de n points ou « nœuds » t tels que 0 < 

HO LiP L... Ltr LI. Définissons l'opérateur de res- 
Tielion T, qui à toute fonction continue x (t) associe la colonne des 
valeurs qu'elle prend aux nœuds: 


Tnt = (x (th ?))R=1 . 


Ainsi donc, 7, réalise une application de X sur l’espace vectoriel 
de dimension n des colonnes X, = R”. Les éléments de X, sont 
Ln = (Zr)k=1- E 

La norme dans X, peut ĉtre introduite d’une infinité de façons. 
Nous nous bornerons à étudier ici la norme cubique et la norme sphé- 


rique qui sont les plus usitées. Commençons par la norme cubique 
qui se définit comme suit: 


I| £n lle= max |z]. (1) 


ŢQRľŢȚQn 


Cela revient à dire que X, = c” (voir l'exemple 1 dans le n° 2.2 


du chap. I). Le fait que la suite des x, = (2P )}—] €c” = 1, 
2,. k, soit T-convergente vers une “fonction continue X © sur 
[0, I] signifie que pour n — œ on a 
| £n — Tat lle = max | zg? — x (t°) | +0. (2) 
ILAN 


Problème. Montrer que pour toute fonction x (t) € C [0, À 
on a 


lim max |z (t?) | = max |z (¿| (3) 
To 1<h<n L0, z] 
Si 
àn = max |t; — t; | — 0 pour n —> œ, (4) 
1<i<n-1 


i.e. si le module de la subdivision {14° }2=1 de [0, Z} tend vers zéro. 


Remarquons que légalité (2) est la condition pour que les normes 
dans c” soient compatibles avec la norme dans C [0, Z| et que la T- 
limite soit unique. La condition que À, — 0 pour n — œ garantit 
une « bonne approximation » de [0, {| par la famille des nœuds t 
ou, comme l’on dit, par le réseau {4° Yr. Si À, ne tend pas vers zéro 
quand n — œ, la T-limite cesse d'être unique. 

Exercice 2. Soient t = 0, t =h, h<l, et soit 


max  |titi — p | —0 pour n — œ. On demande de mon- 
I<Ki<Kn-i 


trer que si pour n — œ 
— T 
Ln —> Lo (t) 


sur [0, Z], alors pour n —> œ on a de même 
LOT 
Za > <2 (t), 
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où x (t) est une fonction définie d’une façon arbitraire sur [0, A] 
et continue sur [0, L]. 
Passons à la norme sphérique. Introduite dans X,, elle le trans- 


forme en Æ”: 
— l n 
Br-Ļ/ 2 D al. (5) 
k=1 


L'apparition du facteur l/n s'explique par les considérations sui- 
vantes: si x (t) = 1 sur [0, Z], on a alors aussi T z = (1)}-1, d’où 
en vertu de (5) HT, l = V1. 
Exercice 3. Montrer que si tizi — ti = ln, i = 1, 
2,..., R—1, ona 
l 


tim || Ta (2) l= (| 1e pa)”. (6) 


N —> 00 
0 


Puisque, la fonction x (t) étant continue sur [0, /], légalité 


[x ( = 0 implique x (t) = 0 sur [0, Z], la formule (6) si- 


e C o 


gnifie que les normes sur les espaces X, = l2 sont non dégénérées, 


donc que la T-limite est unique. La T-convergence de {£n} vers x (t) € 
EC [0, l] veut dire ici que pour n — œ on a 


|| 2n — Tna |= LE te (t) — zh 2—0. ( 


~] 
xr 


1.2. Ordre de l'approximation d’un élément par une suite. Com- 
paraison entre deux types de la T-convergence. Dans les calculs numé- 


riques on s'intéresse non seulement à savoir si {x,} T-converge ou 
non vers « mais aussi à connaître l’ordre de la vitesse de sa conver- 
gence. Soit {p,} une suite numérique infinitésimale positive. 


Définition 1. On dit que la suite {x,} T-converge vers l’élé- 
ment x avec la vilesse q, Si 


| 
px 
ND 


un — Taz x On n (1) 


Soit ensuite {p} une suite strictement positive quelconque. 
Définition 2. On dit que la suite {x,} T-converge vers l'élément x 
avec la vitesse o (pp) si 


lim pat || än —Tat|g = 0. (2) 


Nn — W 
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— T 
En particulier, dire que z, — x avec la vitesse o (1) revient sim- 
T 


plement à dire que x, > <z. 
On dit aussi, dans le cas de la définition 1 (resp. de la définition 2), 


que l’ordre de l’approximation de x par {x,} est égal à p, (resp. à 


0 (En)). 


Explicitons cette terminologie en reprenant des exemples déjà 


connus. Soient X = C [0, il et x, = (zk })»=1 € R”. Considérons 
dans R” deux normes, cubique et sphérique. 
Exercice 1. Démontrer la double inégalité 


Vin tr [le LI En ls <Il En Île: (3) 


Elle dénote bien sûr le fait que les normes sphérique et cubique sont 


équivalentes dans R”. Si la suite {r,} converge dans R” vers une 
fonction continue x (t) au sens de la norme cubique (voir la formu- 
le (2) du n° 1.1), on dit que c’est une suite uniformément T-con- 


vergente ; si {x,} T-converge vers x au sens de la norme sphérique 
(voir (7) dans le n° 1.1), on dit qu’elle est T-convergente en moyenne. 
De (3) et (2) du n° 1.1 on déduit une 


Proposition 1. Si {x,} est uniformément T-convergente vers x, 
elle est T-convergente en moyenne vers z. 

La réciproque est fausse. Soit {r,} telle que 29 = n”, où 0 < 
<a < 1/2, et que rp —=0,k—2,..., n. On a alors || x, |l = 

— | — T 

= V lne-12 0 pour n—> œ, i.e. x, — 0 en moyenne. D'autre 
part, || zn [le = n” — +œ pour n — co. 

On a cependant une 

PE > T , — 
Proposition 2. Si x, —> zen moyenne avec la vitesse o (1/V n), 


— T . z 
alors x, —> x uniformément. 
On a en effet d’après la première inégalité de (3) et conformé- 


ment à la définition 2 
tn — Tax los V ni | £n — Tnt fs —0, nr — 00. 
Exercice 2. Montrer que si {r,} est uniformément T-con- 
vergente vers x avec la vitesse o,, elle est T-convergente vers x 
avec la même vitesse, et que si {x,} est T-convergente en moyenne 
vers x avec la vitesse ç, = o (41/V n), elle T-converge vers x avec 
la vitesse V n ọn. 


1.3. Approximation des opérateurs linéaires. Soient maintenant X 
et Y deux espaces de Banach (tous deux réels ou tous deux com- 
plexes) approchés par des suites d'opérateurs de restriction {T,} et 
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{Ti} et des suites d'espaces de Banach {X,} et {Ÿ,} de telle façon 
que 


TX=X,, TY =Y n, n=1,2,... 


Considérons un opérateur linéaire À (non borné en général) dé- 
fini sur D (A)E X à valeurs dans R (A)c Y. Approchons À par 
une suite d'opérateurs linéaires À, définis sur D (4,)= X, à va- 
leurs dans À (4,)C Ÿ,. Supposons qu’on a partout dans ce qui suit 


T,(D(A)SD (åa) n=1,2, ... (1) 


Définition (condition d’approximation). On dit que la condi- 
tion d'approximation est vérifiée en x € D (A) (ou que {4,} appro- 
che À en x) si pour n — oc 


Anal nt —TrAz | —0. (2) 


Remarquons que si la condition (1) est vérifiée, l'expression 


A,T,t E Y, a toujours un sens. La condition d'approximation (2) 
signifie que pour n — oo 


A Tr —— Ar. (3) 


On voit maintenant de quelle manière la condition d’approxi- 
mation définie ci-dessus est liée à la notion de convergence forte, 
ou ponctuelle, d’une suite d'opérateurs linéaires que nous avons étu- 
diée dans le n° 2.4 du chap. III. 

Soient X, = X,Ÿ, = Y pour tout n. On peut poser alors T, = Ix 
(opérateur identique dans X), Tn = Iy (opérateur identique dans Y). 
Supprimons en outre dans (3) la barre de À4,. Maintenant la condi- 
tion d’approximation sur un ensemble M d'éléments x € D (A) se 


présente comme suit: 
| A xz — Az [y — 0, n — 0. 


Elle veut dire que {4,} converge fortement vers À sur M. Ainsi 
donc. la condition d’approximation ne fait que généraliser la con- 
dition de convergence forte. 

La condition d’approximation (2) sera notée en abrégé 


— T 
À, — À en x. 

La condition d’approximation est souvent vérifiée sous une forme 
plus forte: il existe une constante «œ (x), ne dépendant que de x, 
et une suite {p,}, ®, > 0, Ọna — 0 pour n — oo, telles que 


| AnT nt — TrA |, S2 (2) Pr- (4) 


318 APPROXIMATION PAR SCHÉMAS ABSTRAITS [CH. VIL 


Si ọn = 1/n?, où k >O, on dit que l’ordre de l'approximation 
(de A par {4,}) en z est égal à k. 

Exemple. Soient X = Y = C [0, 1] et X, = Y, = c". In- 
troduisons les opérateurs de restriction 7, en disant que pour toute 
fonction x (t) EC [0, 1] on a 


Tia (x (a 


Proposons-nous d'approcher l'opérateur de dérivation À = d dt. 
Comme ensemble de définition D (A) de À, prenons l’ensemble des 
fonctions x (t) continûment dérivables sur [0, 1], telles que x (0) = 0. 
Posons 


n 0 0...0 
: —n n 0...0 


(matrice à n lignes et n colonnes). 
Un calcul bien simple nous donne 


AT (n [e (g) me (5) a maes (e (i)a 


An =|| AnTat —ThAz || = 


( k k— i 
= mx |e ($) =e [e ($) (5) 
1<k<En n 
k/n 
— max jn | x (+) e (9) ds |< 
ISEAN kan 


Nous avons utilisé légalité 


bE- (697 À ro 


(R—1)/n 


Puisque z’ (t) est continue sur [0, 1}, elle est uniformément con- 
tinue sur [0, 1]. Il existe donc pour tout € = 0 un ô = 0 tel que 
pour tous t’, t” € [0, 1], |t — t |< ô, ona |z (t) — x’ t) |< e. 
Prenons N tel que 1/N < ô ; alors, quel que soit n >N. on a |x’(k/n)— 
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k—1 k | | 
, E | . [I vient alors pour tout n >N 


— x" (s) |< € si se| 


n 
In 
rů k ; | 1 
A,<n max x'(—)]—x (s) | S< nEs eE. 
(k-1)/n 
Nous avons montré que la condition d’approximation est vérifiée 
sur tout x € D (A). Montrons maintenant que si x (t) est deux fois 
dérivable sur ]0, 4[ et si 


sup |x" (t)| <2 
10, 1 


(x dépendant de x), l approximation est d'ordre 1. En effet, d’après 
la formule de Lagrange 


x (>) (s) = ” (En) (=—s), 


&, étant compris entre k/n et s. On a alors 
k/n 
| k œ 
A << na max — — s ) ds = -—. 
ISKR KN 2n 
>` >  (R-1)}/n 


L’approximation des opérateurs différentiels d'ordres plus élevés 
s'opère d’une façon analogue. Nous le ferons plus tard en considé- 
rant des exemples concrets. 


1.4. Condition de stabilité. Considérons une suite d'opérateurs 
linéaires {An} (D (A E Xn, R AE Yn, Ta X = Xn, TY = Yn) 
sans l’assujétir à un opérateur concret À. 

Définition (condition de stabilité). Supposons qu’il existe une 
constante y œO telle qu'à partir d’un certain N on ait pour tout 
7a ED (A,) l'inégalité 


I Anta lly >l ra Ilg (1) 


On dit alors que {A,} vérifie la condition de stabilité. 

En vertu du théorème du n° 3.6 (voir chap. V), il ressort de la 
condition de stabilité (1) qu’à partir d’un certain N (voir définition} 

1° R, = R (A,) est un sous-espace de Ÿ, (i.e. une variété li- 
néaire fermée) ; B 

20 il existe sur À, l'opérateur inverse Azi: 


20 J-i -1 
9) | An lg (Rn? Xn < Y . 
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Faisons quelques remarques qui permettent souvent de voir d'em- 
blée si la condition de stabilité est vérifiée ou non: 


Remarque 1. Si, à partir d’un certain n, les opérateurs À, 
sont continûment inversibles et || Az | <c, n — 1, 2, ... (i.e. 
{|| An ||} est bornée), la condition de stabilité est vérifiée avec 

-1 
= C 


Nous laissons au lecteur le soin de prouver la remarque 1. 
Remarque 2. Soient Y, = Xà. Si, à partir d'un certain N, 
on a pour tout x, € D (A,) l'inégalité 
(En: Antn)ZY an ll > (2) 


la condition de stabilité est vérifiée. 
Cette remarque découle de l'inégalité 


[Zn Antn) | < |l Anln xx Il Tn lz, 


En particulier, si Ÿ, = X, est un espace de Hilbert, le premier mem- 
bre de (2) devient un produit scalaire. 

Exemple. Soient X, = c” et À, définis par la formule (5) 
du n° 1.3. 

Exercice. Montrer que 


{/n 0 0 ... 0 
4: — 1/n 1/n 0 e. 0 
1/n Un 1n ... i/n 
et qu'en plus || A%1 || = 1. Alors, conformément à la remarque 1, 


{4n} vérifie la condition de stabilité. 


1.5. Théorème de la convergence du schéma d’approximation. 
Etudions la T-convergence d'une suite de solutions approchées 
vers une solution exacte. 

Considérons l'équation 


Ax =y, yER (A). (1) 


Ici comme précédemment, À est un opérateur linéaire de D (4A)C 
< X dans R (A) Y, où X et Y sont des espaces de Banach. Il n'est 
pas supposé que À soit borné. 

Dans le texte qui suit, l'équation (1) sera appelée équation exacte. 
et ses solutions, qui existent par hypothèse (y € R (A)), solutions 
exactes. 

Supposons ensuite que X se laisse approcher par une suite d’es- 


paces de Banach {X,} liées à X par les opérateurs de restriction 
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{Tn} tels que T,X = Xn, et que Y se laisse approcher par les espaces 
{Yn} et les opérateurs de restriction {7n} tels que TaY = Yh. 
Considérons enfin une suite d'équations approchées (n = 


1,2, ...) 


Ann = Yns Un ER (An). (2) 
Ici À, est L'opérateur linéaire qui applique D (A a) X, dans R (4„,) Z 
© Y, (fig. 10). Les solutions x, de l'équation (2), dont l'existence 
est garantie par l'hypothèse y, E R (4a), 


seront appelées solutions approchées. X=D(4) 4 y 
Pour abréger, la suite des problèmes , 
approchés sera appelée schéma d’approti- ln | 
mation pour le problème (1). On dit que _ © A T 
le schéma d’approximation (2) converge  X>DA > ÿ, 


si toute suite de solutions approchées est | 
T-convergente vers une solution exacte. Fig. 10 

Maintenant nous énoncerons et démontrerons une proposition 
fondamentale relative à la convergence du schéma d’approxima- 
tion (2). 

Théorème. Supposons les conditions suivantes vérifiées : 

1° les normes sur les X, sont non dégénérées ; 

2° {A,} approche À sur chaque solution exacte ; 


3° {A,} vérifie la condition de stabilité avec la constante y ; 
— T’ 
Q 
49 Yn > y. 
Alors 
19° la solution exacte est unique ; 
2"° les solulions approchées deviennent uniques à partir d'un n 
suffisamment grand ; 
3° le schéma (2) converge et on a la majoration 


re — Tr VE, S V U Yn — Tay Ir, + Il TrA — A Tux IIF). (3) 


Démonstration. Soient x;,x, solutions exactes, i.e. Ax, = 
= y el Áx, = y. Alors, en faisant intervenir d’abord l'inégalité 
triangulaire et ensuite la condition de stabilité, on obtient pour un n 
suffisamment élevé 


AT — TrAr |lFn + Il AnTata — Trdas |F, > 
> |lAnTn (tı — Lo) FF, > y || Zn (1 — zə) Izr. 


Or, le premier membre de cette inégalité tend vers zéro pour n —> œ 
d’après la condition 2° du théorème : on a par conséquent || T, (x, — 
— %2) if, 0 pour n —+ œ. La condition 1° du théorème nous 


donne x, — x, = 0. La proposition 1’° est démontrée. 


La proposition 2° découle immédiatement de la condition de 
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stabilité (voir la formule (1) du n° 1.4 et la remarque 1 ci-après). 
Reste à démontrer 3°. Supposons que x et x, soient respective- 
ment une solution exacte et une solution approchée. Appliquant la 
condition de stabilité et l’inégalité triangulaire et tenant compte 
des équations (2) et (1), on obtient pour un n suffisamment grand 


Lan — Tax x, SY An (En — Tax) | 
= y | Ya ee AnT nt IF, < 
<y llyn — Tay IF, + I ThA — A, Tux IIF]. 


Compte tenu des conditions d'’approximation 2° et 4°, le second mem- 
bre de l'inégalité tend vers zéro quand n — œ ; son premier mem- 


yY = 


n 


bre tend alors vers zéro lui aussi, si bien que +, — x. Le théorème 


est démontré. 
Remarque 1. La condition 2° du théorème peut être rempla- 


cée par une condition plus forte mais moins difficile à vérifier. Elle 


consiste à supposer que les À, approchent À sur un ensemble qui 
contient toutes les solutions exactes, par exemple sur D (A). 
Remarque 2. De la condition de stabilité il ressort que pour 


un n suffisamment grand les ensembles des valeurs À (A,) sont fer- 


més, i.e. que les opérateurs À, sont normalement résolubles (voir 
$ 3 du chap. V). 
Remarque 5.SiX,et Y,„ ont les dimensions finies et égales, 


dim X, = dim Ÿ,, il ressort immédiatement de la condition de 
stabilité qu'à partir d’un VE N les solutions approchées x, exis- 


tent et sont uniques, car V ( = {0}. 
Remarque 4. Si les Vaito d'approximation 2° et 4° 


sont vérifiées sous une forme plus forte: 
_ , | h | 
| ÁnTnz — TnAx |%, Lan, k >œ>0, 


lyn — Tay IF, LB, 10, 


on déduit de (3) la majoration 

a , Ê 
DETTE 
Autrement dit, l’ordre de l’approximation de x par la solution ap- 
prochée est égal au plus petit des ordres de l’approximation de À 
par {4,} ou de celle de y par {Un}. 


I En— Tnt lz, S 


$ 2. Quelques schémas aux différences 


Les schémas aux différences constituent un moyen malhémati- 
que puissant utilisé pour la résolution numérique — y compris sur 
ordinateur — de problèmes aux conditions initiales, aux limites ou 
mixtes pour des équations différentielles. La théorie des schémas 


(77A 
o 
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aux différences est suffisamment bien développée à l’heure actuelle 
(voir par exemple [25]). Dans ce paragraphe nous nous servirons des 
considérations générales exposées dans le § 1 pour examiner quel- 
ques exemples élémentaires de schémas aux différences. Sans entrer 
dans le détail de ieur réalisation pratique, nous insisterons surtout 
sur les questions d’approximation, de stabilité et de convergence. 


2.1. Convergence du schéma aux différences dans un problème 
aux limites pour une équation différentielle ordinaire du deuxième 
ordre. Considérons le problème aux limites suivant: 


à" (t) +e 0r) = yt), 0<i<I, (1) 

x (0) = x (l) = 0. (2) 

Supposons que c (t) et y (t) soient continues sur [0, l] et que 

c (t) > 0 sur [0, ll. Conformément au n° 5.4 du chap. II, ces con- 
ditions garantissent l'existence et l'unicité d’une solution classique 


du problème (1)-(2). Ecrivons le problème (4)-(2) sous forme opé- 
ratorielle : 


Åz = y, (3) 
où À est un opérateur linéaire dans l’espace X = C la, bl, défini 
par l'expression différentielle du premier membre de (4), i.e. 

Ax = —2" (t) + c (t)z (t). 


Supposons que l’ensemble de définition D (A) de A se compose 
de fonctions de X deux fois continûment dérivables sur [0, l] et véri- 
fiant les conditions aux limites (2). 

Subdivisons [0, /| au moyen de n « nœuds » t, = kt, k = 0, 
1,..., NR, où T= nl. Introduisons les opérateurs de restriction 

n—1 : . 
Ta (t) = (x (th))k=1 (colonne de hauteur n — 1). Nous obtenons ainsi 
un « espace réticulé » X„ de colonnes de hauteur n — 1. Munissons 
cet espace d’une norme sphérique. Six, = (ti, posons 


D 
ie- E5 le. 
R=1 


Remplaçant dans l’opérateur différentiel À la dérivée seconde 
par le rapport de différences 


x" E) — x (t—T)— 2z (t)+ zx (+ T) 


T? ? 


nous obtenons dans les X, une suite de problèmes approchés, ou 
schéma aux différences: 


Au EE orneyn, k=1, 2, ..,n—1, (4) 


x? 
Lo = En = 0. (5) 
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Ici (Yazi = Tny, (net = Tre. 
Il est plus commode de mettre le schéma aux différences (4)-(5) 
sous forme matricielle 


À nn = Yn (6) 
en introduisant les notations 
2 1 
2 + Ci — TÈ 0 0 | 
4 2 4 
= Ty, An — -z 12 + Co TE 0 
1 2 


Voyons si la condition d’approximation est vérifiée. On a 
A3 =|| Ant —ThAx |? = 


1 
l -ı)— 2 + " 2 
l > | __ Æ(ir-1) z (tr) Ta (Gr D ox (t) HT” (tp) — cpt (En) | — 


q? 


q? 


Lal], than) — 22 (t tha 
-43 |: (t) LT (tps) — 22 (tr) +2 (tk+1) |2 


Supposons maintenant que la solution x (t) du problème (1)-(2) 
soit quatre fois dérivable sur ] 0, Z [ et que 
Y, = SUP [x (t)| < + oo. 
10, I 


D'après la formule de Taylor 


3 
Ci) (4 (V) 
z (£+4) — > Z C8) + k) Ttt + z E o 
i=0 
- i ZÒ (th) zV) et) 
z (tx) = D (— 1) ELUN q ti p Zh 
i=0 


OÙ r Eltr, tril, Ne Elta trl 
On a donc la majoration 


LS [ES 


x AN) En + 


CENI 
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ou 


— 2 V1 
MAT ar Tnt lls = An EE (7) 


Ainsi donc, l’ordre de l'approximation est 2. 
Voyons si la condition de stabilité est vérifiée. Munissons X, 


d’un produit scalaire. Si u, = (Up)kZ4, v, = (v)#Zf, posons 


n-i 
(Un, Vn) — L >» UrUp. (8) 
k=1 


Maintenant X, est devenu un espace euclidien tel que (un, Un) = 


= ||u, |l}. Utilisant les formules (4), (5) et tenant compte de ce 
que €, est positif, on obtient 


n—i n—1 


(Ann, Za) — — 7"! 2 (lp4a — 27h + Lpi) Ip LT Ckik > 


k=1 
Ÿ 
>T! 2, (Zr1— p)? (9) 
Remarquons ensuite que 
S 
Le = à (Tr — Lys), s>1, £o = 0; 
il vient d’après l'inégalité de Cauchy 


I È renal SVS( X ltr — tral?) (10) 


Les inégalités (9) et (10) nous conduisent à l’enchaînement d’iné- 
galités: 


n-1 n-i n-i 
_ E 
l Tn IS = T ` læ LT > S > [Tr — Xp? = 
1 1  k=1 


l (n 


n 
—1) En z 
— D) [tr tral? S (Ann Tn). 


k=1 
On a donc la minoration 
Ann 2n) > 21 || £n IP. (11) 
Conformément à la remarque 2 du n° 1.4, il en découle que 
I Artn > 202 | 2n ll- (12) 


La condition de stabilité est démontrée. Compte tenu de la condition 
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d'approximation (7), on obtient la majoration 


— [T7 
IEn — Lo LE 


= 24n? (15) 
Ainsi donc, la précision du schéma aux différences en norme sphé- 
rique est (à). De la majoration (13) et de l'inégalité (3) du n° 1.2 


il ressort que 
Val 
| Tn Tna legs 24n3/2 ° 


Autrement dit, x, T-converge uniformément vers x avec la vitesse 
O (1/rR?®). 

On peut faire mieux et montrer qu’en réalité la vitesse est O (1/n°). 
De (10) nous déduisons comme précédemment 


n 


| £n lên À 12r = r-i? SI (Ann Ln) LUI Annlis Il 2n Ils- 
Remplaçons dans cette inégalité x, par x, — T,x et, après avoir 
calculé 
I| Án (En — Tra) lls = Il Yn — À = || Tp Az — AnTnë |ls = An 
(voir (7)), nous obtenons d’après l'inégalité (3) du n° 1.2 

(tn — Tp lè S lAn tn — Tnt ls S Un [tn — Taa Île: 

On obtient en définitive la majoration 


Nalt 
lEn Ta le <-i. (14) 


2n2 


n 


2.2. Convergence du schéma aux différences de la méthode des 
droites en cas de problème mixte pour l'équation de la chaleur. Dans 
le rectangle Q = {x, t:0<r<l, 0Ot<0}, considérons le 
problème suivant pour l'équation de la chaleur: 

ðu o?u 


Lu= —— i ~y =f (x, t), (1) 
u|x=0 = u| x= = 0, (2) 
u|t=0 = Ẹ (x). (3) 


Supposons que les paramètres du problème f (x, t) et ọ (x) soient 
suffisamment réguliers et les conditions initiale et aux limites choi- 
sies de telle façon que le problème (1)-(3) admet une solution classi- 
que unique u (x, t) (on dit que la fonction u (x, t) est solution classi- 


que du problème (1)-(3) si elle est continue sur Q et vérifie les con- 
ditions (2) et (3) et si sur Q = {x, t:0<x<1, 0<t<8}elle 
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admet des dérivées partielles continues intervenant dans (1), et 
l'égalité (1) devient identité sur Q). 
“Mettons le problème (1)-(3) sous la forme d’une équation opé- 
ratorielle : 
Au =v. (4) 
Ici l’inconnue u est cherchée dans l’espace de Banach U = C (Q) 
et le second membre v est situé dans l’espace de Banach V = C (Q) + 


-- C [0, il des couples v = (f (x, t); ọ (x)), où f est continue sur Q 
et ọ sur [0, {| et 


t 
Iv ly = IFI e + Ie lle to, ur 6 
Introduisons l’opérateur À en le définis- 
sant par 
Au = (Lu; u (x, O)), 
où Lest l'expression différentielle dans 0 il l x 
(1). L'ensemble de définition D(A) 7 
de À est une variété linéaire dans U Fig. 11 


composée de fonctions u(x, t) qui 

s’annulent pour z = O et x = l et sont une fois continûment déri- 

vables sur Q par rapport à t et deux fois par rapport à x. 
Introduisons maintenant les opérateurs de restriction Ta et Th 


et les espaces Un, V, qui approchent U et V. Faisons une subdivision 


de [0, Zl en n parties égales par des points z; = il/n, i = 0,1, a N, 
et proposons-nous d'approcher Q par l’ensemble « réticulé » (tig. 11) 
constitué de segments de droites z = il/n,i = 0, 1, a n; 
OZI< 0. 


Pour toute fonction u (x, t) € U, posons 
il \n—i 
Tnu (z, =(u(+,t)), 


ce qui revient à associer à chaque fonction de deux variables u (x, t) 
une fonction vectorielle (colonne) dont les coordonnées sont les valeurs 
prises par u (x, t) sur les segments de l’ensemble « réticulé », à 
l'exception des segments frontières portés par les droites x = 0 et 
x = l, où u (x, t) n'a pas d’ailleurs besoin d’être définie, car on a 
u = 0 d'après (2). L'espace U, approchant ,U comprendra donc 
toutes les colonnes de la forme u, = (u; (t)?=} dont les coordonnées 
u; (t) sont des fonctions continues sur [0, 0]. Introduisons une norme 
dans U„. A cet effet, définissons d’abord la norme de u, en prenant 


un ż fixé sur [0, 0]: 


el Dm) 


i=1 
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Posons ensuite 
| un | = max lu, lls 
(ceci est précisément la norme sur U). 


Définissons maintenant les opérateurs T, et les espaces V,. Po- 
sons 


Tw = Ta (f; p) = (Taf; To’), 
où l'opérateur T, ,f = (f (il/n, t);=1 a été défini plus haut et To = 
= (op (il/n\;Z4 est un opérateur de restriction analogue pour les 
fonctions d’une seule variable. Ainsi donc, l’espace V, se compose de 
couples v, dont chacun est constitué d’une colonne fonctionnelle (fonc- 
tion vectorielle) fn = (fi (t))i i=1, tE [0, 0], et d’une colonne numé- 
rique pa = (p424, i.e. Va = (fn; Pn). Introduisons dans V, la norme 


[on = ffa 1+ IPn ls 


où | fa | se définit par analogie à | a, |. Les normes sur les espaces 
U, (et sur V,) ne sont pas compatibles avec celle sur U (et sur V); 
on montre dans les deux cas que les normes sont non dégénérées et 
que les T-limites sont par conséquent uniques. 

Ecrivons à présent le schéma aux différences de la méthode des 
droites. Faisant approcher l'opérateur d?/0x? comme dans le n° 2.1, 
nous obtenons le problème de Cauchy pour un système d'équations 


différentielles ordinaires: 


. an2 
Ur ——5 (una — 2Up + Up) = fh (t), k=1, 2, ..., n—1, (5) 
Wo (t) = un (t) = 0, (6) 
ur (0) = Pr, k=1,2,...,n—1, (7) 


où (fr (t))r=1 = Tn f(x, t), (Pa)k=1 = TWE (x). 


Récrivons le problème (5)-(7) en termes d'opérateurs matriciels : 


Anun =V (8) 
où Au, = (4-38, | Un i Un (0)}et 
Zn LAN g  .…. 0 ] 
l? 
N E an? 2an? a°n? 0 
— B, = E 2 F (9) 
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[l est aussi commode de donner à (8) la forme du problème de Cauchy 
pour un système d'équations différentielles: 


D Bu, = fn, Un (0) = pa. (10} 


dun 


dt. 


Voyons si la condition d’approximation est vérifiée. Supposons 
d’abord que les paramètres ọ (x), f (x, t) du problème (1)-(3) soient 
tels que sa solution u (x, t) admet une dérivée continue d?u/0x? 


dans Q. Montrons que s’il en est ainsi, on a pour n 
A, = A, ,T u — TiAu —0. 
En effet, puisque les opérateurs 7, et d/dt sont permutables, on a 
— d — — 
A,T,u = ( (Ba) Tau; Pn ) , 


T; Au = (Tn (ze ” ) U ; Ph) ’ 


AT u —T}Au = (Tr, < — Blu: 0), 


À, = a? max {— 5 | GI D (LR, 1) 
LEO, 0] n — 1 Z, x? 


— 4 (u ES t) — 2u (=, t) tu (ET, D): 


toujours par analogie au n° 2.1, on montre que À, tend vers zéro, 
car d’u/0x* est uniformément continue dans Q. 

Supposons maintenant que la solution u (x, t) admette dans Q 
une dérivée 0lu/01* et que 


O0! 


Va = “op ga |T 0. (11) 
On montre alors, comme dans le n° 2.1, que 
An =| Alu Ti Aul < Ht (12) 


Pour voir si la condition de stabilité est vérifiée, donnons-nous 
un produit scalaire standard en choisissant un ż fixé sur [0, 6] (voir 
la formule (8) du n° 2.1). Multiplions scalairement (10) par x,. Il 
vient 


dun — —— —- — > 
( J ? un) —( nUn, Un) = (fn; Un). (13y 
Or, en vertu de l'inégalité (11) du n° 2.1, 


— — — da? — > 
(—BnUns Un) PTE Il Un 115. (14) 
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Remarquons ensuite que 


du — 1 d — — — dll un || 
(T, Un) = + Un» Un) = |l Un |l TT 


(fns Un) LI Fall all. 


Par conséquent, en appliquant ces relations à l'équation (13) et en la 
simplifiant par || &, ||, on obtient l’inéquation différentielle 


d Un | Iq? — — 
Aal E uen ISI Fh I (15) 


à laquelle il convient d’ajouter, d'après (10), la condition initiale 
|l Un |l [1 =0 — |l Fa ||. (16) 


2 
Multiplions (15) par le facteur intégrant exp -4 1) et intégrons 


l’inéquation obtenue compte tenu de (16). Il vient 


2a? 


exp ( — 57 (t—s)) Il fn (s) II ds. 


2a°t 


lun IISI Ph Iexp ( — <5) + 


O Eu PTS 


Passant au max sur [0, O] dans cette l’inéquation et faisant la majo- 
ration, on obtient 


t 
— — _ ? 2a? — 12 _ 
[Un [S||Pn If | max | exp{— i (t—s) ) ds < || Phn Il TS | În |. 
"10 
L’inéquation obtenue se laisse écrire autrement : 


_ — E jz 
[vn (=| Anun >, vi max (1, 57). (17) 


La condition de stabilité est démontrée. 
Compte tenu de la condition d'approximation (12) et du fait que 


les normes sur les U, sont non dégénérées, on obtient en vertu du 
théorème fondamental de la T-convergence, 


u ($, 1) =u f) < 


12 +, l2a2 
2a* 12n? 


n-i 


DA — Tpu |= max ( 
[0, 0] 


max (14, 


Cette majoration est indépendante de 0. En supposant que f (x, t) 


soit continue dans la demi-bande Q~» = {0 < x < l, t > 0} et que 
sup |f(x, t) |< +œ, on peut montrer, en répétant le même rai- 


O0 
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sonnement dans les espaces U = C (Qœ), V = C(Qx) + C [0, 1] 
et dans les espaces correspondants approchant ceux-ci, que u, 
T-converge vers u dans Q æ. 


2.3. Convergence du schéma aux différences en cas de problème 
de Dirichlet pour l'équation de Laplace dans un carré. Soient Q = 
— fe, y0 <r <a, 0<Ly<a} un carré, I sa frontière, Q = 
— Q +T le carré fermé. Soit ensuite ọ (x, y) une fonction définie 
et continue sur Į. Considérons dans Q le problème de Dirichlet pour 
l'équation de Laplace 


o?u o?u 

u |r =. (2) 
Mettons le problème (1)-(2) sous forme opératorielle : 

AU = . (3) 


L'ensemble de définition D (4A)jE U = C (Q) se compose de fonc- 
Lions harmoniques dans Q (Au = 0), continues sur Q. A chacune 
de ces fonctions l’opérateur À associe sa valeur sur F, ce qui signifie 
que les valeurs de À sont situées dans l’espace D = C (T). On sup- 
pose que la fonction q est telle que le problème (1)-(2) admet une 
solution classique et une seule (voir [18], p. 257). 

Passons à la description du schéma aux différences utilisé dans 
la méthode des différences finies. Faisons une subdivision de Q par un 
maillage unitorme de nœuds (xi, YJ, à, j — 0,1, ..., n, où x; = 
= ih, y; == jh et h — a'n (£i, y; dépendent de n). 

Introduisons à présent le domaine réticulé et la frontière réticulée 
(fig. 12): y 

Qn = {(£;, Y;) ; i, j — 1, e.. 
n n — 1} = {en y;) € Q}, 


Pa = {(x Li, y) cr}, 
où D se compose de tous les points de 
P à l'exception des quatre points angu- 
laires (0, 0), (0, a), (a, 0), (a, a). 0 a x 
Introduisons les opérateurs de res- Q -points o 
triction 7,, Tn en disant que Iip -points x 
Tatu == U (x, y), où (z, y) € Qn, Fig. 12 
Tip = p(z, y), où (z, y) €P, 
On se trouve alors en présence de deux espaces: l’espace U, de 
dimension (n — 1)* composé de fonctions réticulées v (x, y), et P es- 
pace W, de dimension 4 (n — 1) composé de fonctions réticulées 


332 APPROXIMATION PAR SCHÉMAS ABSTRAITS [CH. VII 


ọ (x, y). Introduisons les normes : 
lv lg = max |v, y) llọlg = max |ẹọ(z, y)|. 
(x, y) E Q, n C yE Ph 
(4) 


En faisant approcher comme d'ordinaire les dérivées secondes de u 
ð? u ~ u(x—h, y)— 2u (x, y)+u(x+h, y) 
h2 


x2? 2 
ðu © ur y—h)—2u(x, y)+u(x, y+h) 
y? h2 D 


on obtient un schéma aux différences pour la détermination de la fonc- 
tion réticulée v (x, y): 


z (e — h, y) +v (e +h, y) +v, y — h) + 
+o (e, y Ah)}= vhe, y), (£, y) EQ, (5) 
v (£, y) = px, y), (z, y)E Te. (6) 


Nous avons changé la notation de la fonction réticulée (v au lieu de 

u) pour souligner qu’elle n’est pas en général solution du problè- 

me (1)-(2). Le problème (5)-(6) représente un système de n? + 2n — 3 

équations à n? + 2n — 3 inconnues. La solution d’un système de 

ce type pour toute fonction ọ (x, y) sera appelée fonction réticulée 

harmonique. Nous établirons ci-après le principe du maximum pour 

les fonctions réticulées harmoniques par analogie au principe du 
maximum connu pour les fonctions harmoniques (voir [30)). 

La famille des points du réseau 

# intervenant dans l'approximation 

a eee ; 

par différences de la valeur de l’opé- 

rateur différentiel en un point don- 

né porte le nom de gabarit. Dans le cas 

considéré le gabarit se compose de 

cinq points (fig. 13): le centre du 

gabarit (x, y) et les points frontières 

(z—h, y), Œ +h, y), œ, Y—h), 

(x,y + h) du gabarit (les sommets de Q, 

0 a x ne font jamais partie d'un gabarit). 

o Centre du gabarit L'équation (5) signifie que la valeur 

X Points frontières du gabarit de la fonction réticulée harmonique 

au centre du gabarit est la moyenne 

Fig. 13 arithmétique de ses valeurs aux 

points frontières du gabarit. Ce fait est 

une conséquence du théorème de la moyenne connu pour les fonc- 

tions harmoniques (voir [30]). 
Il en découle le raisonnement suivant. Supposons que la fonction 


réticulée harmonique v (x, y) présente sa valeur maximale sur Q, = 
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= Q, + F, en un point (x, y) € Q, (i.e. en un « point intérieur »). 
Considérons le gabarit de centre en (x, y). Si une valeur quelconque 
de v en un point frontière de ce gabarit s'avère strictement inférieure 
à M, l'égalité (5) cesse d’être vraie. On a donc v (x, y) = M sur le 
gabarit et v (x, y) = M sur Q,. Restent deux possibilités: ou bien 
v (x, y) = M sur Q,, ou bien v (x, y) présente son maximum sur F,. 
Il en est de même pour le minimum. Quoi qu’il en soit, nous venons 
de démontrer pour toute solution v (x, y) du problème (5)-(6), avec 
{x, y) E€ Qa. la double inégalité 
min g(r, y) <v (z, y) < maxs ẹ (z, y) 
(x, EEn (x, VET, 


et donc (voir la définition des normes (4)) 
le liz, < ile lls, (7) 
Cette inégalité suffit pour s'assurer que le système algébrique 
(5)-(6) admet une solution unique. En effet, si ọ = 0 (sur F,), il 
ressort de (7) que v = 0 sur Q,,, i.e. que le système homogène associé 
au système (5)-(6) n’a qu'une solution triviale. Le déterminant de 
ce système est alors distinct de zéro, si bien que la règle de Cramer 
s'applique. 
L'écriture matricielle du système (5)-(6) 
AnUn = Pn 
permet de mettre (7) sous la forme 
|l Ann lS, > |l Un lg,» 


d’où la condition de stabilité. 
Voyons si la condition d’approximation a lieu. Supposons d’abord 
que la fonction frontière ọ soit telle que la solution u (x, y) admette 


dans Q des dérivées partielles continues d?u/0x? et d?u/9y?. Comme 
dans les n° précédents, on a pour n — oo 


An =|| Anu — Tr Au ils = 
u (zh, y)—2u (2, y)+u(r—k, y) 


— max Te 
(x, y)EQ, 
du (x, y) u (x, y+h)—2u(x, y)+u(x, y—-h) Ou (x, y) 
ox? + h? = ĝy? —>0. 


Si les dérivées ðtu/ðx* et ðtu/ðy* de la solution u (x, y) sont bornées 
dans Q, il vient 


AE le, 


tu 
ðy* 


+ 


f 


V,= sup { fu 
à TE 
cx, eQ LI 0x 
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et nous obtenons pour la convergence du schéma aux différences la 
majoration suivante: 


max [u(x, y)—v (x, y) [<S 
(x, yYYEQn 


2.4. Valeurs propres et vecteurs propres de l’ opérateur approchant 
la dérivée seconde. Un des principaux moyens d'étude de la stabilité 
des schémas aux différences est une méthode analogue à celle de 
Fourier en dimension finie. Dans ce n° nous calculerons les valeurs 
propres et les vecteurs propres de l’opérateur qui approche la dérivée 
seconde. Les résultats obtenus seront utilisés dans le n° 2.5 pour 
létude de la stabilité d’un schéma aux différences. 


Soit un espace euclidien U„, espace réticulé de colonnes up = 
| . . . . . 
—(u;);z1 de dimension n — 1, muni du produit scalaire 


(Un, Vn) =W o uv; 


(h = L'n). Considérons dans Ü, l'opérateur B, approchant sur [0, 7] 
l'opérateur de la dérivée seconde (voir la formule (9) du n° 2.2). 
Cherchons les valeurs propres et les vecteurs propres de l'opérateur 


—B,. A cet effet, remarquons d’abord que c’est un opérateur auto- 
adjoint défini positif dans U,. En effet, on voit sans peine que 


n-i 
(Brun, Un) = h`! ` (Uii — 2u; -44 U;+41) Vi => 
i= 
n-i no 
=h! D (Uit — Ui) Vi — = (U; — Ui) Vi = 
i= j= ’ 


n-i 
= — h! > (Uit — Ui) (Vi+ı— Vi) = (un. Ph Un) 
i= 
d’où il ressort que B, est auto-adjoint. Le fait que —B, soit défini 
positif a été démontré dans le n° 2.2 (voir la formule (14)). Puisque 
dim U, = n — 1, l'opérateur —B,, conformément au n° 1.2 du 
chap. VI, admet n — 1 valeurs propres (compte tenu des valeurs 
multiples) ; toutes ces valeurs sont strictement positives, et les vec- 
teurs propres associés aux différentes valeurs propres sont orthogo- 
naux. Mettons le problème des valeurs propres sous forme « réticu- 
lée »: 


— h) —2 - h 


zE{ihy i, h=—, 
u (0) =u (l)=0. (2) 
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Cherchons la solution du problème (1)-(2) sous la forme 
u (x) = sin ax, x € {ih}f_1. (3) 
Puisque u (x — h) + u (x + hk) = 2 sin ax cos ah, on obtient après 


avoir substitué (3) dans (1) et simplifié par sin ax = 0 (on cherche 
une solution non triviale u (x)!) 


—2 cos ah = —2 + àk’, 
d'où 


1-9 I—cosoh 4 . 0 ah 


h2 pz SI ge 
Puisque la solution (3) doit vérifier les conditions aux limites (2), 
il doit y avoir sin al = 0, d'où al = nk, k = 1, 2,..., n—1. 
Nous avons donc trouvé n — 1 valeurs propres distinctes de l’opé- 
rateur —B,: 
4 . ə kah 


Ar = z7 sin” TRE k—1,2, ..., n—1, .. (4) 
auxquelles est associée la famille orthogonale de vecteurs propres 
u, G)=sin 52, zE{ih}in, k=14, ..,n—1 (5) 
Calculons la norme d'un vecteur propre up (x): 
n-1 n-1 n-1 
Lux (£) =h X u? (x) =h Y` sin? Hti a + (1— cos EE) = 
i=1 i=1 i=1 


on 2 l 2 * 
i—=1 
Nous avons utilisé la relation 
n-i 
2kTx; 
D COS 2? — — Í. 
l 
i=1 


En effet, on obtient en multipliant la somme de cosinus écrite ci-des- 
. k; 
sus par 2sin Æ hR: 


n-i 
. k 
> 2 sin == h cos 


i=] 


2kn 
“in 


. À . . 
— sin kn (2 -5 ) -sin A —2sin t h, 
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d'où la proposition. Ainsi donc, 
Lu Il (2) I| = V 1/2. (6) 
La famille orthonormée de vecteurs propres se définit par 


v(a) = sin EE, zE{iho k=1, 2, .,n—1 (7) 


Toute fonction réticulée u (x) (x 
ditions aux limites nulles u (0) = u (l 
série de Fourier (finie) 


E {i7 thio) vérifiant les con- 
) = 0 se laisse développer en 


n-i 


= = à Car (X (5) 


n—i1 


(uw), lup È c. (9) 


2.9. Semi-stabilité du schéma aux différences en cas de pro- 
blème mixte pour l'équation de la chaleur. Revenons au problème 
(1)-(3) du n° 2.2 sous les mêmes hypothèses et écrivons-le sous la 
forme de l'équation opératorielle (4) du n° 2.2. Dans le cas considéré 
l'approximation par différences se fera cependant tant suivant x 
que suivant t. Subdivisons [0, {| en n parties égales par des points 
x; = iln, i = 0,1,..., n. Faisons en outre une subdivision de 
[0, O} enm parties égales par des points t; = j9m™, j = 0,1, 

.. m. Définissons l’ensemble réticulé 


(zi t); i—=0,1,...,n; j—=0,1,..., m, 


qui approche le rectangle Q. 
Définissons les opérateurs de restriction 
Ta, mU (x, t) = (u (£i, lt ;))i=1, ..., Ni 
j=1,...,m 
qui à toute fonction u (x, t) continue sur Q font correspondre une 
famille de m (n — 1) nombres: ses valeurs aux points du réseau où 
u est inconnue. Aux nœuds (0, t;), (l, t;), j — 0, 1, ., m, on 
a u = 0 d’après les conditions aux limites (2) du n° 2.2, et aux 
nœuds (x;, 0) on a u = ọ (x). L'espace U, , approchant U (voir 
n° 2.2) se compose donc de toutes les familles possibles de nombres 
de la forme 


Un, m = (ui ) 
Introduisons dans U, , la norme 
lUn, mll = max [ui 


1<i<n-1 
1<i<mM 
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Soit ensuite pour toute fonction v € V 
T n, mY = {ns mJ ; Tag}. 
Cela revient à associer à tout couple {f (x, t); ọ (x)} un couple 


{(f (£i, Lis, met à (p (tii=t, ... n-1}. 


Ainsi donc, l’espace Vn, m approchant V se compose de couples 
de familles numériques 


Un, m— = {FE Li n1453 (Print, a.e, nt}. 


Introduisons dans V„,m la norme 


Un, m I| = max BAR” max KOE 
LiLn—1 1<i<n- 
1<j<m 


Les normes dans U,„,m (resp. dans Va,m) sont compatibles avec la 
norme dans U (resp. dans V). 

Faisant approcher les opérateurs 0/0t et 0?/0x?, on obtient un 
schéma aux différences : 


j_ ji j-i j-i; „j-i 
fit, (1) 
T h° i 


i—1,...,n; j—1,...,m, 
ui = u 
ui = Pi, i=1,...,n—1, (3) 


dans lequel on a pris pour abréger t — Om! comme le pas en t et 
h = In-! comme le pas en z. Récrivons ce système sous la forme 


u{=(1— E) ujt pE (uit uji) afit (4) 


avec les conditions aux limites (2) et les conditions initiales (3). 
Une telle forme d'écriture permet de chercher les inconnues l’une 
après l’autre, par « couches temporeftos ». Pour j = 1 on obtient 


ui = = (1—2) Pi HAr (Pia E Fir) + TL. (9) 


Ui 


Puis pour j = 2 on cherche uf en fonction des u} déjà connues, et 
ainsi de suite. Ainsi donc, le problème (1)-(3) a une solution et une 
seule. 

Passons aux conditions d’approximation et de stabilité. Voyons 
d’abord si la condition d’approximation est vérifiée. Nous le verrons 
séparément pour d/0t et pour 4?/0x?. Supposons que la solution du 
problème (1)-(3) soit très régulière, grâce au fait que les « données » 
f, q sont très régulières : il existe dans Q des dérivées d?u/0t? et O4u/0x4 
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bornées. Alors, comme nous l'avons fait plus d'une fois précédem- 
ment, 


|l T nmLUu — LnmTn mu Il = 0 (T + h°). (6) 


L'opérateur de différence L, m € £ (Unm»s Vnim) se définit dans 
(6) par les formules (1) à (3). 
Voyons maintenant si la condition de stabilité est vérifiée. Sup- 
posons d’abord que 
1— 


TE 


>0, i.e. que n < 1. (7) 


On déduit alors de 5 la majoration (pour i = 1,..., n— 1) 


pa < (1-5) + lell I, 


e. Hat ii< lloll +rll fil, où at = (u}):z4. Compte tenu de la 
formule (4), on obtient successivement 


Lui silul e l+ 2r iF 


. -3 j — 1 r 
Posons ensuite 4? = (uf);=1. Nous avons montré que 


Ha I< Ile Il -+ 27 I. 


On a alors par récurrence 
Iai l < lloll + jT llf il 
Or, jt L0, j=1,..., m, d’où 
a Ie Il + 68171: 


On obtient en définitive en prenant max que 
j 


IÍ En + 0 NI. 


Nous venons de montrer que le schéma (1)-(3) est stable, d'où 
il ressort qu’il converge avec la vitesse O (t + k?) sous la condition 
(7). Il se trouve que le schéma aux différences (1)-(3) peut cesser d’être 
stable si la condition (7) n’est pas vérifiée. La stabilité n’a donc lieu 
que pour certaines contraintes (condition (7)) imposées aux pas k 
et T. On dit en pareils cas que le schéma est semi-stable, pour le diffé- 
rencier des schémas dont la stabilité est conservée quels que soient À 
et T. 

Etudions plus en détail le cas de perte de stabilité. Soit désormais 
f = 0. Décomposons la fonction ọ (x) de la condition initiale du pro- 


blème (1)-(3) suivant les vecteurs propres de l'opérateur B, (voir la 
formule (7) du n° 2.4): 


n-i 
p (x) = à ARkUp (1). (8) 
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Cherchons la solution du problème (1)-(3) (f = 0) sous la forme 
n-i 


u(x, t) = 2 Cr (t) Un (x). (9) 


Portant (9) dans (1) et (8) dans (3) et égalant les coefficients des 
vecteurs de base, on obtient pour c}, (t) le problème 


REY RU aher (t)=0, c,(0) = (10) 


(az est une valeur propre de B,). 
Exercice. Montrer que la formule suivante explicite la 


solution du problème (10): 
Cp (ST) = (1 — a at) an, Ss = 1, 2, ..., M. (11) 
Nous avons vu dans le n° 2.4 (formule (4)) que 


4 knh 
À, = z7 Sin? 5 , k=1, ..., n— í. 


On a donc 0< à, <4/h2?, d’où 
1 TS — alt < 1. 


Si donc —1<1— ie , i.e. si (7) a lieu, il ressort de (11) que 


| Ca (ST) | < | ax |. 


Conformément aux formules (8), (9) du n° 2.4 et du présent n°, 


n— 1 


lue È ck (0< Š a= || oi. 


Nous avons démontré une fois de plus (dans un cas particulier) que 
le schéma reste stable si la condition (7) est vérifiée. 

Montrons maintenant que le problème risque de devenir instable 
si la relation entre k et t imposée par (7) n’est pas vérifiée. Supposons 
qu'il existe une constante e >> 0 indépendante de qt et de A (donc aussi 
de m et de n), telle que 


L—a T7 < —1 — e, k—=1,...,n—1. (12) 


On a alors |cm (st) | > (1 + e)” |a, | — +œ pour m —> œ, 
i.e. pour t — 0. Cela signifie que le problème (10) est instable, de 
même que le schéma aux différences (1)-(3) 

Ainsi donc, le schéma aux différences (1)-(3) est semi-stable : 
pour quil soit stable, il faut que les pas h et t vérifient la relation (7). 


2.6. Schéma aux différences implicite dans le cas du problème 
mixte pour l’équation de la chaleur. Mettons le problème mixte 
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(1)-(3) du n° 2.2 pour l` équation de la chaleur sous la forme de l’équa- 
tion opératorielle (4) du n° 2.2. Les espaces Un, m, Vn. m appro- 
chant U, V et les opérateurs de restriction T, m, Tn, m seront les 
mêmes que dans le n° 2.5. Considérons à présent le schéma aux dif- 
férences suivant : 


uu! 9 ul 4 — Qui pulp j-1 
Ji, (1) 
i=1Â,...,n—1; j—=1,..., m, 

ui = ui —=0, j—=1,..., m, 


= Q; i=1Â,...,n— 1. (2) 
C’est un système de m (n — 1) équations linéaires avec autant d'in- 
connues. Dans le cours d'algèbre linéaire on apprend qu'un pareil 
système ou bien a une solution unique, ou bien a une infinité de 
solutions, ou bien il est incompatible (aucune solution). Toute autre 
possibilité est exclue. 

Montrons que la conjecture d'existence de la solution conduit à 
l'unicité. On a alors le premier cas, i.e. le système a une solution et 
une seule. Nous démontrerons aussi en passant la condition de sta- 
bilité. Mettons les équations (1) sous la forme 


2 a? . . > « 
(ARE) = (tes +0) ul Hh, (3) 
i—1Â, ...,n—1; j—1,...,m. 


Supposons que le système (1)-(2) soit compatible. Alors, en po- 
sant dans (3) j = 1, on obtient 


9 
U ‘(1+ A) = an (uli Huia) + pi + tfi, i=1, ...3 n— iÍ. 


Les modules des deux membres de cette égalité vérifient la relation 


pui (AEE SEEP HeH A 


1 . 1 1 (1) 
juW = mas up Hz. max [fi 
1<i<n- 1<i<n- 
Prenant max dans le premier membre de (4) et supprimant les ter- 
i 
mes égaux, on aboutit à l'inégalité 


Mur IS Ie + Ife I. 
Posons ensuite dans (3) i = 2. Il vient 


Mue IS uPA TREIS Io I SSI SEAT RIRE 
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Poursuivant ces majorations, on obtient finalement 
|| un, m UP + 0 fn, m l- (9) 


Il en ressort que le système homogène associé à (1)-(2) n’a qu'une 
solution triviale, i.e. que le système non homogène a une solution et 
une seule. L’inégalité (5) n’est autre que la condition de stabilité. 

La condition d’approximation se démontre comme dans le n° 2.5. 

Ainsi donc, le schéma aux différences implicite reste convergent 
(donc stable), quelle que soit la relation entre h et t. Son inconvénient 
est la complexité de sa résolution par « couches temporelles » (suc- 
cessivement pour j = 1, pour j = 2, etc.). 

Le lecteur trouvera d’autres exemples de schémas aux différen- 
ces dans [25], [30], [6], [1]. La théorie contemporaine des schémas 
aux différences utilise presque toute la panoplie des idées et méthodes 
d'analyse fonctionnelle. 


$ 3. Interpolation par fonctions-spline 


Dans ce paragraphe, en posant le problème d’interpolation des 
solutions approchées d'équations linéaires, nous introduisons une 
des notions fondamentales du calcul numérique contemporain: les 
tonctions-spline. On désigne sous ce terme les fonctions polynomiales 
par morceaux suffisamment régulières. L'exemple le plus élémen- 
taire de fonction-spline est une ligne brisée, i.e. une fonction conti- 
nue linéaire par morceaux. Les fonctions-spline sont largement uti- 
lisées à l’heure actuelle (voir [28], [33], [4], (321). En plus de l’inter- 
polation, elles s'avèrent utiles en théorie de l’approximation des 
fonctions. Leur application principale (sous la forme de la méthode 
des éléments finis) reste cependant la résolution numérique d’équa- 
tions différentielles et intégrales. Une approche abstraite de la théo- 
rie des fonctions-spline, qui se développe activement, est exposée 
très complètement dans l’ouvrage [33] dont nous reprenons les idées 
dans le texte qui'suit. 


3.1. Opérateurs d’interpolation. Soient X un espace de Banach 
et À un autre espace de Banach approchant X. Etablissons la rela- 
tion entre X et X en introduisant l'opérateur de restriction (voir 
n° 4.1) 

TEZ(X, X), R(T)=X. 


Un opérateur S € £ (X, X) est appelé opérateur d'interpolation 
si V (S) = {0}. On l’appelle aussi opérateur de prolongement, car il 
opère d’un espace « restreint » X dans un espace « plus large » X. 
En outre, S réalise dans bien des cas concrets l’interpolation au sens 
habituel du terme. 
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Etudions plus en détail quelques opérateurs d’interpolation 
spéciaux étroitement liés à l'opérateur de restriction initial T. 


La condition R (T) = X signifie que T admet un inverse à droite 
S = T7 (voir n° 3.3 du chap. III). Supposons que le sous-espace 
des zéros N (T) = {0}, sans quoi T admet aussi un inverse à gauche 
et est donc continûment inversible d’après le théorème de Banach. 
L'’inverse à droite S n’est pas unique ; il est donc naturel de se de- 
mander dans quelles conditions l’opérateur S est optimal (dans un 
sens à préciser). 

Exemple 1. Soient X =C [0, J, X = č, Tx(t) = 
= (x (t:))i=0, où {t;}? est un réseau sur [0, 7]. Comme opérateur d’in- 
terpolation S*, on peut prendre un opérateur d’interpolation li- 
néaire par morceaux qui à tout vecteur x = (xr;)j-o € c"*l associe 


une fonction s eo = S*x telle 7 ne 


— Î Lx — t; t— ti 
t T; ——— i+i l = . | . — . l F 
s( ) = ps. : Lis Ti+ — i+1 ti Ti | (Zis T;) tii ti (1) 
sur [t;, titl, i — 0, À, >. è èg n — À. 


L'opérateur d’interpolation S peut d’ailleurs être introduit d’une 
infinité de façons. Par exemple, la formule d’interpolation de La- 
grange (voir [12}) permet de construire la fonction z (t) pour l'in- 


terpolation de x sous forme d’un polynôme de degré n: 


z (t)=Sxz= D ri (t), 
i=0 


—  (t—to) ... (t—ti—1)(t— ti+1) +. (t— tn) 
q: (t) = (ti— to) ++. (ti— ti-1) (ti— ti+1) <- (ti tn) ` 


Si par exemple n est multiple de m, on peut, en appliquant la formu- 
le d'interpolation de Lagrange sur chaque [t;m, tj+9ml, faire l'in- 
terpolation par des morceaux de paraboles de degré m. Dans le cas 
particulier où m = 1 on a l’interpolation linéaire par morceaux déjà 
mentionnée. On peut construire aussi d’autres interpolations, y com- 
pris avec un § non linéaire. 

Exemple 2. Modifiant l'exemple 1, prenons pour X l'es- 
pace de Sobolev H1[0, {| des fonctions qui admettent sur [0, Z] 
une dérivée au sens des distributions de carré sommable. Puisque 
H 10, L] se plonge dans C [0, l], tous les opérateurs de l'exemple 1 
agissent de c"*! dans H+ [0, l]. 

Montrons que l'opérateur d’interpolation linéaire par morceaux 
S* est optimal, au sens que voici: la fonctionnelle quadratique 

l 
J (2) = | z’? (t) dt, 
0 


§ 3] INTERPOLATION PAR FONCTIONS-SPLINE 343 


telle que x (t;) = z; i = 0, 1, ..., n, présente son minimum en 
la fonction s (t) = S*x et en cette fonction seulement (voir (1)). 
Puisque 
T: — T: 
s’ t — 1+1 l 
(5) Lixi— ti 
sur [t;, ti+;l. on a pour toute fonction z (t) € H* [0, l] telle que 
z = 0, i.e. que z (t;) = 0, ¿i = 0, 1,..., n, 
l n-i isi 
|s Oz dt= J, Ha | z (t)dt=0. (2) 
D 


tipi — ti a 
i=0 t 


On a alors pour toute fonction x (t) = s (t) ~ z (t) l'inégalité 
i l 
J(a)= | 2? (f) dt= | [s (+z (t)? dt = 
0 0 
l 


l 

= | s2) dt | 2°? (t) dt> 
À : 

Cela signifie que l’infimum d? de J l) est atteint en s (t). Supposons 


s'2(t) dt=J (s). 


LV. 


maintenant qu'il soit également atteint en s (t), où Ts = 0. Prenons 
z (t) = s (t) — s (t) et, compte tenu de (2), écrivons 
l l 
(s”, 3) = | s (S (0) dt = ls 2 (t) dt=d= | $2 (1) dt, 


0 0 0 


r 


ou en abrégé 
r ~, — / 2 — ~, 2 
(s, s’) = Is [= Ils |. (3) 
Pour achever la démonstration, nous proposons au lecteur de 
faire un 
Exercice. Soit un espace muni d’un produit scalaire. Mon- 


trer que si ses deux éléments zx, y vérifient légalité (x, y) = || x |? = 
= || y |, alors x = y. 


Compte tenu de l'exercice, il ressort de (3) que s’ = s’; donc, 


puisque par exemple s (tọ) = s (to), on a s (t) = s (t) sur [0, l]. Ainsi 
donc. la fonction linéaire par morceaux s (t) est la seule fonction dans 
H? [0, I] qui puisse interpoler x et minimiser J (x). | 
Notons en conclusion que les fonctions s (t) linéaires par mor- 
ceaux donnent l'exemple le plus élémentaire des fonctions-spline 
(la définition générale de ces dernières sera donnée un peu plus tard). 
Introduisons les fonctions caractéristiques 6; (t) de [é;, t;+, [ qui 
prennent la valeur 4 sur [t;, t;:, [ et la valeur O en dehors de [t;, 


344 APPROXIMATION PAR SCHÉMAS ABSTRAITS [CH. VII 


t;+1 [. L'opérateur d’interpolation S* optimal s’écrira alors comme 
suit : 
n— 1 
= s#x— Y ti jg 4 
s (t) = Six LiF (Lira — i) -qy |9: E) (4) 


i=0 


3.2. Position abstraite du problème des fonctions-spline et sa 
solution. Soient X, X deux espaces de Banach, et soit T € £ (X, X), 


R (T) = X, un opérateur de restriction de X sur X. Soient ensuite 
un espace de Hilbert Y et un opérateur A € L (X, Y). 


Définition. On dit que s € X est la fonction-spline d’ interpola- 
tion, ou la (T, A)-fonction-spline, associée au «vecteur données » 
xz € X si 

As |ġẹ = inf || 4x |P. (1) 
2€ T-1(x) 

Ici T- (x) désigne l’ensemble des images réciproques de x par 
l’application T (voir n° 1.1 du chap. HHI), i.e. l’ensemble des solu- 
tions de l’équation 


Tz = à. (2) 


Désignons comme d'ordinaire par N (T) et N (A) les sous-espaces 
des zéros des opérateurs T et À respectivement. Remarquons que 
N (T) et N (A) sont contenus tous deux dans X. 


Théorème. Soient X et X deux espaces de Hilbert. Si la variété 
linéaire AN (T) est fermée et N (A) NAN (T) = {0}, alors à chaque 


x EX est associée une (T, A)-fonction-spline unique s. 


Démonstration. Puisque par définition R (7) = X, il 


existe pour tout x € X un x, tel que Tr = x. La solution générale 
de (2) se présente alors sous la forme x = x, + Z, où z est un ‘élément 
quelconque de N (T). Le problème consiste donc à déterminer, dans 
l’espace de Hilbert Y, la distance de O à la variété affine 


M = {Azo + Az: z2EN(T)}. 
Cette variété M = AT (x) = Ax + AN (T) est fermée par 


hypothèse. Il existe alors en vertu du théorème de Riesz (voir n°5 
6.2 et 6.3 du chap. I) un vecteur unique y € Y tel que 


y = p (0, W). 


Par définition (voir (1) et (2)), la fonction-spline s (si elle existe) 
est solution commune aux deux équations 


As=y, Ts= x. (3) 
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L'existence de s découle du fait que y appartient à l’ensemble fermé 
AT (x). Montrons que s est unique. Supposons au contraire qu’à 
un x soient associées deux fonctions-spline s4, Sə: compte tenu de (3), 
nous pouvons écrire alors un système d'équations pour la différence 
Sı TT SE) 

On a donc sı — s E€ N (A) et s — s EN (T). Or, N (A) AN (T) = 
= {0}, d’où s, = s,. Le théorème est démontré. 

Citons quelques formules intéressantes où interviennent les 
fonctions-spline. Remarquons tout d’abord que pour tout x € M — 
= AT (x) 

[Az |? = [As |P + I4 (£ — s) ff, (4) 


car le vecteur As est la projection orthogonale du vecteur Az sur 
M- (fig. 14). Or, 


|A (x — s) IP = || Ax |? — 


—2 (4x, As) + || As l. (65) 
Compte tenu de (4) et (5), on a donc 
IAs |? = (As, Ax). (6) 
Cette dernière égalité s'écrit aussi 
(As, À (x — s) = 0. (7) 
Les égalités (4), (6) et (7), valables Fig. 14 


— 


pour tout x € T~ (x), s'appellent condi- 
tions d’orthogonalité pour la fonction-spline d’interpolations (voir 
n° 3.1, formule (2)). 

Pour les applications pratiques du théorème que nous venons de 
démontrer, citons une proposition utile: 


Lemme. Soit un espace X tel que la boule unité y soit faiblement 
compacte (par exemple X est un espace réflexif ou de Hilbert). Soit 
ensuite À l'opérateur normalement résoluble dont le sous-espace des 
zéros N (A) est de dimension finie et N (A) AN (T) = {0}. Alors 
AN (T) est fermée. 


Démonstration. Soit {y,}c AN (T) avec y, — y, quand 
n — œ. Cela signifie qu’il existe des x, € N (T) tels que Ar, = y,, 
n = 1, 2, ... Décomposons X en somme directe (voir n° 6.1 du 
chap. III) 


X =N(A) + X. 
La restriction À de À à X est alors un opérateur continûment inver- 


sible. Posant x, = z, + Tn, où Zn E N (4), Tn € X, el remarquant 
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que Az, = Yn, on obtient x, = Atyp, d’où il ressort que la suite 
{x,} est bornée. 


On a ensuite Tz, = _Tr,, car Tz, = 0. Désignant par T la 
restriction de T à N (A), on obtient z, = — T-T ir, d’où il ressort 


que {z,} est bornée elle aussi. Par conséquent, la suite {x,} est bor- 
née. Soit {x,’} sa sous-suite qui converge faiblement vers r,. On a 
alors pour n’ —> co 


An = Yn’ > ÁL = Yo faiblement, 
0 = Tr, — Tz faiblement. 


Donc, y, E AN (T). Le lemme est démontré. 


3.3. Construction des fonctions-spline d’interpolation ([33]). Sup- 
posons que les conditions suivantes soient vérifiées: 

R (A) = Y (si À est normalement résoluble, il suffit de pren- 
dre À (A) au lieu de Y); 

29 N (À) est de dimension finie; 

3° X est de dimension finie ; 

49 dim N (4)=m<n= dim X; 

5° N (A) AN (T) = {0}; 

6° la boule unité dans X est faiblement compacte. 

Dans ces conditions le problème de la fonction-spline d’interpola- 
tion a une solution et une seule, d’après le lemme et le théorème du 
n° 3.2. 

Introduisons une base {ọ;}” dans N (4) et une famille libre de 
fonctionnelles {y;}7= X* telles que 


> 
[e) 


N (T) = {rx (xz, y) =0, j=1,....n}. (1) 
Soit en outre {e;}” une base dans X, de telle façon que | 
Tr = à (x, Vi) e. (2) 
J= 


Démontrons quelques propositions auxiliaires : 


Lemme 1. Le rang de la matrice (Qi, y;}), i = 1, ..., m, j = 
= 1, ..., N, est égal à m. 


Démonstration. Considérons le système homogène de 
n équations linéaires à m inconnues 


à a (Pis Yi) = 0, j = 1, e... n (3) 


Le rang de sa matrice est r< m. Supposons que r < m. Le système 


(3) admet alors une solution non triviale (af. ..., am). 
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Considérons le vecteur 


ti 


z= à aip: EN (A). 


On a en outre z Æ 0 etz €N (T), car (z, y;) =0,j =1,...,n, 
et (af, ..., am) est solution de (3). Or, d’après la condition 5° 
on a N (A) AN (T) = {0}: contradiction. On a donc r =m. Le 
lemme est NEMARA 

Désignons par [I l'enveloppe linéaire des éléments de la famille 
{y; y= et par N (A)+ le supplémentaire orthogonal du sous-espace 
des zéros NV (4). T et N (A)! sont des sous-espaces de X*. 


Lemme 2. dim {I N N (4)+} = n —m. 


Démonstration. Soit y = > Ajy; (A; sont des scalaires), 
j=1 


où VE M (A)t. Cela revient à dire que (p;, y) = 0, i =1,..., m. 
Pour la détermination des À,, ..., À, nous obtenons un système 
homogène de m équations à n inconnues: 


n 


2i (Oi y;)A;=0, i= À, e, M. (4) 


La matrice de (4) est la transposée de celle de (3), donc de rang m 
(voir le lemme 1). Le système (4) admet alors n — m solutions li- 
néairement indépendantes. Le lemme est démontré. 

Donnons-nous ensuite une base {#p,}?-" dans T N N (4)+. Re- 
marquons que 


Va= D Map k=1, ..., n—m. (5) 
J= 


ù (Akis + +, Akn), k = 1, ..., n—m, est une famille fixée de 
solutions linéairement indépendantes de (4). 

Nous avons vu dans le n° 3.2 que As € {AN (T)}+ si s est une 
fonction-spline. Le lemme suivant établit la relation entre les varié- 
tés {AN (T)}+ et T AN (A)+. 


Lemme 3. {AN (T)}} = (4*) {I NN (4)+}. 


Démonstration. La proposition du lemme est équiva- 
lente à l'égalité: 


A* {AN (T)}t =T NAN (A)+. 
Remarquons maintenant que N (A)+ = R (4*) VU n° 3.6 du 


chap. V). Si y€ A* {AN (T)}t, il existe y € {AN (T)}! tel que 
y = A*y. Donc y EN (A)+ = R (A*). Montrons que y ET. Soit 
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z € N (T), alors 
(z, y) = (z, Ažy) = (4z, y) = 0, 
car y € {AN (T)}+. Nous avons démontré l'inclusion 
A* {AN (T}}=T AN (A)t. 

Réciproquement, si y € Feet y € N (A)t, on a y € RI(A¥), i.e 

y = A¥*y. On a de plus (z, y) = 0 pour tout z € N (T), i.e. 
0 = (z, AŤy) = (Az, y). 

Autrement dit, y € {AN (T)}+, ce qui démontre l’inclusion inverse 
et le lemme 3. 


Les lemmes 1 à 3 définissent la procédure de calcul de s. Soit 
{pa}; ™ une base dans F N N (A)-+ ; alors, conformément au lemme 3, 
{fn}azt = {(4*) "pa }k=1 est une base dans {AN (T)}t, i.e. 
dans le sous-espace qui contient le vecteur As. On peut alors chercher 
As = y en le décomposant dans la base {fp "1 : 


As — 5 Bafne (6) 
kB=1 


Multiplions cette égalité scalairement par le vecteur f,. Compte tenu 
de (9), il vient 


È Bin D= (As, i= A= p) = 


n 


=(s, D M= Mis, Yj). 
J=1 J=l1 
Puisque d’après (2) 
s= (s, yiz, (7) 


les (s, y;), j = 1, ..., n sont les coordonnées connues Ë&; du 


vecteur données z = X E jej. On obtient donc pour les B} un système 
j=1 
d'équations 
S m n 
D Bfe D=) Ms 1=1, .., n—m, (8) 


ayant la matrice de Gram et admettant une solution et une seule. 
On définit de cette façon le vecteur 


As = Cr, (9) 
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où C est un opérateur linéaire de X dans {AN (T)}{. Pour définir la 
fonction-spline s elle-même, on doit résoudre ensemble les équations 
(7) et (9). Ce problème a une solution et une seule (voir la formule (3) 


du n° 3.2). A tout élément x € X est associé donc un élément déter- 
miné s € À, ce qui revient à définir l’opérateur 


s = Six. 


Exercice. Montrer que SŸ est un opérateur linéaire borné. 
La construction de l'opérateur d’interpolation optimal est 
achevée. 


3.4. Fonctions-spline cubiques. Cherchons une fonction 


s (t) € H? [0, I] réalisant le minimum de la fonctionnelle 
l 


, n : 
Ja (= | le” (D dt 
0 
sous la condition x (t:i) = xi, i = 0, 1, ..., n, où x = (x;);_1 est 
le vecteur données et to, £s . . ., tn un système de nœuds sur [0, l]. 
On a sous forme abstraite 


X = H? [0, l, Y = £, [0, l, X =B”, 
Tx (t) = (x (t:)i=0o, Az (t) = x” (t). 


Voyons si les conditions 1° à 5° du n° 3.3 ont lieu. L'ensemble 
des valeurs de l'opérateur d?/dt? est £L, [0, I]; ensuite, N (A) est 
le sous-espace des polynômes c, + ct de dimension 2, et l’espace X 
est de dimension n + 1. Pour n = 1 est vérifiée la condition 4°, 
ainsi que la condition 5°, car NV (T) se compose de fonctions qui 
s’annulent en z points, ce qui n'arrive jamais pour un polynôme 
non nul du premier degré. Enfin, la condition 6° est vérifiée elle 
aussi, puisque Z> [0, /] est un espace de Hilbert. 

Le lemme et le théorème du n° 3.2 sont donc applicables, si bien 
que le problème variationnel posé a une solution et une seule s, (t): 
c'est la fonction-spline d’interpolation cubique associée au vecteur 


données r. On peut aussi utiliser la procédure de construction de 
la fonclion-spline décrite au n° 3.3. 

Décrivons brièvement le schéma de calcul de s, (t) dans le cas 
où le réseau est uniforme (t; = it, nt = l). Les fonctionnelles 


{y:h=o en x (t) € M? [0, I] se définissent alors par les formules 
(z, yo = z(t), i—=0,1,...,n. 


On vérifie ensuite sans peine que la base {p} yk dans I N N (A): 
peut être choisie de la façon suivante: 


1 
Ys = 77 (Vsti — 2Ys + Ys-1), s=1, e... n— 1. (1) 
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L'opérateur A* = (d°/dt?)* est un opérateur linéaire borné de 
£. [0, I] dans H? [0, l], tel que N (A*) = {0} et R (A*) se compose 
de fonctions orthogonales à 1 et à ż. On a donc p, € R (A*) et l’on 
définit les fonctions 


fs (t) = (4 *) ps, s=1, 2, . o o n — À, 


qui forment une base dans {AN (T)}+. En effet, les fonctions f, (t) 
se laissent définir par les formules explicites suivantes (fig. 15): 


fs (0 = Mts — t)+— 2 (ts — t)i + 
+ (ts-1— t)+], (2) 


où a+ =a pour a œ> eta, = 0 pour 
a< 0. Puisque pour tout x € H? [0, 1 
on a 
(fs Ar) e to, 1 (A*ÿ,, T)H2{0, 1 (ps, x), 
pour que la formule (2) soit vérifiée, 
Fig. 15 il suffit, compte tenu de (1),de faire le 
calcul suivant. 
Exercice 1. Montrer que pour toute fonction x € H? [0, I} 
et la fonction f, (t) définie par (2) on a 


F (0) x (0 dt= ZeD 2e dHe (t) 


T 


D E eu 


On peut calculer enfin les produits scalaires (fp, IDEAT 1? 
donc aussi la matrice du système (8) du n° 3.3. 

Exercice 2. Montrer que (fr, fr) = 27/3, (frs fn+1) = 
= (fr, fn) = 7/6 et (fh, fr) = 0 pour L Æk — 1, k, k +1. 

Le système (8) du n° 3.3 se présente donc sous la forme 


(Zio n o) N (ame 
1 
T 2T T La — 2z- T1 
6 T3. G e... 0 Fe — T (3) 
0 T 2T Pn-1 | Tn — 2ln-1 +} Tn- 
| see ree e E 3 ] ES 


et peut être résolu par exemple par la méthode du balayage (voir [2}). 
Nous avons calculé (voir la formule (6) du n° 3.3) 


n-i 
s” (= È Bafa (D. (4) 


§ 3] INTERPOLATION PAR FONCTIONS-SPLINE 351 
Puisque fp (tr) = Ôk, k, l = 1, ..., n — 1, nous savons que 
(t) = Bp i=1,2,...,n—1; s (0) =s" (D) = 0. (5) 


Exercice 3. Montrer que la fonction-spline s (t) sur [t;, ti+4} 
se définit par 


s (t) = pi Ca + pi HH H H(z: — f; Tp 


T? \ t— tft; 
+ (ain Bip) z.e 


Indication. Utiliser le fait qu'on a sur [t;, t;+.l, d’après 
les formules (4) et (2), 


n ti 
s" (E) = Bi EHTE H Bin 


i 


et appliquer les conditions aux limites (5). 

On considère d’une façon analogue les fonctions-spline polyno- 
miales générales, ainsi que les fonctions-spline engendrées par dif- 
férents opérateurs différentiels (voir [32], [33], [1)). 


3.5. Prolongement des solutions approchées. Soient des espaces 
de Banach X et X, et des opérateurs d’interpolation Sp € £ (Xn, À). 
Considérons {£n}, où Zn € Xan- 


Définition. On dit que {x,) S-converge vers x € X si pour n—> co 


|| S'rln — À Lx ne 0, (1) 
— S — 
ou en abrégé x, — x ou S-lim x, = x. 
N —> 00 


D’après cette définition la S-convergence de {x,} vers x est la 


convergence vers x (au sens de la norme sur X) de la suite de S,z,. 
Il en ressort que la S-limite est unique. 
Soient donnés en outre les opérateurs de restriction Tn 


Th E (X, Xan), R (Ta) = Xn. 


Etudions la relation entre deux types de convergence, la T-con- 
vergence (n° 1.1) et la S-convergence. Ecrivons l'identité 


SpEn — L = Sn (£n — Taz) + (ST nt — x) (2} 
qui donne pour les normes: 
Satan — 2 S Il Sn IIl £n — Tnt Il + Solar — z Il (8) 


On a alors les propositions suivantes: 
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Théorème 1. Supposons que les conditions suivantes soient véri- 
fiées : 

LS, IS c; 

29 S,T,x — x pour n — œ. 
Si {zn} est T-convergente vers x, elle est aussi S-convergente vers z. 


Théorème 2. Si S Tnx >x pour n—o et || zn — Taz || = 
— 8 
= o (|| Sa ||) pour n —> œ, alors x, — x pour n —> oœ. 
Rermarquons que la vitesse de la S-convergence de {x,} vers x 
vérifie la majoration (3). 
Puisque N (Sa) = {0}, l'opérateur S, est continûment inver- 
sible sur R (Sn) si R (S,) est fermé. On a alors la majoration 
Il n — Tat | -=> Il Sa Sn (Th — Tas) IKS 
< [Sn Il (Satan — 2 + Ile — SaTaa IY, 
et l’on a donc la proposition suivante: 


Thèorème 3. Supposons que les conditions suivantes soient vérifiées : 
19 S, sont normalement résolubles : 

2° || Safn — x || = 0 (|| Sn ||) pour n —> œ ; 

39 [x — S,T,x || = 0 (| S7 [| 1) pour n —> œ. On a alors 
— T 


Zn > x pour n —> 00. 


Considérons à présent l'équation linéaire exacte 


Az = y, yED (4), (4) 
et le schéma d’approximation 
Anln = Yns Un € D (An). (5) 


Un inconvénient des solutions approchées x, consiste dans le 
fait que x, € X, mais x € X, i. e. que les solutions approchées ap- 
partiennent à des espaces autres que l’espace dans lequel se trouve 
la solution exacte. L'opérateur d’interpolation permet de contourner 
cette difficulté. En effet, l’expression 


Tn = Srln (6) 


dans laquelle x, est une solution approchée, se situe déjà dans le 
même espace X que la solution exacte. Par exemple, la solution 
d'un schéma aux différences se laisse expliciter par une fonction 
approchée suffisamment régulière, que ce soit à l’aide des fonctions- 
spline ou par un autre procédé quelconque. 

Réunissant les résultats du théorème fondamental du n° 1.5 sur 
la T-convergence et du théorème 1 du présent n°, nous ohtenons une 


proposition (simplifiée) : 
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Théorème 4. Supposons que les conditions suivantes soient vérifiées : 
19 N (A) = {0}; 
20 {An} approche A sur D (A); 
_ T 
3° Yn >Y; 
4° la condition de stabilité a lieu ; 
0 [Sn ISC; 
69 S Taz —> x pour n — œ, où x est la solution exacte. On a alors 
S 


Zn > qx pour n — œ et l’on a la majoration 
|| Satr — À x S|! Sn Tnt — dx + cy— 
X (Un — Tay IF, + I ThA — AnTnr IIF, ). 


Citons deux exemples à titre d'illustration. 
Exemp le 4. Soient X = Ht [0, 1], Taz (t) = {x (th)}k=05 
{ta }k= un réseau uniforme sur [0, Z], tp = kt, nt = L. Définissons 


les espaces X, approchant X comme des espaces de colonnes In = 
= (£k)k=o de norme 


| zn || = max | £z} | + T7 max [trs — xx |. (7) 
<k Nn 0OLR<Ln—1 


Comme S, , choisissons l'opérateur d’interpolation linéaire par 
morceaux (voir n° 5.1) 


n—1 
s (t) =(Sytn) (t) => [æn + (Erti — 22) T7 (t — tr)! 0x (t). (8) 


Ecrivons d’abord la majoration pour la norme de S, € £ (Xa, X). 
On a sur lt}, ta+il 


Is (t) [< | £r | + tr [S 2 max |z} |, 


KREN 


SLT | 2k41 — Tr [KT Max [Tri — Tp |. 
0SASn—1 


Elevons ces inégalités au carré, faisons leur somme et intégrons 
sur [0, ]. Il vient 


LS Iiro, a & 2 (2 max | zx |)? + LT max | £r} — zr D'S 
< 4l (max [2x | + T™ max | 2k41 — 28 |). 


Nous venons de démontrer l'inégalité (voir la condition 1° du théo- 
rème 1) 


I Sn I< 2 V7. (9) 


23—051 
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Déduisons à présent la majoration pour || S Tne — x |lmto j 
en supposant que x € H? [0, 1]. On a sur ltp, tre 
t 


x (t) =z (ta) H’ (tn) (Et) + | (E— E) 2" (E) dE, 


el 


th 
t 
z (=a (h)+ | a" E dE, 
th 
—i fhs 
(SnT ne) (8) = 2 (h) H (a) t HE À at a" ( R, 
fh 
th+1 
(SnT na) (= (t) HTE À (t) 2° E) dE. 
fh 
Par conséquent, sur [t4, {,+,1 on a 
ha tk+1 
la SaInt |2 | (radl EES | E lE, 
th ih 
tk+1 
|2 (Sun) <2 | a’ © dE 


lh 
Elevons ces inégalités au carré, faisons leur somme et appliquons 
l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski. Il vient 


th41 
Le SnI nt |? +| 2'— (Spp) Pan È ja E Pdë+ 
th 
fh+1 
+4r | 12" pa 
th 


Intégrant cette dernière inégalité sur [fy, tk+1l, puis sommant sui- 
vant k de O à n — 1, on obtient (pour t < 1) 


n-i fht 
|l L — ST x (Ar: to, S 8T > Oz (t) | x" (£) |? dé = 
k=0 th 


l 
— 81? | Ja’ (Ẹ) [2d 
0 
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Si donc z € H? [0, l], on a 
le — SnTaa lino, o< ©, (10) 


n 


nm (fir (t) 2 dt) 1 


Les majorations (9) et (10) garantissent les conditions du théo- 
T 


— — 8 
rème 4. Si donc pour n —> œ on a x, —> x € H? [0, L], alors zn —> x. 
Exemple 2. Reprenons le schéma aux différences du n° 2.1. 
Compte tenu de la majoration (13) du n° 2.1, si la solution exacte 
x (t) admet la dérivée quatrième bornée, les solutions approchées 
x, convergent vers la solution exacte. Soit S, opérateur d’interpola- 
tion linéaire par morceaux. Alors 


LS tn — 2x llamp a LUS a IUT Tor + Sal nt — 2 llm to, gS 


LV Tr +0 (5). 


On obtient une approximation d’ordre plus élevé en interpolant les 
solutions approchées avec des fonctions-spline d’ordres supérieurs. 


§ 4. Méthode de Galerkin 


La théorie des schémas aux différences n’est qu’une réalisation 
possible de l’approche générale décrite au $ 1 de ce chapitre. Main- 
tenant nous décrirons une autre réalisation importante, connue dans 
la littérature d’aujourd’hui sous le terme générique de méthode de 
Galerkin (au fait, il s’agit de tout un groupe de méthodes approchées 
de résolution d'équations, proposées par Ritz, Boubnov, Galerkin 
et Pétrov). Depuis quelques années, les idées de cette méthode revê- 
tent le plus souvent la forme de la méthode des éléments finis (voir 
[4], [5], [32]) qui utilise les variations et les différences finies. 


4.1. Sur le système d’équations dans le schéma d’approximation 
de Galerkin. Soient X, Y deux espaces de Banach, et soit À un opé- 
rateur linéaire bijectif défini sur un ensemble D (À) dense dans X, 
à valeurs dans une partie R (A) de Y. Donnons-nous un élément 
y € R (A). Cherchons une solution approchée de l’équation 


AT = y. (1) 


A cet effet, choisissons comme système de coordonnées dans 
D (A) une famille libre d'éléments {p,}*°. Puis choisissons comme 
système de projections dans Y*¥ une famille libre {#,}®°. La solution 


~ 
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approchée x, de (1) sera cherchée sous la forme d’une combinaison 
linéaire des n premiers vecteurs du système de coordonnées : 


Tn = ` Enr (2) 
k=1 


Supposons ensuite que le « résidu » Áz, — y soit orthogonal aux 
n premières fonctionnelles linéaires du système de projections: 


Az — y, VW) = 0, 1=1,..,n. (3) 


Nous obtenons alors, pour les coefficients E, . .., &, dans (2) 
un système de n équations linéaires à n inconnues: 


n 
2 (Agre Eye pi), EL n (4) 
Z 
Dans le cas général on ne peut pas affirmer que le déterminant 
de (4) est distinct de zéro et que ce système admet donc une solution 
et une seule. Même si c’est le cas, on ne peut garantir que la suite 
{x,} des solutions approchées déterminées par (2) et (4) converge 
vers la solution exacte x de (1). 
Examinons cette question de plus près. Construisons les suites 
d'opérateurs de restriction {P a} Œ £ (X) et {Q,} £ (Y). Choi- 
sissons dans X* une famille d'éléments {y;,}®° telle que 


det ( (Or, Yi DR. i= =Æ 0, n = 1, 2, ..., (5) 

et posons 
Pate 2 CE, Vr) Qr- (6) 
Choisissons ensuite dans Y une famille d'éléments {z;}®° telle que 
det (<z; Wii Æ 0, nn =1,2,..., (7) 

et posons 
QnY = à (y: Pr ) Zhe (8) 


Dans le cas particulier où l’on a, au lieu de (5) et de (7), des condi- 
tions plus fortes 


(Prs Vi) = On, ki 1,2,..., (9) 
(za Pp) = ôn j,1—=1,2,..., (10) 


les opérateurs P, et Q, deviennent des projecteurs de dimension finie 
dans X et dans Y respectivement. En effet, on a dans ces conditions 


n = Ph; Qh = Qr. (11) 
(Vérifier !) 


8 4] MÉTHODE DE GALERKIN 397 


Dans les raisonnements théoriques, on peut admettre que les 
conditions fortes (9), (10) sont vérifiées ; les méthodes analogues à 
celle de Galerkin s'appellent donc aussi méthodes des projections. 
Dans les n° qui suivent, nous étudions aussi des opérateurs de restric- 
tion Pa, Qn de forme plus générale que (6) et (8); ils peuvent être 
en particulier de dimension infinie. 


4.2. Approximation de Galerkin. Etant donné un espace de Banach 
X ,choisissons une suite d'opérateurs {Pa} Œ £ (X) dont les en- 
sembles des valeurs sont fermés: 


Xn = R(P:)C D (4), 


ce qui revient à dire que les P, sont normalement résolubles. On 
peut donc considérer que Pa € £ (X, Xa). Rappelons-nous la notion 
de T-convergence (voir n° 4.1) et adaptons-la au cas présent. Consi- 
dérons une suite {za} dans laquelle zn € Xn. On dit que cette suite 
est P-convergente vers x € X si || zn — P,x || — 0 pour n — œ. 

Remarquons que dans le cas général la P-convergence ne se réduit 
pas à la convergence dans X. Pour établir la relation entre ces no- 
tions, donnons quelques définitions utiles: 


Définition 1. On dit que le point x € X est une P-limite (ou limite 
de la suite de sous-espaces {X, }) si Pax —> x pour n — œ. 


Définition 2. Si tout point x de X est une P-limite, on dit que la 
suite de sous-espaces {X,} est P-dense dans X. 


Voici un lemme élémentaire qui établit une relation entre la 
convergence dans X (en norme) et la P-convergence : 


Lemme 1. Soit x limite de la suite de sous-espaces {X,}. Pour que 
la suite {x,} soit P-convergente vers x, il faut et il suffit qu’elle soit 
convergente vers x. 


P 
Démonstration. Six, —x, on a 


| £n — x |< || zn — Paz I| + I| Pix — z |> 0, n— œ 
(le premier terme de la somme du second membre tend vers 0 en 
oi de la P-convergence, et le second terme, parce que z est P-limi- 
De même, si £z, —— x, on a 
| zn — Pix | <S Iln — z || 4+ || Paz — z || —> 0, n— 00. 
Le lemme est démontré. 


Corollaire 1. Sila suite {X,} est P-dense dans X, la P-convergence 
et la convergence (en norme) dans X coincident. 
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Voyons de plus près le cas où les opérateurs P, sont définis par 
les formules (6), (9) du n° 4.1. i.e. où ils sont des projecteurs de 
dimension finie dans X. 

Les familles d'éléments {p,}®°, {y;}% vérifiant la condition (9) 
sont appelées biorthogonales. Conformément à la terminologie adop- 
tée en théorie des séries de Fourier, les quantités (x, y;) seront ap- 
pelées coefficients de Galerkin, l'expression (6) du n° 4.1 polynôme 
de Galerkin, et la série formelle 


oc 


à (x, Vi) Ga (1) 


141— 


développement de x en série de Galerkin suivant le couple bicrthogonal de 
familles d'éléments {p;}®, {y r. 

La question de savoir pour quels x la série de Galerkin (1) con- 
verge vers x (ou, en d’autres termes, quels x sont P-limites) est réso- 
lue séparément pour chaque couple biorthogonal de familles engen- 
drant les projecteurs P,. Une autre question importante consiste 
à évaluer la vitesse de la convergence de P x vers x. Généralement, 
si X est un espace fonctionnel concret, la vitesse nécessaire de la 
convergence est assurée toutes les fois que x est suffisamment ré- 
gulier. Même si X est un espace de Hilbert, on évite de prendre une 
famille orthogonale {p;} pour l'approximation de Galerkin: on 
choisit plutôt un couple de familles {ç;}, {y:} biorthogonal dans À. 
Cependant, si {p;} est orthonormée, les projecteurs 


Pr= 2 (+, Pi) Pi 


sont des orthoprojecteurs, P% = P,, i.e. des opérateurs auto-ad- 
joints dans H. On sait (voir n° 6.6 du chap. I) que si la famille {¢Ẹ;} 
est complète, on a Paz — x pour n —> œ. Les quantités &; = (x, ;) 
sont maintenant les coefficients de Fourier de x suivant la famille 
orthonormée {¢ọ;} et (voir les formules (3), (4) du n° 6.6, chap. I) 


| z— Parl = Z E, (2) 


i=n +1 


si bien que la vitesse de la convergence de P,x vers x est déterminée 
par l’ordre des coefficients de Fourier &, pour n — oo. 

Passons à l'approximation des opérateurs linéaires. Soient X, Y 
deux espaces de Banach et A un opérateur linéaire (non borné en 
général) défini sur un ensemble D (A) dense dans X, à valeurs dans 
un ensemble R (A) de Y. Soient {X,}c D (A), {Y,}e Y deux 
suites de sous-espaces de dimension finie tels que dim X, = dim Y}. 
Soient ensuite {P,}, {Qn} deux suites d'opérateurs de dimension 
finie (par exemple de projecteurs): P,X = Xn, Q,Y = Yn. Comme 
opérateurs approchant À, prenons la restriction à X, de Q,4. 
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Définition 3. On dit que la condition d’'approximation (au sens 
de Galerkin) est vérifiée en x € D (A) si 
| QnAz — QnAPyx lly +0, n—+ 00. (3) 
On voit sans peine que cette définition est un cas particulier de 
la définition générale (voir la définition dans le n° 1.3). 


Il est commode de mettre la condition d’approximation (3) sous 
la forme suivante: 


| QnA (x — Pix) y 0, n— 00. (4) 


On en déduit aisément un 
Lemme 2. Posons 


On = SUP || Qn Il. (5) 
ISKk AN 
Si l'opérateur A est borné et x est P-limite, avec || x — P,x || = 0 (03) 


pour n — œ, la condition d’approximation est vérifiée en x. 
Démonstration. Elle découle de la majoration 
| QnA (x — Prr) [S où A x — Prz |l. 
Corollaire 2. Soit x P-limite et {Q ,} uniformément bornée (i.e. 


il existe une constante c telle que || Q, |< c pour n = 1, 2, ...). 
Alors la condition d'approximation est vérifiée en x. 


Exercice. Supposons que À = À, + À, et que la condi- 
tion d'approximation est vérifiée pour chacun des opérateurs À,, 4,. 
Utilisant l’inégalité triangulaire, montrer que cette condition est 
aussi vérifiée pour À. 


4.3. Condition de stabilité. 


Définition. On dit que l'approximation de Galerkin de l’opé- 
rateur À est stable s’il existe une constante y œ 0 indépendante de n 
et telle que pour tout x, € X, on a à partir d’un certain N 


Jl va de soi que cette définition est un cas particulier de la défi- 
nition de la stabilité d’un schéma d’approximation (voir la défini- 
tion dans le n° 1.4). 


Lemme 1. Soit pour tout x € D (A) 
| Az >a [x | (2) 
(ax œQ constant). Si de plus pour tout y, E AX, 
I| QnYn I> P Ilyn l, (3) 
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on a la condition de stabilité avec y = af. 
Démonstration. Elle découle de l'inégalité 
IQ Ax, | > P Arn | 2 Pa || x Il. 


Considérons plus en détail le cas où X, Y sont des espaces de 
Hilbert et Pah, Qn des orthoprojecteurs: 


Pr= 2 ( Pi) Pi, -X (+, 1j) j° (4) 


On peut maintenant écrire la condition de stabilité (1) sous une 
forme purement algébrique. Posons 


et développons le carré scalaire (Q,4x,, Q,Ax,): 


| QnAzn ||? = DIt (Api pl. 


La condition de stabilité de l'approximation de Galerkin de À s'écrit 
alors 


| > » RRT > &, (5) 


Cij = à (Api, Pr) (AP;, Pa). 


Ainsi donc, la condition de stabilité (5) signifie qu'une certaine 
forme quadratique liée à À est définie positive. Cette condition peut 
être vérifiée par exemple en appliquant le critère connu de Sylvester 


(voir [34]. 

Il existe une vaste classe d'opérateurs dans l’espace de Hilbert 
H = X = Y pour lesquels la condition de stabilité se vérifie pour 
Q, = P, sans difficulté aucune. Supposons que pour tout x € D (A) 


(Ax, x)2 y (2, x) (6) 
(y > 0 constant). 


Soit P, = -Y (-, P;) Q; un orthoprojecteur dans H. On a alors 
= 
P, = Ph et, par conséquent, pour tout x, EX, = P,X 


(PrAtn, Ln) = (Ar, Pan) = (A Xn, Tn) > Y | ln |7. 
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On a d'autre part (P,Ax,, n) < || PrAzxn || [I £n Il, et l’on est amené 
à la condition de stabilité : 
I P,Ax, | => Y l Tn Il. (7} 


Nous venons de démontrer un 


Lemme 2. Sous la condition (6) l’approximation de Galerkin de À 
est stable pour tout orthoprojecteur P,. 

Faisons une remarque utile: 

Remarque. Soit À = A, + A,. Si pour tout x € D (À) on 
a (Ax, x) > Yi ll X IF, (Ax, x) > V2 |l £ ||”, où Vi + Ve > 0, la 
condition (6) a lieu pour À, d’où le lemme 2. 

Nous en laissons la démonstration au lecteur. 


4.4. Conditions de convergence du schéma de Galerkin. Comme 
dans le n° 4.1, considérons l’équation 


Az =y (1) 


dans laquelle A: X — Y est un opérateur non borné en général, 
défini sur un ensemble D (A) dense dans X. Comme dans le n° 4.2, 
introduisons les opérateurs de restriction P, € £ (X, Xn), Qn € 
E€ L(Y, Ÿ,) à valeurs dans des ensembles fermés X, = P,X et Y, = 


nY. 
Considérons ensuite le schéma de Galerkin de résolution de (1), 


i. e. la suite d'équations approchées 
QnAXn = Qhy. (2) 


La solution x, de (2) est cherchée dans X,. 

On dit que le schéma de Galerkin (2) est convergent si, à partir 
d’un certain rang, il existe une solution approchée x, et une seule 
pour n quelconque et si 


In TX, n —> ©, 


où z est solution exacte (solution de (1)). Le théorème fondamental 
de la T-convergence (voir n° 1.5) adapté au cas considéré s'énonce 
ainsi : 


Théorème. Supposons que les conditions suivantes soient vérifiées : 

1° yER (A) et Qay ER(QO,AP,) (i.e. les équations exacte et 
approchées sont résolubles) ; 

29 P,x — x sur chaque solution exacte x ; 

3° Qa y — y sur le second membre y de (1); 

49 | Q,Ax — Q,AP,x lly — 0, i.e. la condition d approximation 
est vérifiée ; 

2° | Q,4%, [y > vy || £n lly pour tout x, € Xn à partir d'un certain 
rang, i.e. la condition de stabilité est vérifiée. 
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Alors la solution exacte x est unique, la solution approché x, est 
unique à partir d'un certain rang. le schéma de Galerkin converge et 
on a la majoration 


|| £n — À IKS |i Paz — À | + y7! l QnA TT Q,AP,x e (3) 


Démonstration. Compte tenu de la condition de stabi- 
lité, la solution approchée x, est unique à partir d’un certain rang. 
Soit x solution exacte. Appliquons la condition de stabilité et les 
‘équations (2) et (1) qui nous donnent les majorations 


[£n — x |S I| Par — z || + I £n — Paa Il, 
Y | En — P,x IES |l QxAth TT Q,AP,x I = | Qhy TT QnA Pnr |l = 
= || QrAx — Qr A Pre lIl. 


Il en découle la majoration (3) et, par conséquent, l’unicité de la 
solution exacte, car {x,} a une seule limite. Le théorème est démon- 
tré. 

Remarque 1. Si X, Yn sont de dimension finie et dim X, = 
= dim Y„, alors, compte tenu de la condition de stabilité, chaque 
‘équation approchée a une solution et une seule à partir d’un cer- 
tain rang. 

Soit en effet À, restriction de Q,4 à Xa. Ona A, € L (Xn, Yn) 
et N (An) = {0}, compte tenu de la condilion de stabilité, à partir 
du même rang n, que dans la condition 5°. 

Remarque 2. Sil Q, IScet AE (X, Y), on peut pren- 
«dre au lieu de (3) la majoration suivante : 


Len — 2 IS (4 + ve AD I Pae — x |l. (4) 


4.5. Sur la méthode des moindres carrés. Plaçons-nous dans le cas 
le plus simple. Soit À un opérateur linéaire dans H, où H est un 
espace de Hilbert. Considérons sur son ensemble de définition D (A), 


qui est dense dans H, la fonctionnelle @ (x) = || Ax — y |. Elle 

présente son minimum en x* qui est solution de l'équation Ax = y, 

y ED (A). Pour approcher cette solution, choisissons dans D (4) 

une famille libre {ç;}7. Soit H, le sous-espace engendré par q,, ... 
n 


..., On. La solution approchée x, = X. cif; est cherchée sous la 


és 


1— 


condition que 
6) =] Ë cido; — yl = min 
(= 


Ainsi donc, le problème de calcul de c}, .. ., Cn se réduit à cher- 
cher la meilleure approximation du second membre y par des com- 
binaisons linéaires des vecteurs de la famille {Aœ;}*. Cette méthode 
est connue sous le nom de la méthode des moindres carrés. La question 
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de sa convergence est considérée dans un cas plus général. Soient X, 
Y deux espaces de Banach et À un opérateur linéaire de X dans Ÿ, 
défini sur un ensemble D (4) dense dans X. Supposons qu'il existe 
une famille libre d'éléments {p;}° € D (A) et une famille libre 
de fonctionnelles {1j ;}®° telles que 


Ai, Pi) = Ôi; (1) 
Introduisons les projecteurs P, dans X et Q, dans Y : 
Par À (z, Ap) G Qny = 2 (y, Vo Apr. (2) 


Avec des projecteurs ainsi définis, le schéma de Galerkin s'appelle 
schéma des moindres carrés. Pour tout x € D (A) on a alors 


n n 


Qn,Ar= à (Ax, a) Api = AD (x. Ai) qi). 


i=1 


On a donc sur D (4) 


Les conditions de convergence du schéma des moindres carrés 
pour l'équation (1) du n° 4.4 sont décrites dans le théorème suivant : 


Théorème. Soit l'opérateur A: X — Y défini sur un ensemble 
D (A) dense dans X, et soit pour tout x € D (À) 


| Ax > ylz |l (4) 


Si le second membre y € R (A) et Q,,y — y, le schéma des moindres car- 
rés converge et on a la majoration 


£n — 2% S v lly — Qy Il- (5) 


Démonstration. De légalité (3) et de l'inégalité (4) il 
ressort que 


HQ,A4x, = I APatn = Arn Il > y Tan ll; 


la condition de stabilité a lieu pour le schéma considéré. Il ressort 
ensuite de l'égalité (3) que Q „Ax = Q%Ax = Q,AP,x, ce qui signifie 
que la condition d’approximation sur D (À) 


a lieu strictement. Conformément à la majoration (4), on obtient 
alors en utilisant de nouveau (4) et (3) 


tn — 2* KI Paz — x || S y> || APhe — Ax || = 
= y™ || APae — y || = yY% Il Qay — y ll- 


Le théorème est démontré. 
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4.6. Exemples pour la méthode de Galerkin. Citons quelques 
exemples bien simples qui illustrent l’application de la méthode de 
Galerkin. 

Exemple 1. Considérons dans l’espace de Ililbert H = 
= £, 10, 1] le problème aux limites (voir $ 5 du chap. HI) 


Ax = —x" +c(t)x = y (t), (1) 
x (0) = x (1) = 0, (2} 


où les paramètres c (t), y (t) sont continus sur [0, 1]. Soit de plus 
sur [0, 4] 
c (t) a >—8n. (3) 


Le problème (1})-(2) sera traité comme une équation opératorielle à 
opérateur À non borné dont l’ensemble de définition D (4) se com- 
pose de fonctions x (t) deux fois continûment dérivables sur 10, 1}, 
continues sur [0, 41] et vérifiant les conditions aux limites (2). Comme 
système de coordonnées, choisissons une famille orthonormée et 
complète dans H de fonctions 


P} =V 2sin kat, k=1, 2, .…. (4) 
Exercice 1. Montrer qu'on a pour tout x € D (A) 
(Ax, x) > (8/n + à) (x, x). (5) 


Utiliser les minorations (6), (7) du n° 5.4 du chap. II. 

Remarquons maintenant que la minoration (5) et le caractère 
orthonormé de la famille (4) montrent, compte tenu des résultats 
du n° 4.3 (inégalités (6) et (7)), que le schéma de Galerkin (2) (voir 
n° 4.4) est stable avec 


Qn—Pr= à (+, Ph) Pr- 


Exercice 2. Montrer que les approximations de Galerkin 
sont de la forme 


En (t) = 2 Er (2), 


où les coefficients $, ..., Ea se laissent déduire de la famille 
d'équations 


(kn)? Ep + > Ciné = Ng, k=1Â, ...,n, 
i=1 


1 


an = | e(O (Dei (D dt m= 
0 


y (t) Pr (t) dt. 


D È aee pad 
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Ce système a une solution et une seule. 

Pour vérifier si la condition d’approximation a lieu, nous utili- 
serons l'exercice proposé en fin du n° 4.2 en mettant l'opérateur À 
sous la forme 


d? 
À = — ga te (t). 


Puisque || P, || = 4 et que l'opérateur de multiplication par c (t) 
est borné (vérifier !), la condition d’approximation a bien lieu (voir 
le lemme 2 du n° 4.2). 

Voyons maintenant si la condition d’approximation au sens de 
Galerkin est vérifiée pour l'opérateur —d?/dt* défini sur D (4). 
Premièrement, l’opérateur en question est symétrique ; deuxièmement, 
Pp est sa fonction propre associée à sa valeur propre À, = k?n°. Il 
vient donc 

n 


Pa| -r| r= ` (— 2", Pr) Pr = 


k=í 
= X, (£, — Pk) Ph = D An (2, Ph) Prs 
k=1 R=1 
d? < n n 
| —+ | P e= > (£, Qa) [pk] = À Ar (2, Pr) Pr- 
k=i k=îi 


Par conséquent, on a aussi 


P, | — Sr P,x= à Ar (L, Pr) Pr. 
k= 


On a donc pour toute fonction x€ D (A) 
d? d? - 
P, | — s | P,x—P, | — + | x =0, 


i.e. la condition d’approximation a lieu strictement pour l'opéra- 
teur —d?/dt?. En vertu du théorème du n° 4.4, le schéma de Galerkin 
converge. 

Exercice 3. Montrer que les approximations de Galerkin 
vérifient la majoration 


8 -1 
ane lla [14 (+) eA le [Ie Pns Ila: 
Exemple 2. Soit Q = [0, 1] x [0, 1] le carré unité de 
frontière I, et soit H= £. (Q). Considérons le problème de Dirichlet 
Au = —Au + c (z, y)u = h (x. y). (6) 
ulr = 0, (7) 
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Supposons que les fonctions c (x, y) et k (x, y) soient continues 
dans Q et telles que le problème (6)-(7) admet une solution classique 
unique (voir n° 2.3 du chap. IV). 

Exercice 4. Montrer que 


(EY + (SH) aa À | | u dedy. (8) 
Q Q 


(On a aussi une inégalité plus forte, avec 27? au lieu de 16/7). 


Supposons ensuite qu’on a sur Q 
c (xz, y)> a > —16/x. (9) 


Comme système de coordonnées dans £. (Q), choisissons une 
famille de fonctions 


Pr, = 2 sin knz sin kny, k, | = 1, 2,... (10) 
Des inégalités (8), (9) il ressort que 


(Az, >(++a) (x, z). 


Puisque la famille (10) est orthonormée, la dernière inégalité signi- 
fie que les approximations de Galerkin sont stables. La condition 
d’approximation est vérifiée comme dans l'exemple 1, vu que (10} 
est le système des fonctions propres de l’opérateur —A et que l’opé- 
rateur de multiplication par c (x, y) dans £.» (Q) est borné. 


4.7. Sur la méthode de Galerkin pour les équations linéaires de 
2e espèce. Dans ce n° nous étudions l’application de la méthode de 
Galerkin à des équations linéaires de forme spéciale. Dans ce cas on 
arrive à améliorer la majoration de la vitesse de convergence du 
schéma de Galerkin dégagée dans le cas général. 

Considérons dans l’espace de Banach X l’équation 


z — Kr=y (1) 


avec l'opérateur K € £ (X), y € X. Dans le texte qui suit, on sup- 
pose que l'opérateur I — K est continûment inversible. Introdui- 
sons une suite de projecteurs {P ,}© £ (X), et soient X, = P,X 
des sous-espaces de X. Les approximations de Galerkin x, seront 
considérées comme solutions des équations 


n — PrKth = Pay. (2) 
Il en découle que x, € Xn. Tout ce qui précède reste naturellement 


vrai pour les équations (1) et (2). Comme d'ordinaire, la condition 
de stabilité veut dire que la majoration à priori 


tn SVT I Pay Il 
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est valable pour les solutions possibles de la suite d’équations (2). 
Elle a lieu en particulier quand tous les opérateurs 7 — P,K sont 
continûment inversibles et 


I Ø — PK) Sy n=1,2,... (3) 


La condition suffisante (3) est fournie par le théorème de l'opéra- 
teur inverse du n° 3.5 du chap. HI. Si 


I| PaK — K S4 I O — KY I>, gel, 1i, (4} 


on a, d’après l'inégalité (5) du n° 3.5 du chap. II, la majoration 
(3) avec 
__ OAI 
Y Te À — q ° 

La majoration (4) a lieu pour tout n suffisamment grand, pourvu que 
P,K — K quand n — œ. En ce qui concerne la condition d'’approxi-ma 
tion, elle a lieu parce que K est borné, lorsque || P, I< c. 

Remarquons cependant que la majoration générale (voir la 
formule (4) du n° 4.4) peut être améliorée dans le cas considéré. 
En effet, puisque Krz = x — y, ona 


ïn — x = (I — P,K) 1P,y — x = (I — P,K)1X 
X (Pay — £ + PaKa) = (I — P, K)” (Ph — x), 
d’où la majoration 
xs — 2 IIS y x — Prs |l. 
Si par ailleurs P,K — K et P,y — y pour n — co, il vient 
Tn — 2 = (PAK) (Pay — y) + IA — PAK) (I — K) y = 
= (I — PAK) (Pay — y) + (I — Pa K)* (P.K — K) (I—K) `y, 
d'où la majoration 
| ta — 2 IS y I Pay — y o E — K) > I IPK — KI Iyl. 
Les majorations établies dans ce n° s'appliquent à des classes 
différentes d'équations linéaires, et avant tout aux équations inté- 


orales de Fredholm de 2° espèce 
b 


z (t)— | K (t, s) æ (s) ds =y (t) (5) 


dans les espaces C la, b] et £, la, bl. 
Exercice. Démontrer la convergence du schéma de Galerkin 
pour l'équation (5) dans £, [0, 1] de noyau 


2s sin nt 
K (t, 8) ~ 4— 4s cos nt -+ s? 
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en prenant comme système de coordonnées la famille { 2 sin knt}r24. 
Indication. Montrer d’abord que P,K — K pour n — œ 
dans £, [0, 1]. 


4.8. Forme variationnelle de la méthode de Galerkin. Reprenant 
les idées de [1], nous allons décrire une variante suffisamment géné- 
rale de la méthode de Galerkin dont le développement conduit aux 
‘équations où interviennent les variations et les différences finies 
(voir n° 4.9). Soit X un espace de Ililbert réel, et soit À un opéra- 
teur linéaire de X dans X, défini sur un ensemble D (A) dense dans 
X. Soient (x, y) le produit scalaire dans X et || x || la norme associée 
à ce produit scalaire. 

Considérons l'équation 

Ax = y. (1) 


‘Généralisant les raisonnements développés dans le n° 2.3 du chap. 
IV, définissons la notion de solution généralisée de (1). Soit un 
autre espace de Hilbert H muni du produit scalaire [u, v] et de la 
norme associée | u [. Supposons que les conditions suivantes soient 
vérifiées : 

I. H est plongé dans X, H> D (A), il existe une fonctionnelle 
bilinéaire bornée a (u, v) définie dans H + H, i. e. une fonction à 
valeurs réelles linéaire en u pour v fixé, linéaire en v pour u fixé et 
telle que 


|a(u, v)|<cļu]jv| (2) 
et que de plus pour tout x € D (4) et tout v € IT 
a (x, v) = (Ax, v). (3) 


II. Il existe une constante y > 0 telle que pour tout u € H on a 
l'inégalité 
a (u, u) >vluf. (4) 
Définition 1. Un opérateur À vérifiant les conditions I, H 
est dit H-elliptique. 
Définition 2. On dit qu’un élément x € H est solution généralisée 
de l'équation (1) avec l'opérateur H-elliptique À si pour tout v € H 
on a identiquement 
a (x, v) = (y, v). (5) 
Remarquons qu'en vertu de (3) la fonctionnelle bilinéaire a (x, v) 
est une extension de la fonctionnelle bilinéaire (Az, v) de D (A) + 
4 H à H 4 H. Par conséquent, la notion de solution généralisée 


est plus large que celle de solution de (1). L'identité (5) est générale- 
ment appelée forme variationnelle de l'équation (1). 
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Pour démontrer l'existence et l’unicité de la solution générali- 
sée de (1), nous utiliserons la méthode de Galerkin. On peut d’ail- 
leurs le faire autrement, en renforçant le raisonnement du n° 2.3 du 
chap. IV. Bornons-nous au cas où les espaces X, H sont séparables. 
Introduisons comme système de coordonnées dans H la famille 
{pa}. Soit Pa le projecteur de H sur le sous-espace vectoriel Æ, 
engendré par les n premiers vecteurs du système de coordonnées. 


Définition 3. Un élément x, € H, est appelé approximation de 
Galerkin de la solution généralisée x de l’équation (1) si pour tout 
Un € H, on a identiquement 


a (Zn, Un) = (y, Un). (6) 
Lemme 1. La solution de (6) est de la forme 


n 
A 
Ln = ` Eip, (7) 
i=1 
où les coefficients E4, . . ., En se laissent déduire du système de n équa- 
tions linéaires à n inconnues 
n 
à a (Pi Pi) E= (y, P) j=i, ...,n. (8) 
= 


Démonstration. L'élément x, appartient à À, et se lais- 
se donc mettre sous la forme (7). Portons dans (6) la représentation 
(7) et la représentation 


Vn = à NP; (9) 
j= 


Puisque a (u, v) est bilinéaire et le produit scalaire est linéaire, 
il vient 


> a (Pis P3) Ein; = 2 (y, P) Nj- (10) 
i, j= j= 
Or, v, € H, est un élément arbitraire, si bien que les n}, ... 1 


n 
dans (10) sont des constantes arbitraires. Par conséquent, (6) et (10) 
sont équivalentes, d’où le lemme. 


Lemme 2. Soit À un opérateur H-elliptique. Il existe alors pour 
tout n une approximation de Galerkin et une seule x, de la solution 
généralisée de l'équation (1). 


Démonstration. D’après le lemme 1, le problème de 
définition de x, à partir de (6) est équivalent au système linéaire (8). 
Il suffit donc de montrer que le problème homogène dérivant de (6) 
pour y = 0 n'a qu'une solution triviale pour que le problème (8) 
ait une solution el une seule, de même que le problème (6). 
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Appliquons la condition Il. Si a (£n, Vn) = O pour tout y, € Hp, 
il en est de même de v, = zn. On a alors conformément à (4) 


0 =a (Tn, In) >V |£ P. 


On a donc bien x, = 0, d’où le lemme 2. 

Montrons que l’équation (1) admet une solution généralisée et 
que les approximations de Galerkin (7) convergent vers cette solu- 
tion. À cet effet, démontrons encore un lemme : 


Lemme 3. Si u, — u, faiblement dans H pour n — œ et v, —> Vo 
fortement dans H pour n —> œ, on a pour n —> œ 


a (Un, Un) > 4 (Uo, Vo). 


Démonstration. Remarquons d’abord que, compte tenu 
de la bilinéarité, 


a (Un, Un) — a (uo, Vo) = a (Un, Un Vo) +- a (Un TT Lo: Vo). (11) 


Puisque {u,} est faiblement convergente, elle est bornée d après 
le théorème 2 du n° 2.5 du chap. IV. De l'inégalité (2) il ressort 
donc pour n —> œ 


| a (Un, Un — Vo) ISctu,f[v,—v,|- 0. 


Ensuite, puisque v, est fixé et u parcourt H, a (u, vo) définit dans À 
une fonctionnelle linéaire bornée. En vertu du théorème de Riesz 
du n° 2.2, chap. IV, il existe alors w, € H tel que a (u, vo) = lu, wol 
pour tout u € H. Donc, compte tenu de la définition de la convergen- 
ce faible de {u,} vers u,, on a pour n — œ 


a (Un — Ug, Vo) = lun — Uo, Wol —> 0. 


Les deux termes de la somme du second membre de (11) tendent donc 


vers zéro. Le lemme 3 est démontré. 


Théorème.Soient H un espace séparable et A un opérateur H-ellip- 
tique. Alors 

1° la solution généralisée de (1) admet une approximation de Galer- 
kin et une seule x, pour n quelconque ; 

29 l'équation (1) admet une solution généralisée et une seule : 

99 Zn —> To faiblement pour n — oo et vérifie la majoration 


[tn — zo| <c i| Pnz— a]. (12) 


Démonstration. La proposition 1° du théorème a lieu 
en vertu du lemme 2. Pour démontrer 2°, profitons du fait que H 
est séparable et munissons-le d'une base orthonormée qui sera dési- 
gnée comme précédemment par {¢;} P. Pour n — œ on a P,v—v 
pour tout v € H, i. e. la série de Fourier associée à v converge vers v. 
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Considérons la suite {x,} des approximations de Galerkin. Po- 
sant dans (6) v, = x, et tenant compte de (4), on obtient 


via PS a (En, 23) = (Y, a) Ily an I. 


Or, H est plongé dans X ; ; puisque Ln E H, il existe donc une constan- 
te k > 0 telle que pour n = 1, 2, .. 


|| £n IS ble, |- 
Par conséquent, 
vlan Pk [zn [1 y l, 
d’où 
| £n [S vk Ily Il 


Il en découle que la suite des approximations de Galerkin {x, } 
est bornée dans H. Elle est alors faiblement compacte (voir le corol- 
laire 2 au théorème 2 du n° 1.7, chap. V). Soit {x,°} sa sous-suite 
qui converge faiblement dans H vers un élément x, € H. Montrons 
que x, est précisément la solution généralisée de l’équation (1). 
Donnons-nous un élément quelconque v € H. Alors a (x,r, P,rv) = 
= (y, Paw) d’après (6). De plus, Pv — v fortement et x, — x) 
faiblement quand n’ — œ. Le produit scalaire étant continu, on a 
d’après le lemme 3 a (x,, V) = (y, v). L'élément v étant arbitraire- 
ment choisi dans H (voir (5)), l’élément x, est solution généralisée 
de l’équation (1). 

Montrons que la solution généralisée de (1) est unique. Appli- 
quons la condition IT. Si x,, x, sont deux solutions généralisées de 
(4), on a pour tout v € H 


a (£o, V) = (Y, V), a (x, V) = (y, V). 
Retranchons ces identités ; il vient 
a (£o — Tp V) = 0. 
Posant v = x, — zx et compte tenu de (4), on obtient 
0 = a (£o — To Lo — 2) > Y | to — z, P- 


On a donc bien z, = x. 

Démontrons maintenant la majoration (12). Elle est valable 
sans supposer que la famille {p;}® soit totale. Posant v = v, dans 
(5) et la retranchant de (6), on obtient 


a (£n — x, Vn) = 0 
pour tout v, € H,. En particulier, 


a (£n — Z, Zn) = a (x, — x, Paz) = 0. 
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On a alors d’après la condition II 
Plan — r PS a (£n — x, £n — x) = —a (rs — x, x) = 

= arr — x, Paz —a)<Lclr, — x || Pix — z |, 
d'où la majoration (12). Le théorème est démontré. 


4.9. Méthode des éléments finis dans un cas élémentaire. Considé- 
rons le problème aux limites 


— (a(t)x) + e(t) xz = y (t), (1) 
z (0) = x (1) =0 (2) 
dans lequel le coefficient a (t) est continüment dérivable sur [0, 1] 


et les coefficients c (t), y (t) sont continus sur [0, 11. 
Soient sur [0, 1] 


a (t)>a >0, c(t)>ß >00. (3) 
D’après la définition 2 du n° 4.8, on appelle solution généralisée 
du problème (1)-(2) une fonction z (t) € H1 [0, 4] vérifiant Piden- 
tité (5) du n? 4.8 pour tout v (t) € 1 [0. 1], où l’on a en l'occurrence 


c (t) x(t) v (t)dt, 


D lmg > 


1 

a(z, vV) = | a(t) z’ (t) v' (t) dt + 
ò 
1 


(y, v) = | y (t) v (t) dt. 
0 


L'identité (5) du n° 4.8 s'obtient donc en multipliant scalaire- 
ment dans £., [0, 1] l'équation (1) par une fonction arbitraire v (t) € 


€ H11[0, 1} et en faisant l'intégration par parties. Cela permet de 
« transférer » une partie des conditions de régularité de x (t) à v (t). 
Exercice 1. Montrer que la fonctionnelle bilinéaire a (x. v) 
vérifie la condition (4) du n° 4.8 avec y = min (œ, P) (voir (3)). 
Exercice 2. Déduire de l'inégalité de Cauchy-Bouniakov- 
ski que a (x, v) est bornée, i.e. qu'on a l'inégalité (2) du n° 4.8. 


Comme système de coordonnées dans H, cT LE [0, 1}, choisis- 
sons une famille de fonctions {q; (t)}=o où 
1—nt sur |0, 1], 


ro 0 sur [+ 1], 


~ 
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On (t) = 


n n 
1 


1] 
i— {nt sur | i—i ; + |, 
= | i+ 1—nt sur +, iT | 


| 0 hors de | I? i+ |. 


(Les œ; (t) sont représentées graphiquement sur la figure 15.) On 
cherche l’approximation de Galerkin sous la forme (7) du n° 4.8, 
i.e. sous forme d’une fonction linéaire par morceaux. Les coefficients 
Eo Eur - - …, En se laissent définir à partir d’un système d'équations 
de la forme (8) du n° 4.8: 


n 


2 a (Pi, P;) E = (y, ;), j—0, 1, ...,n. 


Exercice 3. Pour k = n°1, montrer que 


h h 
a (Por Po) =n? | a (t) dt+ À c(t) (1— nt)? dt, 
0 0 


h 


h 
a (Pns Pn) =R? Je Gé dt+ À c(t) (n—1+ nt) de, 


15h 
a (Prs Prt1) = 4 (Pri: o = 
(h+1)h (h+ 1)A 
=—n | a(t)dt+ | c (t) (nt— k) (nt—k—1)dt, 
Eh Eh 
a (On, Py=0, lLlÆk—1, k41. 
Calculer aussi (y, 21) pour k = 0, 4, ..., A 
Les coefficients o, E4, . . ., En se définissent donc par un système 


d'équations de matrice à trois diagonales. 

Dans le cas du problème (1})-(2), on montre sans peine que sa 
solution généralisée se situe en réalité dans C?1[0, 1]. Utilisons 
l'exemple 1 du n° 3.5 où nous avons montré que pour toute fonction 


x (t) € H?” [0, 1] on a 
| x£ — Pas Ileto] = O ({/n), n —> OO, 


où P, = S,T, est le projecteur de H11[0, 1] sur le sous-espace des 
fonctions linéaires par morceaux engendré par Pos PỌ . . ., On. 
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Ainsi donc, la majoration (12) du théorème du n° 4.8 implique 
la convergence des approximations de Galerkin x, vers la solution 
exacte x du problème (1)-(2). 

Le lecteur trouvera dans [1] des renseignements plus détaillés 
sur l’application de la méthode des éléments finis en théorie des 
problèmes aux limites pour les équations elliptiques. 


$ 5. Equations différentielles dans l’espace de Banach 
et méthodes de leur résolution 


La théorie des équations différentielles dans l’espace de Banach 
est une branche récente mais prometteuse de l’analyse fonctionnelle. 
Dans ce paragraphe nous n’examinons que les équations différen- 
tielles linéaires les plus simples dans l’espace de Banach. Le n° 5.1 
est consacré au problème de Cauchy pour l'équation avec un opéra- 
teur borné constant, tandis que dans les deux n° suivants le même 
problème est traité par la méthode de Galerkin et la méthode des 
différences. Puis nous passons à la méthode du petil paramètre 
(n° 5.4), y compris le cas de la perturbation singulière. Cela nous 
permettra d’aborder l’étude du cas probablement le plus fréquent 
dans les applications, à savoir: l'équation différentielle avec un 
opérateur constant non borné engendrant un demi-groupe analytique 
U (t) qui coïncide avec exp (At) quand À est borné (n%S 5.5 à 5.7). 


9.1. Problème de Cauchy pour une équation différentielle dans 
l’espace de Banach. Au cours des dernières décennies on a vu se 
former une nouvelle branche de l’analyse fonctionnelle: la théorie 
des équations différentielles dans l’espace de Banach. Les méthodes 
d'analyse fonctionnelle se sont révélées particulièrement fructueuses 
pour les équations de la physique mathématique, car elles permettent 
de faire abstraction des particularités spécifiques inessentielles et des 
difficultés techniques afin de concentrer l'attention sur l’essence du 
problème. Dans ce n° nous examinerons une équation différentielle 
élémentaire et nous chercherons ses solutions dans l’espace de 
Banach. 

Soient X un espace de Banach, A € £ (X) un opérateur, x, 
un élément fixé dans X, y (t) une fonction vectorielle donnée conti- 
nue sur [0, 6] à valeurs dans X. Considérons sur [0, 0] le problème 
de Cauchy suivant pour une équation différentielle du 1% ordre: 


d 
= AT +y (t), (1) 
z lto = Lo. (2) 
La solution x (t) du problème (1)-(2) (fonction vectorielle conti- 
nûment dérivable sur [0, O] pour laquelle l'égalité (1) est identique- 


ment vraie et la condition initiale (2) est vérifiée) se laisse définir 
explicitement. 
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Supposons d’abord que ła solution x (t) du problème (1)-(2) exis- 
te. Portons x (t) dans (1) et multiplions l'identité obtenue par le 
facteur intégrant e-At. Quitte à remplacer la variable t par s, cette 
nouvelle identité se laisse mettre sous la forme 

fear (s)] = e-4sy (s), s€[0, 0]. (3) 

Intégrons (3) par rapport à s de O à ż € [0, 0]; en vertu de la 
formule de Newton-Leibniz (chap. VI, n° 3.2, propriété 9) et de la 
condition initiale (2), nous obtenons 

t 
e- Aix (t) = za + \ er Asy (s) ds. (4) 
0 


Puisque e-At = (e4t)-1, il suffit d'appliquer aux deux membres de 
(4) opérateur et pour avoir 


~h 


P 


x(t)=eAtr, + e4lt-s)y (s) ds. (5) 


Nous venons de montrer que la solution du problème (1)-(2) se 
définit par (5) toutes les fois qu'elle existe. Cela revient en particu- 
lier à démontrer l'unicité de la solution du problème de Cauchy 
(1)-(2). 

Pour démontrer l'existence de cette solution, prouvons que la 
formule (5) définit bien la solution de (1)-(2). Dérivant la fonction 
x (t) définie par (5) par rapport à t et tenant compte du fait que 


i t 
| eat- (s) ds} =y (t) +A V'eatt-ny (s) ds, (6) 
9 0 


on s'assure qu'avec z (t) légalité (1) devient identiquement vraie. 
La condition initiale (2) est vérifiée elle aussi. (Pourquoi?) 
Exercice. Démontrer la formule (6) en utilisant la formule 

de la dérivée d’un produit (voir n° 4.2 du chap. II) et la propriété 
de dérivation d’une intégrale à borne supérieure variable (voir 
chap. VI, n° 3.2, propriété 8) et en remarquant préalablement que 

t 

| e~4lt-s)y (s) ds = e4t i e-âsy (s) d 

0 0 


Nous venons donc de montrer que, sous les hypothèses consen- 
ties plus haut relatives aux paramètres À, y (t), x, du problème de 
Cauchy (1)-(2), le problème en question admet une solution x (t) 
et une seule dont la forme explicite est définie par la formule (5). 

Quelque simple qu’elle puisse paraître, la formule (5), bien 
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que très commode pour les raisonnements théoriques, peut se prêter 
mal au calcul numérique, car elle suppose le calcul de la fonction 
d’opérateur et et l'intégration. Pour cette raison nous donnerons 
un peu plus tard quelques schémas d’approximation pour le pro- 
blème (1)-(2). En attendant, voici quelques équations qui se lais- 
sent mettre sous la forme (1): 

Exemple 1. Soient X = E”, x, = (toi): 


Aig ++ im 
a= tt te o ] y (t) = (y: (t))i=1, t € [0, 0], 


Ami °. æ o Amm 


y:i (t) continues sur [0, T]. D’'inconnue z (t) = (x; (t), est une 
colonne de fonctions continûment dérivables. Le problème (1)-(2) 
se réduit alors au problème de Cauchy pour un système d'équations 
différentielles ordinaires à coefficients constants 


Bi Y agtu nr eh a m 


j=í 


Exemple 2. Soit X = C la, bl. Ici y (t, s) est une fonction 
vectorielle de deux variables s € la, b] et £ € [0, 0] et est continue 
séparément par rapport à s et à {. Supposons que les fonctions X (s), 
£o (s) soient continues sur [a, b] et la fonction de deux variables 
K (s, 6) soit continue comme fonction de deux variables dans le 
carré a< s, o < b. Considérons le problème de Cauchy suivant pour 
l'équation intégrodifférentielle 

b 
= k (s) x (s, t) + | K (s, o) x (o, t) do -y (s, t), 


a 


ðx (s, t) 
ât 


z(s, 0) = xs). 
C’est une autre réalisation du problème abstrait (1)-(2). 
Remarque. Le problème mixte pour l'équation de la cha- 
leur examiné dans le n° 2.2 se laisse mettre aussi sous la forme (1)- 
(2), mais on obtient alors une équation différentielle avec un opé- 
rateur non borné À = 6?/ðx”? dont l’ensemble de définition D (4) 


demande une théorie plus étoffée (voir n° 5.5 et les n° restants du 
paragraphe). 


9.2. Application des schémas de Galerkin et de Fourier. La solution 
approchée du problème (1)-(2) du n° 5.1 peut être cherchée par la 
méthode de Galerkin. Soient {ọ;} une famille libre dans X et {y;} 
une famille biorthogonale à cette dernière dans X*. [ntroduisons 
le projecteur 
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Supposons que la fonction vectorielle y (t) — second membre de 
(1) dans le n° 5.1 — se laisse développer en série de Galerkin qui 
converge vers y (t) 


O0 


y (t) = È Me (E) qu a (E) = (y), vx), (2) 


et qu'il en soit de même de la condition initiale: 


Lo = 


IMs 


, EohPrs Son = (Los Vr? (3) 
En abrégé les conditions (2), (3) s'écrivent 
Phy (t) — y (t), Palo + Lo: n —> ©. 


Cherchons la solution approchée du problème de Cauchy sous la 
forme 


£p (t) = 2 En (t) Pa. (4) 


D’après la méthode de Galerkin (§ 4), on obtient pour la détermina- 
tion de x, (t) le problème de Cauchy 


= Pp Atn + Pay (t), (5) 


En li=0 = P nto. (6) 


Conformément au n° 5.1, le problème (5)-(6) a une solution et une 
seule, définie (voir la formule (5) du n° 5.1) par la formule 


t 


£n (t) = ePnAtP ta + | ePnAlt-9P y (s) ds. (7) 
0 
Supposons que le projecteur P, vérifie la condition 
| Pa ISe, n=1,2,... (8) 
La majoration en norme de (7) nous donne alors 
max || £n (t) IIS > (8) {I| Patrol + max || Pay (£) 11}, (9) 
[0, 0] [0, 0] 
où 
IL A || 0 _1 
—- epay 2 TT 
k (0) = max ferait, Loar) 


La majoration (9) est la condition de stabilité du schéma de 
Galerkin (5)-(6). Quant à la condition d’approximation, remarquons. 


378 APPROXIMATION PAR SCHÉMAS ABSTRAITS [CH. VII 


que 
P, (o — Az) — P, (5—4) P z= P A (P 2—3), 


puisque les opérateurs P„ et d'dt sont permutables. Du fait que A 
est borné et que la condition (8) est vérifiée, on a aussi la condition 
d’approximation chaque fois que pour x (t) on a 


P, z (t) —> z (t) n— œ. (10) 


Si donc les conditions (2), (3) et (10) sont vérifiées, le schéma de 
Galerkin (5)-(6) converge, conformément à la théorie générale du 
n° 4.4. 

Dans le cas particulier où X est un espace de Hilbert et {9} = 
= {y} est une famille orthonormée totale, les conditions énumérées 
sont vérifiées automatiquement. Si À est un opérateur auto-adjoint 
compact sur l’espace de Hilbert séparable X, la famille {q;} peut 
être formée des vecteurs propres de À : dans ce cas la matrice P,AP, 
est diagonale et les coefficients Ẹ, (t) dans (4) se laissent déduire des 
équations (voir aussi (2) et (3)) 


dEr/dt = À En + Ilk (t), Er (0) = Eko» k = 1, 2,.. ) h, 


où À, sont les valeurs propres de À. C’est la méthode bien connue de 
Fourier. 


5.3. Schéma aux différences dans l’espace de Banach. La solution 
approchée du problème de Cauchy (1)-(2) du n° 5.1 peut également 
être cherchée en utilisant un schéma aux différences. Soit {At} 
un réseau uniforme sur [0, 0], nt = 6. Donnons-nous une suite 
d'opérateurs {A} Œ £L (X) qui approchent uniformément A (en 
norme de Z(X)), i.e. A; — A pour t— 0. Il existe donc une 
constante c œ 0 telle que pour tout t (en posant À, = À) 


|All c. (1) 

Considérons le schéma aux différences 
LUTY L Au(t)+y(t t E {kt} 2 
x = 41% y + T). € { Thi=0: (2) 


La substitution à À de son approximation À, est légitime par 
exemple dans la situation décrite dans l’exemple 2 du n° 5.2 (rem- 
placement de l'intégrale par son approximation fournie par une 
formule de quadrature). 

Voyons si le schéma aux différences (2)-(3) vérifie les conditions 
d'approximation et de stabilité. 

Plaçons-nous dans un espace de Banach C + [0, 0] formé de fonc- 
tions vectorielles x (t), y (t), ... continues sur [0. 0]. à valeurs 


$ 5] EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DANS L'ESPACE DE BANACH 379 


dans X, de norme 
| æ (t) || = max || x (t) |]. 
[0,0] 
Considérons un opérateur linéaire B défini sur un ensemble 


D (B)j= Cy [0, 6] constitué de fonctions x (t) continûment dériva- 
bles sur [0, 0], tel que 


Bx = (x' (t) — Az (t), x (0)). 


Ainsi donc, les valeurs de B sont dans C + [0, 0] + X. La norme 
de l'élément (y (t), xs) sera définie comme d'ordinaire: 


Il (y (t); zo) lh = Ily © I+ Ilzo Il. 


Les opérateurs de restriction Tų, Tẹ se présentent conformément 
à (2) sous la forme 


Tax (t) = (x Grass Tr (Y (t), Zo) = (Tay (t), zo), 


tandis que les opérateurs B, approchant B se définissent comme suit : 


Bu (t) = (EEDU L Apu (t), to), tE {kth 


T 


Pour voir si la condition d'approximation a lieu, établissons 
l'erreur 


A, = Baa (t)— Ba (t) = (IQ x" (+ (4—4) 2 (t), 0), 


T 


où z (t) est solution du problème initial (1)}-(2) du n° 5.41, et t€ 
E {ktyk=1. Nous obtenons la majoration 


IAs |R r (D |A A e 


Puisque 


T 
~ — , 4 ’ ! , 
dinni = | [x (t+a)— zx (t)] da, 


on a en vertu de la continuité uniforme de x’ (t) sur [0, 0] (voir 
n° 3.1 du chap. VI) 


ED e (D | +0. 


T 


Puisque A, —> A pour t —> 0, nous venons de montrer que 
I| A; | — 0 pour t— 0: c’est la condition d'approximation. 

Passons à la condition de stabilité. Nous savons que le schéma 
aux différences (2)-(3) se laisse résoudre sous forme explicite par 
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« couches temporelles » par la formule 
k-1 
u (kt) = (I+ TA.) toT À (1+ T4.) y ((k— s) 1). (4) 
s= 0 
Compte tenu de (1), on montre alors sans peine que 


k-i 
I| u (kT) |< (1+ te)” || £o l| +1 À (æ+ro) max [y (Gr) 11. (6) 


Remarquons ensuite que 
h- 1 


(A+ ro) (1 + re)" = (14 t)? < ee, 


s=0 


La majoration (5) se laisse donc pro ronger en 


Ilu (t) IIS e® || £o (6) 


Cette dernière inégalité est la condition de stabilité du schéma 
aux différences (2)-(3). Il ressort alors du théorème fondamental du 
n° 1.5 que le schéma aux différences (1)-(2) converge. 

Le schéma aux différences (2)-(3) est un cas particulier des sché- 
mas aux différences à deux couches (bornons-nous au cas où y = 0): 


U (r) DO EV (mu (9 =0, u (0) = zo. (7) 


Soient X un espace de Hilbert et U (t), V (t) deux opérateurs 
partout définis, auto-adjoints et strictement positifs. Posons || x I= 
= V (V (tx, x). Pour avoir, la majoration à priori || u (t) Ihe < 
< || zo lly, il faut et il suffit que soit vérifiée l'inégalité opératorielle 
U (1) Æ> 0,5TV (+). 

Ce résultat, dû à l’académicien A. Samarski, et ses généralisa- 
tions jouent un rôle important en théorie de la stabilité des schémas 
aux différences (voir [25]). 


5.4. Méthode du petit paramètre. Perturbations régulière et sin- 
gulière. Considérons le problème de Cauchy pour une équation 
différentielle du premier ordre dans l’espace de Banach X avec un 
petit paramètre e tel que | £ | 0: 

dr dt = A (8) £e + y (t, €),  Zelt=o = a (£). (1) 

Supposons que la fonction opératorielle À (e), le second membre 


y (t, €) et la condition initiale a (e€) soient analytiques par rapport à 
e au point e = Q0, i.e. qu'ils se laissent développer en séries conver- 
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gentes caractérisées par un même rayon de convergence p, 


O0 


A(e)= È Aeh, y(t e) = Lune, a(e)= X ae. (2) 


La solution du problème (1) (voir la formule (5) du n° 5.1) s'écrit 
sous la forme 
t 
Le (t) = eAED a (e) + | eAGŒXT-S)y (s) ds. 
0 
On voit donc que x, (t) est aussi une fonction analytique de € au 


point e = 0 et que, pour |e |< p, elle se laisse développer en 
série convergente 


Le (t) = DE? (t) €”. (5) 
R=—=0 
Cette solution peut être cherchée par la méthode du petit paramètre 
(voir n° 4.6 du chap. II). Portons (3) dans (1) compte tenu de (2) 
et, identifiant les coefficients des puissances égales de €, obtenons 
une suite récurrente de problèmes de Cauchy pour la détermination 
des coefficients x, (1) dans (3): 
dx B 


Te = Aoto + Yo (t), Zo li=0 = Go: 


R 
dik 
dt — At + > AsEr-s + Yr (t). Er l|i=0 = An, 


=ů1 


Remarquons que cette méthode est efficace seulement si le pro- 
blème de Cauchy avec À, est plus simple qu'avec A (e). Nous venons 
de voir que le cas décrit ci-dessus rentre dans le cadre de la méthode 
du petit paramètre ; on l'appelle cas de la perturbation régulière. 

On a un cas foncièrement plus difficile où le petit paramètre e 
intervient en tant que facteur de la dérivée. C’est un exemple de 
problèmes avec la perturbation singulière, problèmes qui sont devenus 
l’objet d'une attention particulière au cours de ces dernières années, 
car ils se prêtent mal à la résolution sur ordinateur. Par contre. ils 
se prêtent beaucoup mieux à la résolution par des méthodes dites 
asymptotiques. Considérons un exemple de problème avec pertur- 
bation singulière en examinant le problème de Cauchy 


dte 
T = Ate + y (t), (4) 


Zelı=0 = 4. (5) 


€ 
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Supposons que l'opérateur À € £ (X) soit continûment inver- 
sible et possède la propriété suivante : il existe des constantes ¢ > 0 
et &« œ>0 telles que 


I| e4t |< ce, teI0, 0l. (6) 


Supposons que la fonction vectorielle y (t) soit suffisamment régu- 
lière sur [0, 0], i.e. qu'elle y admette autant de dérivées qu’il faut 
pour le raisonnement. 

Proposons-nous d’abord de chercher la solution du problème (4)-(5} 
sous la forme 
m— N 


O0 
£ ou 


Tp (t) eå. (1) 


o- 


Portant (7) dans (4) et identifiant les coefficients des mêmes puis- 
sances de €, on obtient un système d'équations 


Ar = —y (t), Az, (t) = zia (t), k=1,2,..., (8 


d’où l’on déduit successivement 


£o (H) = —A ty (t), z (H) = —A y (t), ..., (9) 
zp (H) = —A tyh) (t), k = 2, 3,... 


Si y (t) est indéfiniment dérivable sur [0, 0] et si [y H I< c 
sur [0, 0l, la série 


z(t, s) = — > ATIYO (t) e° (10) 


s= 


converge pour € < || AT |! mais ne vérifie pas en général la con- 
dition initiale (5); on n’a x (0, €) = a que dans le cas exception- 
nel où y (0) = —Aa et toutes les y) (0) = 0 pour k = 1, 2, .. 
La série (7) ne convient donc pas à la recherche de la solution appro- 
chée, au moins dans un voisinage de t = 0. Or, compte tenu de la 
restriction (6) imposée à l'opérateur À, on arrive à « corriger » le dé- 
veloppement (7) dans le voisinage de t = 0 de façon à obtenir une 
solution approchée convenable en tout point de [0, 0]. Considérons 
l'équation homogène associée à (4): 
dv 


E€ — = Av. 


Ses solutions s’écrivent sous la forme générale suivante (voir fig. 16): 
v (t, e) = e "AU y,, 


où Vo € X est un vecteur arbitraire. Les fonctions v (t, €) possèdent 
une propriété remarquable. Remarquons tout d’abord que, confor- 
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mément à l'inégalité (6), 
vli=0 = Vo, llv (t, e) || ce, 120. 


Considérons l'intervalle [0, Vel: appelons-le « couche limite », 
conformément à la terminologie de la mécanique des fluides. Pour 


T 


D 


Fig. 16 


t €l e, Ol, i. e. en dehors de la couche limite, on a pour tout N 
entier naturel 


e-atle er uVE = o (EN), e—+0. 


Ainsi donc, les valeurs de v (t, e) sont concentrées dans la couche 
limite en dehors de laquelle v (t, e) décroît exponentiellement (plus 
vite que toute puissance e0). C’est cette particularité qui permet, 
grace aux fonctions de la couche limite v (t, e), de « corriger » le 
développement en série entière (7). Formulons et démontrons la 
proposition suivante: 


Théorème 1. Supposons que l'opérateur A vérifie la condition (6) 
et que le second membre y (t) soit N + 1 fois continûment dérivable sur 
[0, Ol; la solution xe (t) du problème (1)-(2) vérifie alors uniformé- 
ment sur [V e, 01 pour e —> 0 la représentation 

N 
Te (t) = À 2p (t) eè + we (t) (11) 
dans laquelle w: (t) = O (N+!) et les x, (t) se définissent par les 
formules (8) ou (9). 


Démonstration. Substituons (11) dans (1). Compte tenu 
de (8), nous obtenons le problème de Cauchy pour la détermina- 
tion de we (t): 


dw Ni 
e —-— Aw, + A YN +1) (t) eN+1, (12) 


N 
we (0) =a — ` x, (0) eè. (15) 
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La solution de ce problème (voir la formule (5) du n° 95.1) est de 
la forme 
t 


We (t) = e4t/£w, (0) + + | eAlt-s)/e ATN yN) (t) dteN+, 
0 


Voici la majoration en norme de w, (t): 
|| we ($) [|< ce7%*/ || we (0) || + 


t _ &(t-s) ; 
E| eT TE ds (I AH et! y2) 
0 


Puisque, avec t> V e, on a pour e > 0 


4 _ (t-s) 1 
ce-ai we (O) =0 (5), L f e TP ds = p o enen), 
0 
il vient || wẹ (t) || = O (eù+1). Le théorème est démontré. 


Il est curieux que la condition initiale a n'intervient pas dans 
l'énoncé du théorème. Cela tient à ce que, quelles que soient les 
conditions initiales a, les solutions de tous les problèmes (4)-(5) 
se laissent mettre sur [V e, 0] sous la forme (11). La condition ini- 
tiale est garantie dans la couche limite [Ọ, V el par la variation 
rapide de la solution (fig. 17). 

Théorème 2. Dans les con- 
i z=2(t) ditions du théorème 1 la so- 


T lution x, (t) du problème (1)- 
-At (2) admet la représentation 
z, (0) T=% (t)-e € fx, (0)-a] N 
| | Te (t) = ` Lp (t) €” 
! | k=0 
| 
| 


x 
—eAtle[ X. x, (0)e* — a] + 


| 
o] VE 6 t k=0 
(14) 


+ Ze (t) 


dans laquelle z, (t)=0 (ò+!) 
pour e — 0 uniformément sur [0, Of. 


Démonstration. Portons (14) dans (1)-(2). Nous obtenons 
ainsi le problème de Cauchy pour la détermination de z, (t): 


Ze (0) — 0. 
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La solution de ce problème a pour équation 


y à AUS) 
— | e © ATNTIyN+D) (s) dseN+t, 
e., 

0 
Reprenant les majorations utilisées dans la démonstration du 
théorème 41. nous voyons que pour e — 0 uniformément sur [0, 0] 
on a Z (t) = O (eN+t), Le théorème est démontré. 


Ze (t) = 


Corollaire. Si l'opérateur A vérifie la condition (6) et la fonction 
y (t) est indéfiniment dérivable sur [0, 0], les théorèmes 1 et 2 restent 
vrais pour tout N entier positif. 


5.5. Problème de Cauchy avec un opérateur non borné; transfor- 
mation de Laplace et demi-groupes. Dans ce n° nous établirons à 
l’aide de la transformation de Laplace, par un procédé assez peu 
rigoureux. la formule de la solution du problème de Cauchy pour 
une équation différentielle linéaire homogène avec un opérateur non 
borné dans l’espace de Banach. Dans les n°% suivants, en imposant 
des contraintes supplémentaires à l’opérateur, nous donnerons une 
justification rigoureuse de la formule proposée, considérerons l’équa- 
tion non homogène et démontrerons le théorème d'unicité. Notre 
exposé reprend les idées de [19] et nécessite la connaissance des 
éléments de théorie des fonctions d’une variable complexe. 

On suppose partout dans la suite que À est un opérateur linéaire 
fermé non borné défini sur une partie D (A) d'un espace de Banach . 
complexe X dense dans X, à valeurs dans X. 

Considérons le problème de Cauchy 


<£ |t=0 == Lo: (2) 


Par solution du problème (1)-(2), on entend une fonction vecto- 
rielle z (t) à valeurs dans D (4), continue sur [0, +, continüment 
dérivable sur ]0, +oof, vérifiant l’équation (1) et la condition ini- 
tiale (2). 

Supposons à priori que le problème (1)-(2) admet une solution 
x (t) et une seule et qu'il existe des constantes M œQ et œ telles que 


x (t) [S Mee. (3) 
A toute fonction x (t) continue sur [0, of et vérifiant la con- 


dition (3), associons une fonction z (p) d’une variable complexe p 

définie sous forme d’intégrale impropre dépendant d’un paramètre: 
+ 

x (p) = | ePlx (t) dt. (4) 
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La fonction x (t) s'appelle transformée de Laplace ou image au 
sens de Laplace de x (t), cette dernière étant la transformée inverse ou 
l'original. La transformation de Laplace des fonctions vectorielles 
x (t) ainsi définie se laisse exprimer par la formule 


z (p) = Lle (O]. (5) 


Nous laissons au lecteur le soin de vérifier les propriétés princi- 
pales de la transformation de Laplace (sauf la linéarité qui est 
évidente) (voir [6], ch. VI). 

Exercice 1. Montrer que l'intégrale impropre (4) est ab- 
solument convergente dans le demi-plan Re p > © (voir (3)) et que 


l’image x (p) est donc définie dans ce demi-plan. 

Exercice 2. Montrer que l'intégrale impropre oblenue par 
dérivation formelle de (4) par rapport au paramètre p est absolument 
et uniformément convergente en p dans tout demi-plan Re p > 


> ©, >. Montrer qu'il en découle que la fonction x (p) est déri- 
vable dans le demi-plan Re p œo et qu'elle est donc analytique 
dans ce demi-plan. 

Exercice 3. Montrer que si x’ (t) est continue sur [0, --œæl 
et vérifie une majoration de la forme (3), alors x (L) vérifie, elle aus- 
si, une majoration de cette forme et que 


L Lx’ (t) = pa (p) — x (0). (6) 


Citons maintenant sans démonstration la formule de la transfor- 
mation inverse de Laplace. On peut reconstituer sans erreur possible 


l'original x (t) à partir de l’image x (p) à l’aide de la formule sui- 
vante : 
a+ioo 


(= | ef (p) dp, (7) 
a — 100 

l'intégration étant faite le long de toute droite Re p = a, où a > 0. 

Passons à la déduction formelle de la formule définissant la 

solution x (t) du problème (1)-(2) en imposant quelques contraintes. 

Appliquons aux deux membres de (1) la transformation de Laplace : 

compte tenu de la formule (6) et de la condition initiale (2), il vient 


pz (p) — £ [Az (= zo. 
Supposons que £ et À soient permutables, alors 
[A — pI] z (p) = —xo. 


Supposons enfin que le demi-plan Re p œ> soit dans l’ensemble 
résolvant de À (voir n° 2.1 du chap. VI). Alors 


£ (p) = — [A — pI] z = —Rp (4) 2o, 
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où À, (À) est la résolvante de A. Maintenant on peut reconstituer 
l'original x (t) d’après la formule (7): 
a+ioo 
x (t) = —— | e”! Rp (A) x, dp. (8) 
a— 100 
Nous obtenons la représentation intégrale cherchée de la solu- 
tion du problème (1)-(2). Est-ce que la formule (8) fournit bien la 
solution du problème? La réponse à cette question sera donnée dans 
le n° suivant pour quelques classes d'opérateurs À, en utilisant es- 
sentiellement la notion fondamentale de demi-groupe fortement 
continu d'opérateurs bornés. 
Soit sur la demi-droite [0, + of{ une fonction opératorielle U (t) 
à valeurs dans £ (X), où X est un espace de Banach. 


Définition. La fonction opératorielle U(t) s'appelle demi- 
groupe fortement continu si 

1° pour tout x € X la fonction vectorielle U (t) x est continue 
sur [0, +oof et U (0) — 7; 

2° il existe des constantes M > 0 et œ telles que 


I| U (t) || < Met 
sur [0, +ool; 
3° U (t) vérifie la propriété des demi-groupes: pour tous ż, s € 
€ [0, +ool 
U (t + s) = U (t) U (s). 


Exemple. Soit B un opérateur linéaire borné dans X, i.e. 
B € L (X). Conformément à la formule (5) du n° 5.1, la solution du 
problème de Cauchy 


dx 
gr TED 2-0 = To 


est de la forme 
x (t) = ebix,. 


Exercice 4. Vérifier que la fonction U (t) = exp (Bt), 
t € [0, +l, possède les propriétés 1° à 3° indiquées dans la défi- 
nition d’un demi-groupe fortement continu. 

Ainsi donc, la fonction opératorielle exp (Bt) est un demi-groupe 
fortement continu, si bien que la notion de demi-groupe fortement 
continu généralise celle d’exponentielle exp (Bt). 

II se trouve que la formule (8) définit aussi un demi-groupe forte- 
ment continu U (t) sous forme d’intégrale impropre dépendant dè t 
comme d'un paramètre. La solution du problème (1)-(2) s'écrit 
sous la forme x (t) = U (t) x,, et la propriété 3° du demi-groupe si- 
gnifie que la solution à l'instant t + s peut être obtenue soit comme 
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solution du problème (1)-(2), soit comme solution de l'équation (1) 
sur [s, —oo[ sous la condition x|;=, = x (s) = U (s)x,. (Vérifier!) 
De ce fait, la notion de demi-groupe convient pour décrire des pro- 
cessus d'évolution. 


9.6. Justification de la formule définissant la solution du problème 
de Cauchy. Soient deux nombres réels æ, q € 10, x/2[ et un domaine 
Q = Q (a, p) délimité par deux demi-droites issues du point (œ, 0) 
et faisant des angles q, —@ avec la 
direction négative de la droite réelle 
(voir la figure 18 sur laquelle Q est 
l'extérieur de l'angle hachuré). 


Définition. On dit que À est un 
opérateur elliptique abstrait s'il exis- 
te une constante c œQ et un do- 
maine Q du type décrit ci-dessus, tels 
que Q est inclus dans l’ensemble ré- 
solvant po (À) de À et que pour tout 
À EQ on a l'inégalité 


LCA) = |] R, (4) <3 


C 

HIAL 

(1) 

Considérons la ligne brisée [ dont les demi-droites sont parallèles 

aux côtés de l'angle frontière de Q et qui passe par le point (œ, 0), 
à condition que œ > & (si ~ < 0, on choisit © < 0). 

Considérons ensuite une intégrale impropre curviligne dépendant 

du paramètre t € ]0, +oof[ (on suppose en outre que U (0) = I) 


U (D = — 7 | et R, (A) dì, (2) 


TL 


Fig. 18 


où R, (4) = (A — ÀT)"! est la résolvante de l'opérateur À. 


Théorème 1. Si À est un opérateur elliptique abstrait, la fonction 
opératorielle U (t) définie pour t € 10, +oof par la formule (2) et 
pour t = Q par la formule U (0) = I est un demi-groupe fortement 
continu. 


Démonstration. Posons pour fixer les idées œ > 0. 
Montrons d’abord que l'intégrale (2) est uniformément convergente 
suivant ¢ sur tout intervalle [é,, 4], où tọ œ> 0. Puisque la fonction 
à intégrer est continue par rapport à (t, À), il en ressort (tout comme 
en analyse) que U (t) est continue sur ]0, +oo[ en norme de £ (X). 
Au point t = 0 la fonction opératorielle U (t) ne garde que la pro- 
priété de la continuité forte, ce que nous allons vérifier tout parti- 
culièrement. 
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Représentons la courbe I sous forme paramétrique. Sa demi- 


droite inférieure a pour équation À = œ + pet?, où p € | —æ, OJ, 
et sa demi-droite supérieure, À = œ + peïtt-®\, où p € [0, +l. 
Sur les deux demi-droiles on a Re À = © — | 0 | cos Q. 

Ensuite, puisque || R} (4) || <c dans Q (voir (1)), la fonction 
à intégrer dans (2) vérifie sur ľ la majoration suivante: 


|| e% R, (4) |IKceote-lolt cos, (3) 


Si z € [tọ, t4], où to > 0, cette fonction vérifie sur Į, en vertu de 
(3), la majoration 


|| e^t R, (A) [|  ceSthie=lplto cos Q, 


Cette majoration étant uniforme en t sur [tọ, tl, l'intégrale (2) con- 
verge uniformément sur tout [t,, {,]. Par conséquent, U (t) est con- 
tinue sur JO, -oo[ au sens de la convergence uniforme des opéra- 
teurs. 
Montrons maintenant que U (t) x—> x pour t— +0, i.e. que 
U (t) est fortement continue en 0, puisque par définition U (0) = I. 
Exercice 1. Montrer que pour À E Q 


R, (A) + A-H = AAR, (A). 


Exercice 2. Utilisant l'appareil de la théorie des résidus 
(voir [16]), montrer que 


4 
z | Atert da= 1. 
AI 
i 
Les deux derniers exercices nous donnent 


U(Da—z — z | et {Ry (4) +I} z dà = 


2ni 


— -=z | eMA-iR, (A) Ax da. (4) 
T 
Pour établir la majoration de U (t) x — x, où t € 10, i[, procé- 
dons comme suit. Soit I (t) une ligne brisée qui passe par le point 
(ot-!, 0) et dont les demi-droites sont parallèles à celles de P (voir 
fig. 18). Montrons que si 1 (À) est une fonction vectorielle analytique 
bornée dans Q à valeurs dans X, alors 


| ep A) da= | eh (À) dÀ. (5) 
T r(+) 


Soit en effet y, une courbe fermée régulière par morceaux cons- 
tituée de segments f',, l, (t) des lignes brisées Let I (t) respective- 
ment et d’arcs ył, y; de la circonférence À = œ + rep (fig. 19). 


390 APPROXIMATION PAR SCHÉMAS ABSTRAITS [CH. VII 


On vérifie sans peine que si r > œ (t7! — 1)/cos ọ, on a n/2 <y < 
<n — sur y} et —n + p LL 72 sur y,. On a alors Re À = 
= w + r cosp sur y; et 


|] avwa |< 


Yr 
T-P 
< ce? \ etr cos 1 dy -> 0 
1/2 
pour r — + co. L'intégrale le long de 
y; tend vers 0, elle aussi, pour r — 
— + oo. Or, 
& eħtap (À) dà = 0, (6) 
Yr 
car la fonction à intégrer est analytique dans Q: il suffit de considé- 
rer pour toute f € X* l'intégrale $ (erp (A), f) dà qui s’annule en 


Yr 
vertu du théorème de Cauchy (voir [16]), d’où (6). 
Mettons à présent légalité (6) sous la forme 
| eatp (A) dà — j ep (À) dà = f etip (A) dÀ + | epA dà. 
P, r.) vr Yr 
Pour r — +œ on en déduit l'égalité (5). 


Revenons à la formule (4). Compte tenu de (5), mettons-la sous 
la forme suivante: 


U (Dr | MAR, (A) Az dì. 
r(t) 


Faisons dans l'intégrale le changement de la variable At = u. La 
courbe I (t) se confond alors avec I, si bien que 


U (t) x — zx = — z- f eui Ru (A) Az du. 


-j 


Or, on a dans Q conformément à (1) 


|| Rari (A) S << Ci (5) 
On a donc, quels que soient x € D a et t € ]0, 1[, 
OLE 


| E zdļplt=c; || Asl t. 
T 
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Par conséquent, U (t) x — x sur D (A) quand t —> +0. 


De plus. la fonction opératorielle U (t) est bornée. On a en effet 


conformément à (9) 


U (t) = -5 | eMR, (A) da= — 
T(t) 


1 e 
Snit \ e“Rurı (A) du 
T 


et, pour t € 10, 1[, on a compte tenu de (7) la majoration 


IU OIS f eree HH =o, (8) 


En vertu du théorème de Banach-Steinhaus (n° 2.5 du chap. HI) 
on a U (t) x— x quand t—> +0, quel que soit x € X. Nous venons 
de démontrer la propriété 1° de la définition d’un demi-groupe forte- 
ment continu. 

Pour démontrer la propriété 2°, profitons de la majoration (3) 
qui nous donne pour t > 1 


+o 
1 - wt 
7 pOË Jolt cos p — ot 
IU (H ceo! z | e- d<- ceot, 


Compte tenu de (8), on en déduit la propriété 2° avec M = 
= max (Co, Ca). 

Démontrons la propriété 5° d’un demi-groupe fortement continu. 
Soit T’ une des lignes brisées I (4) de la figure 18. Donnons à U (t) 
la représentation définie par (2) et à U (s) la représentation 

1 
U (s) = — z5; | enR; (4) du. 
T’ 
Ecrivant l'intégrale itérée sous forme d’intégrale double et utilisant 
l'identité 


R, (4) R, (4) = [R; (4) —R, ANG — p) 


(voir le pronome du § 2, chap. VI), on obtient 


5 
U (HU (s) = _— | eMt+usR, (A) (À —u)"! dà du — 
T 


T’ 


1 _ 
— Gui | | ehttusR, (4) (À — u) 1 dÀ du. 
r” 
La légitimité de cette transformation et celle des transformations 


suivantes découlent de la convergence uniforme des intégrales im- 
propres démontrée plus haut. 
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Exercice 3. A laide de la théorie des résidus, montrer que 


1 ° els xs i % ent E 
mi | pop He ` s= | g Ao. 


2Ti 2ri J À—h 
T T 


Quitte à intervertir l’ordre d'intégration dans la première des 
intégrales doubles, cet exercice nous donne 


U (t) U (s) = 35 | UHR, (A) da =U (t+ 8). 


a 


T 


Le théorème 1 est complètement démontré. 

Exercice 4. Montrer qu’on peut dans (2) remplacer I par 
toute droite Re À = a, où a œ o, ce qui revient à dire que le demi- 
groupe U (t) admet la représentation intégrale (8) du n° 5.5. 

Exercice. Faire la démonstration du théorème 1 en met- 
tant a < 0. 

Le théorème suivant établit les conditions de dérivabilité du 
demi-groupe U (t). 


Théorème 2. Soit A un opérateur elliptique abstrait. Si t œQ, 

le demi-groupe U (t) est continûment dérivable et pour tout x, € À 
on a U (t)z E€ D (À) et 

U' (t) ra = AU (t) a= — 7 | heht R, (A) £o dÀ. (9) 


27i 
T 


Pour t > 0 on a la majoration 
| U’ (t) || < Mertt-. (10) 
Si xo E D (À), alors U (t) x, est continûment dérivable sur [0, of. 
Démonstration. Soit t >0. On a alors 


U' (= — 3 | het R, (A) dà. 
T 


La dérivation est légitime, car l'intégrale obtenue converge uni- 
formément suivant ¢ sur tout Í[to, tı], où tọ > 0. De plus l'opérateur 
AR, (A) est borné d’après l'égalité AR, (4) = 1 + AR, (4) (voir 


l’exercice 1). Puisqu'’on a | e^t dà = 0, l'égalité (9) est démontrée. 
T 

Quant à la majoration (10), nous laissons au lecteur le soin de la 

démontrer en passant à la courbe P (t) et en faisant ensuite un change- 

ment de la variable. Si x, € D (4), on a U’ (t) xo = U (t) Azo — At, 

pour t—> +0. On s'assure sans peine que la fonction U (t) Axo 

est alors continue. Le théorème 2 est démontré. 
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Corollaire. Si À est un opérateur elliptique abstrait, la formule 
x (t) = U (t) x, définit la solution du problème (1)-(2) du n° 5.5. Si 
Zo E D (A), la solution en question est continûment dérivable sur la 
demi-droite [0, +. On a la majoration 
|| æ (£) || S Meet || xo |l. 


Remarquons en conclusion que si U (t) est un demi-groupe forte- 
ment continu et U’ (0) x = Ax, alors l'opérateur À défini sur les 
éléments x qui admettent une dérivée porte le nom d’opérateur géné- 
rateur infinitésimal de U (t). 

On montre que le demi-groupe U (t) engendré par l'opérateur 
elliptique abstrait À est en réalité un demi-groupe analytique, i.e. 
qu'il admet un prolongement analytique dans un secteur du plan 
complexe contenant la demi-droite t € [0, oo. 


5.7. Existence de la solution du problème de Cauchy non homogène. 
Théorème d’unicité. Considérons encore le problème de Cauchy: 


Fe Ar+y (t) 0<t<T, (1) 
£| :=0 = Lo; (2) 
ici Á est un opérateur elliptique abstrait. 


Théorème 1. Soit y (t) une fonction vectorielle à valeurs dans X 
vérifiant la condition de Hölder 


ly E) —y tlelt — t], 0elo, if, (3) 


sur [0, T]. Alors la formule 
4 
z (t) =U (a+ | U (t—8) y(s) ds (4) 
D 


définit la solution du problème (1)-(2). 


Démonstration. Il suffit de considérer le cas où x, = 0, 
t 


i.e. de montrer que la fonction z (t) = | U (t — s) y (s) ds E€ D (A} 


0 
est continûment dérivable sur [0, T] et z’ (t) = Az (t) + y (t). 
Considérons la suite des 
t—1/n 


(= | U(t—s)y (s) ds = 
o 


t-1/n tin 


-1 
= | U@t—s)y(t)ds+ | U (t—s)[y(s)—y (t) ds. 
0 


Te 
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Pour n —> œ on a Zn (ft) + z (t) uniformément sur [0, T]. Ensuite, 
puisque AU (t) = U’ (t) pour t > 0, on obtient compte tenu de la 
formule de Newton-Leibniz 

t—1/n t—i/n 


~ { 
Azn (t)= | AU(t—s)y(t)ds+ È AU (t—s) ly (s)—u (t) ds = 
0 


1/n t—1/n 

= | U'(@—s)dsy(t)+ | U'(t—s)ly(s)—y (t)] ds= 
0 0 

t—1/n 


=| u (0 (>) lya) | U @—s)ly()—y (tds. (5) 
i 0 


La majoration (10) du n° 5.6 et la condition de Hölder (3) nous 
donnent ensuite 


, M ot 
LUE iy 6) =y DIIS TT 
La dernière intégrale de (5) est donc convergente quand n — œ: 
t 
Azn (£) —> [U (t)— Z1 y (t) + À U’ (t— s8) [y (9) —y (01 ds. 


0 


L'opérateur À étant fermé, on a z (t) € D (À) et 
t 


Az (t)— [U (t) — T y (t) + | U' (t—s) ly (9 —y (1 ds. 


0 


De plus, 4z (t) est continue, puisque Az, (t) converge uniformé- 
ment vers Áz (t) suivant ¢ sur tout intervalle. On vérifie enfin sans 
peine que 


zn (t) = Azn () +U (>) y (0) 


et que par conséquent, toujours en vertu de la convergence uniforme 
signalée, on a z’ (t) = Az (t) + y (t). Le théorème cest démontré. 

Discutons à présent la question d’unicilé de la solution du pro- 
blème (1)-(2). Admettre que le problème ait deux solutions revient 
à considérer le problème de Cauchy pour la différence u (t) des 
deux solutions: 


À = Au, OLILST;, ul;=9 =0. (6) 
Il s’agit de montrer que le problème (6) n’a qu’une solution triviale 


u (t) = 0 sur [0, T]. A cet effet, approchons l'opérateur elliptique 
abstrait À par des opérateurs bornés. 
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Introduisons les opérateurs 7, = (1 — A/n) ! pour tout entier 
naturel n > 0. 


Lemme 1. I, — I fortement pour n —- œ. 


Démonstration. {, = —n (A — nl) 1 Donc, en vertu 
de la majoration (1) du n° 5.6, on a || Zn I| < x < c. Ensuite, 
pour tout x € D (A) on a Ipz — x = Inn™Arz. Donc, || Inz — <z || < 
< cen! || Ax || — 0 pour n — œ. Puisque D (A) est dense dans X, 
le théorème de Banach-Steinhaus fournit la proposition du lemme. 

Introduisons maintenant les opérateurs À, = AÍ, pour n > ©. 
Comme À, = —nI + nl ,, on a À, € (X). 


Lemme 2. Pour tout À € Q on a la majoration 


1 
I| Ra ASE + ET (7) 


Démonstration. Il suffit de remarquer que 


1 
R; (An) = — An I + ES fm (A) 


et que À est un opérateur elliptique abstrait. 


Lemme 3. On a la représentation intégrale 


exp (tAn) = — 1 | etR, (An) dÀ. (8) 


Ari 
T 


Démonstration. Soit un n fixé. Soit ensuite l, une 
courbe fermée constituée de segments de la ligne brisée I et d’un arc 
de circonférence 6, d'équation 


À =o —+reit 


(fig. 20), où r est si grand que le spectre de À est contenu à l’inté- 
rieur de [,. On a sur [, le développement 
(2) du n° 3.3: 


Ry (4n) = — X aeDA; 
s=0 
Multipliant cette égalité par À* et intég- 
rant le long de l',}, on obtient d’après la 
théorie des résidus 
1 
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Multipliant cette dernière égalité par t?/k! et sommant suivant k 
de O à œ, on aboutit à l'égalité 


exp (tAn) = — 5 D MUR (An) dh. 
r, 
Passant à la limite pour r — + et appliquant le théorème de 


Cauchy (nous en laissons le soin au lecteur), on retrouve la formule 
(8). Le lemme 3 est démontré. 


Lemme 4. Il existe une constante M” œ> 0 indépendante de n et telle 
que pour t E[0, +Í 
|| exp (tAn) | < M'e”. 


Ce lemme se démontre à l’aide de la formule (8) et de la majo- 
ration (7), toul comme le théorème 1 du n° 5.6. 

Revenons au problème (6). Profitons de ce que le problème de 
Cauchy avec un opérateur borné (n° 5.1) admet une solution et 
une seule. Remplaçons (6) par un problème équivalent: 

du (t 

LOL Anu (t+(4—A D u(t), u(0)—0. 
Puisque (4 — À,) u (t) est une fonction vectorielle continue sur 
[0, T], la formule (5) du n° 5.1 nous donne l'équation intégrale 
suivante pour u (t): 


t 
u (t) — | exp [(t— s) 4,] (A — À,) u (s) ds. 
0 


Remarquons maintenant que 


(4 — An) u (s) = (I — In) Au (s) = ( — In) w (s$) = 
= u’ (s) — Inu’ (8) 


sont des fonctions vectorielles continues. 
Il vient ensuite 


t 
lu (H K Meet È jju’ (s)— Tpu (8) || ds. (9) 
0 


Montrons que l'intégrale dans le second membre tend vers zéro 
quand n — œ. Appliquons le théorème de Lebesgue (voir le théo- 
rème 4 du n° 2.5, chap. II). Remarquons que 


Ph (s) = Ilu’ ($) — Inu’ (s) | —0, n— œ, 
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pour tout s € [0, T]. Ensuite 
Pn (SIL c) max ju’ (s) |l, 

i.e. la suite {q, (s)} est uniformément bornée sur [0, T]. En vertu 
t 

du théorème de Lebesgue mentionné | On (s) ds — 0 pour n —- œ. 
0 

Passant à la limite dans (9) pour n — œœ, on obtient donc u (t) = 0 

sur [0, T]. Nous avons démontré le 


Théorème 2. Le problème de Cauchy (1)-(2) avec un opérateur 
elliptique abstrait A admet au plus une solution. Dans les conditions 
du théorème 1 le problème (1)-(2) a une solution et une seule, définie par 


(4). 


CHAPITRE VIII 


THÉORÈMES DES POINTS FIXES 
DES OPÉRATEURS NON LINÉAIRES 


S 1. Différentiation des opérateurs non linéaires. 
Séries entières 


1.1. Dérivée de Fréchet d’un opérateur non linéaire. Considérons 
un opérateur non linéaire F (x) défini sur un ensemble D (F) d'un 
espace de Banach X, à valeurs dans un espace de Banach Y. Sup- 
posons F (x) défini dans un voisinage S du point x,, i.e. S € D (F). 


Définition 1. On dit que l'opérateur F (x) est difjérentiable au 
point x, (au sens de Fréchet) s'il existe un opérateur linéaire borné 


AE L(X, Y) tel que pour tout rE S 


F (x) — F (to) = A (x — zo) + © (x — to), (1) 

où || œ (r — zo) || = o (|| £ — xo ||) pour x — zo. 
L'opérateur À dans (1) s'appelle dérivée (de Fréchet) de F en zo 
et se note F’ (xo) ou KAAI . En posant kh = z — x,, la formule (1) 


devient 
F (xo + A) — FE (£o) = F’ (to) h + © (h), (2) 
où || œ (k) || = o (|| k ||) pour k — 0. 


Définition 2. Si lopérateur F (x) est différentiable an point xs, 
la quantité 


dE (£o; h) == F’ (£o) h 
s'appelle différentielle (de Fréchet) de F en x, pour l'accroissement A. 


La différentielle dF (x,; h) n’est donc autre que la valeur de 
l'opérateur linéaire F’ (x,) en k. Remarquons que tout opérateur 
différentiable en un point est continu en ce point. En effet, si z — x, 
il découle de (1) que F (x) —> F (xo). 

Remarque. Si F (x) = Ax, où A € £ (X, Y), alors F (x) 
est différentiable en tout point x, de X et sa dérivée est égale à À, 
i.e. la dérivée d’un opérateur linéaire est égale à l'opérateur lui- 
même. 

Exercice 1. Soient F: X — Y et G: X — Y différentiables 
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en to. Montrer que F + G est différentiable en x, et que 
(F + GY (to) = F’ (£o) + C (to). 


Exercice 2. Soit F: X — Y différentiable en x,. Montrer 
que aF (a scalaire) est différentiable en x, et que 


(aF) (£o) = aF" (xo). 


Considérons la différentiabilité d'une composée d'opérateurs 
(n° 1.3 du chap. lI). Soient X, Y, Z des espaces de Banach. Soit un 
opérateur y = F (x) différentiable au point x, (F: X — Y), et soit 
un opéraleur x = G (z2) différentiable au point z, (G: Z — X), de 
telle façon que G (Zo) = xo. L'opérateur F étant par conséquent con- 
tinu en x, et l'opérateur G en Zo, on obtient une composée d'opéra- 
teurs conlinue en x, 


F [G (2)] = (F +G) (2) 


(voir le théorème de la continuité d’une composée de fonctions con- 
tinues dans [1412]). 
Montrons que F xG est différentiable en z, et que 


(F x G) (zo) = FT (£o) G (zo). (5} 
En effet, puisque F est différentiable en x,, on a la représentation 
(1) et on peut admettre que œ (0) = 0, si bien que œ (A) est continue 


dans un voisinage de 0. De même, puisque G est différentiable en Zo, 
on a 


G (2) = G (zo) + B (z — zo) + ô (z — 20), (4) 
où || (z — zo) || = o (|| z — 20 |Ì) pour || z — zo || — 0. Portant (4} 
dans (1), on obtient 
F (G (2)) — F (G (zo)) = AB (z — 20) + £ Z — 20), (5) 
où 
e (Z — 20) = AÔ (z — 29) + œ [B (z — 29) + ô (z —20)]. 
Or, on a 
I| 48 (z — 20) || = 0 (| z2 — zo Il) 
pour || z — Zo [| — 0 et 
Ho [B (z — zo) + ô (2 — zo)l I| = o (|| B (z — zo) + 
+ ô (z — zo) |) = 0 (I| z — zo II) 
pour ||z — Zz ||—> 0. On a donc || e (2 — zo || = 0 (|| z — zo II) 
pour || z — Zo || — 0. Par conséquent, la représentation (5) signifie 


que (F *GY (Zo) = AB, ce qui est précisément la formule (3). 
Citons quelques exemples. 
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Exemple 1. Dérivée d'un opérateur non linéaire dans un 
espace de dimension finie. Soit F: E* — El. L'égalité y = F (x) 
équivaut alors au système d’égalités 


Yi = fi (£1, e. Th), 
Y2 = fo (x, . e3 £r), 


définissant une application de £* dans £!. Si F est défini dans un 
voisinage du point xs, les fonctions coordonnées f; sont aussi défi- 
nies dans le voisinage de ce point zo = (£f, Z3, . . ., Th) 

Soit F différentiable dans un voisinage du point x,; on a alors 


pour i = 1, 2, ...,1 


fi (£f t hi, 2 + ha, Lh + hp) — fi (at, -- 2R) = 
= lihai + liga +... + Girl + Où (hi, + +, Rp) 
où |lwl]—o(llkll) pour k—>0, avec © = (©, ..., ©), lo] = 
=V lo + ... +lef et k=(u, ..., ln), [Al = 
=V h P... Ar l- 
Of; | 


s'appelle en analyse matrice ja- 


La matrice A—=|2|. 
x : li=1, I 
DES k 


cobienne associée à F ou matrice dérivée de l'opérateur (application) 
F. L'opérateur A € £ (E”, E’) est précisément la dérivée de Fréchet 
de F en zo, i.e. A = F (xz). On montre que l'opérateur F différen- 
tiable en x, admet des dérivées partielles en ce point et que 
ô fi (£o) : à , 
lij — Ja? l == ye’ Li j=4,..., È. 
Voyons comment s'écrit la dérivée d’une application composée. 
Si x = G (z) est une application de Æ” dans Æ* différentiable en 20, 
alors 


ðgj | 
7 | 


? - 
G (zo) = | j=1, ...,k° 
s—=1,.,...,m 
La formule (3) de la dérivée d’une composée devient alors 
08 j 
| Zs 


(F * G)' (2) =| EE 


ÔT j 


Multipliant les matrices, on obtient 


k 

, Of (2o) 88; (zo) 

(F = G) G)=| 2 -i -a 
j=1 


| 


. L] 
i=1, ...,1 
s=i,...,m 
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C’est un opérateur de £ (E™, ET). Nous venons de déduire, sous forme 
générale, la règle de calcul des dérivées en cas de changement de 
variables. 


Exercice 3. Calculer (F +G)° (Zo), où 
F = (sin (1 + T2 + T3), COS (ti + To + T3), 21ToTs)s 
G = (21 + Zos 21 — Z25 2129) Zo = (0, x) 


Exemple 2. Soit f (x, u) une fonction continue de deux 
variables x € [a, b], —œ < u << +0. Définissons un opérateur 
non linéaire F dans C [a, b], tel que 

F (u) = f (x, u (x)} 

Exercice 4. Montrer que si u (x) € C [a, b], on a aussi 
f (x, u (x) € C La, bl. 

Considérons la différentiabilité de l'opérateur F (u) en uo (x) € 
E C [a, b]. Supposons que f (x, u) admet pour tous (x, u) une dérivée 
partielle continue f, (x, u). Pour tout h (x) € C [a, b] on a 
f (£, uo (£) + h (£)) — f (z, uo (x)) = 


= fu (z, Uo (x)) h (x) + © (z, h)s (6) 
où 
1 
o (z, h) = À [fu (2. ug (2) +0 (2) — fu (2, uo (2))] dOh (2). (T) 
0 

Considérons dans Æ? l’ensemble fermé borné Ip = {x, u: x€ 
E la, bl, u (x) —R < u (x) S< u (z) +R}, R >00. D'après le 
théorème de Cantor, la fonction jf, (x, u) continue sur Il, est uni- 
formément continue sur IIg. Autrement dit, pour tout es > 0 il 
existe un ô >> 0 tel que pour tous (x', u’) € Ilg, (x”, u”) € Ilp véri- 
fiant l'inégalité 

VEZE CP < 
il y ait 
| fu (x”, u’) — fu (x”, u”) | < E. 

Supposons ensuite || À || < R dans (6) et (7). Pour tout 0 € l0, 1] 
on a alors (x, uo (x) + Oh (x) € IIg. Prenant x = x" = x, = 
= uo (x) + Ok (x) et u” = u, (x), on voit que pour tout zx € la, b] 

1 


lo (z, AIS max À ]fu (2, u (2) + 0h (2) — 
xE[a, b] 0 


— fu (2, U9(x))] dOh (x) < ell AIl 


toutes les fois que || k || < ô. Cela revient à dire que l'opérateur F 
26—051 


402 POINTS FIXES DES OPÉRATEURS NON LINÉAIRES (CH. VIII 


est différentiable au sens de Fréchet en uw, et que 
F' (uo) = fu (£, uo (x). 
Exercice 5. Chercher la dérivée de Fréchet en u des opé- 
rateurs F suivants: 
1° F (u) = sin u (x) dans C [0, n], uo = cos z; 
20 F (u) = u (x) — exp (zu (x)) dans C [0, 1], wo = 0. 
L'opérateur F’ (uo) est-il continûment inversible ? 


Exemple 3. Soit dans l’espace C [a, b] un opérateur inté- 
gral non linéaire 


b 
F (u) =u (z)— | f (x, &, u (Ẹ)) d 


dans lequel la fonction f (x, &, u) est continue pour la totalité de 
ses variables lorsque a < z, E < b, —œ < u < +œ, de même 
que sa dérivée partielle f, (x, &, u). 

Exercice 6. Montrer que F est différentiable en tout point 
un E€ C [a, b] et que 

b 
F' (w) h =h (2)— | fu (2, E u È) h Œ) dE. 

Exercice 7. Chercher la dérivée de Fréchet par rapport 

à u en us = Q0 de l'opérateur intégral avec le paramètre À 


F (u) =u (x)— À | cos (x +u (£)) dE. 
0 


Chercher toutes les solutions de l'équation 
F’ (0) À = cos x. 


1.2. Formule des accroissements finis de Lagrange et condition de 
Lipschitz. Proposons-nous tout d’abord de démontrer la formule 
des accroissements finis de Lagrange sous forme intégrale. Conve- 
nons de dire qu’un opérateur F (x) est continûment différentiable en 
to S'il est différentiable dans un voisinage de x, et si F’ (x) est con- 
tinu en zo. Si F (x) est continüment différentiable en tout point d’un 
ensemble, on dit qu’il est continûment différentiable sur cet en- 
semble. 


Théorème. Soit l'opérateur F continûment différentiable dans un 
voisinage S du point x,; on a alors dans S la formule de Lagrange 
1 


F()—F (z) = | F’ (z, +0 (£ —2)) d0 (z — zo) (1) 
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Démonstration. Considérons la composée F +G, où 
x = G (0) = zx +0(x — z), 0OLOLAÂ (G: Et X). 
On a Œ (0) = x — xs. On a donc d’après la formule de dérivation 
d'une composée (voir n° 1.4) 
d , 
qp E (To + 9 (&—2%0)) = F (£o +0 (£ — 20)) (x — x). 


Intégrant cette identité par rapport à 6 de O à 1, on retrouve la for- 
mule (1). Le théorème est démontré. 

Passons maintenant à la condition de Lipschitz et à certaines 
propositions liées à celle-ci. Soit un opérateur F (x) défini sur un 
ensemble Q d’un espace de Banach X, à valeurs dans un espace de 
Banach Y. 


Définition. On dit que F vérifie sur Q la condition de Lipschitz 
(avec la constante de Lipschitz l) si pour tous x,, x, EQ 


| E (x) — E (z3) || < L I| zı — z |l. (2) 


Lemme 1. Soit F (x) continûment différentiable sur l’ensemble 
convexe Q et || F (x) || < l sur Q; alors F (x) vérifie sur Q la condition 
de Lipschitz avec la constante de Lipschitz l. 


Démonstration. On a d’après la formule de Lagrange 
1 


F (x,)—F (29) = | F’ (22+ 0 (2, — 22) dO (24 — 2). 
0 
La majoration en norme conduit à l'inégalité 
1 


LE (2) —F (2) 11] | P’ (2+0 (z, — z,)) d0|| 1 z, — a 1 
0 
1 


< | IF" (2, +0 (z1 — 2)) |] d8 || 21 — £3 I< L || — 2 | 
0 


qui démontre le lemme. 
Lemme 2, Soit F (x) différentiable sur Q convexe, et soit sur Q 
| E” (z1) — F” (z2) I| < l a — z Il 


(i.e. F’ (x) vérifie sur Q la condition de Lipschitz avec la constante de 
Lipschitz l1); on a alors la majoration 


IF (z) — F (2) —F' (23) (nm) K5 male (3 
26* 
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Démonstration. Appliquons d’abord la formule de 
Lagrange pour F et ensuite la condition de Lipschitz pour sa dérivée. 
Il vient 
Il E (x) —F (x) —F (z3) (£1 — z3) || = 

1 
=|| ( {P (22+ 0 (aa) — F" (2,)} d0 || 1l z1 — a i< 
0 


1 
< | 1 F” (22+ 0 (2, — 23) — F" (za) || d8 || z1 — ta IIS 
0 


1 
1 
< È 28 ll z, — zz || d0 || t1 — t l=- lIl t — a l, 
0 


d’où la formule (3). Le lemme est démontré. 
Exemple. Soit l'opérateur F: E* — El différentiable en x 


(les notations sont celles de l’exemple 1 du n° 1.1). La formule des 


accroissements finis (i = 1, ..., l) devient alors 
fi (x + hu, TET £p + hp) — fi (x, RE TR) = 
k 1 
Of; (1) + Oh, ..., 2 + 6hx) 
=) | sh. 
J Tj 
j=1 0 


1.3. Opérateurs puissance, dérivées et différentielles de Fréchet 
successives. Soient X, Y espaces de Banach. Faisons la somme directe 
de k exemplaires de X 

Xt =X4+X+... +X, 
et introduisons un opérateur non linéaire y = Fp (£i, ..., xx) 


défini partout sur X*, (x,, ..., xx) € X”, à valeurs dans Y. Autre- 
ment dit, on introduit une fonction opératorielle de À variables vec- 


torielles. 

Définition 1. On dit que l'opérateur Fp, (£4, ..., xx) est 
k-linéaire s’il est linéaire par rapport à chaque variable indépendante 
Li; i = 1, ss ke 

Définition 2. On dit que l'opérateur k-linéaire Fp (£4, . . ., Zh) 
est borné s’il existe une constante m telle que pour tout x; € X 


| Er (£i, o., 2) Sm ilz ll ooo zx. (1) 


La plus petite constante m dans (1) se note || F, || et s'appelle norme 
de l’opérateur k-linéaire F,. Plus exactement, 


IF, | = sup || Fr (T1, ..., Zh) Íl | (2) 


Haiti, e fx, 11 xl... I| TR | 
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Exercice 1. Montrer que tout opérateur k-linéaire borné 
est continu en tout point z? € X*. 


Définition 3. On dit que l’opérateur k-linéaire est symétrique 
s’il garde ses valeurs quel que soit l’ordre de ses variables indé- 
pendantes. 


Définition 4. Soit F, (£4, ..., £) un opérateur k- linéaire. 
k (T1 k 

Posons x, = ta =... 52 = x. L’ opérateur Fp (x, ..., z) s’ap- 

pelle puissance (ou opérateur puissance) k-ième et se note F,x*. 


Si Fp (Z4, . . ., Zp) est un opérateur k-linéaire borné, on a con- 
formément à (1), (2) et à la définition 4 


I Fiz? II I Er Ie I (3) 


Les opérateurs k-linéaires peuvent aussi être considérés d’un 
autre point de vue. Un opérateur bilinéaire Fə (x,, x.) se laisse 
interpréter comme un produit de deux éléments zı, x, € X dont la 
valeur est dans Y. Si F, est symétrique, l’ordre des facteurs est sans 
importance (voir aussi n° 1.7 du chap. III). D'autre part, Fa (£1, £a) 
peut être assimilé à un produit de trois facteurs: un « coefficient » 
F, € £ (X°, Y) et deux facteurs x,, zə. Dans le même ordre d’idées, 
Fr (£i, + - +, £p) peut être traité comme un produit de k (ou de 
k + 1) facteurs. 

Remarque. On peut toujours admettre que la puissance 
F,x* est engendrée par un opérateur k-linéaire symétrique. Posons 
en effet 


1 
D, (£4, ...3 2) = + È F, (Tv: ° os Ty)» 


où la sommation se fait suivant toutes les permutations possibles 
de (vi, ..., Vg). De toute évidence ®, (x4, . .., Zp) est symétrique 
et Fyr" = ®, (x, 2 x). 

Dans le texte qui suit, en parlant d’une puissance F,x*, on sous- 
entend toujours que l’ opérateur k-linéaire de départ Fp (x, . . ., Zh) 
est symétrique. Cela revient à définir les opérateurs F,2°h*-* pour 
OLsS<Lk. 

E xercice 1. Démontrer la formule du « binôme de Newton » 

k 
F, (£4h)t =); CF rsh. 
s=0 


Exercice 2. A laide de la formule du binôme de Newton, 
montrer que tout opérateur puissance k-ième borné Fpx? est diffé- 
rentiable au sens e Fréchet en tout point z et que 


Z Fpa" = kF atte (X, Y). 
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Passons aux différentielles successives d’un opérateur non li- 
néaire F (x). Soit Gun domaine de l’espace de Banach X. Supposons 
que l’opérateur F (x) soit différentiable sur G, i.e. en tout point x 
de G. Considérons sa différentielle dF (x, h) = F’ (x) hk. C’est encore 
une fonction (opérateur) de x, si bien qu’on peut chercher sa diffé- 
rentielle en un point x, EG. 


Définition 5. Soit l'opérateur F’ (x) h = dF (x, h) différentiable 
en zọ La quantité 


PF (z; h) = d [F" (zo) h, lon (4) 


s'appelle alors différentielle seconde de F (x) en xo. 

Conformément à la définition 5, pour connaître la différentielle 
seconde de l'opérateur F au point x, pour l'accroissement A, il faut 
chercher sa différentielle F’ (x)h en x, pour un accroissement g 
indépendant de k et de poser ensuite g = h. D’après cette règle, 
écrivons l'accroissement 


F' (zo + 8)h — F' (xo) h = (Bg) h + oœ (g) h (5) 


dans lequel || œ (g) || = o (I| g il) pour g —> 0. 

Le problème se réduit donc à chercher la dérivée de l'opérateur 
linéaire F’ (x) au point x,. Sa dérivée — si elle existe — se note na- 
turellement F” (£x). Remarquons que F” (zo) E L(X, L (X, Y)), 
i.e. que F” (x) kg est un opérateur bilinéaire (2-linéaire) symétrique. 
La formule (5) s'écrit alors comme suit: 

F’ (xo + g) h — F' (x) h = F” (xo) hg + oœ (g) h 
D’après la définition 5 
dE (£o, h) = F” (£0) R’. 

D’une façon parfaitement analogue, si la différentielle seconde 
existe aux points de G, on peut chercher sa dérivée par rapport à x, 
et ainsi de suite. 

Soit d'F (x, h) = F™(x) h” déjà connue. Alors, si elle repré- 
sente un opérateur différentiable en x, € G, on pose 

dF (zo, h) = d [F® (x0) h", gl on 
d’où il ressort que 
AEF (xs, h) = FOOD (x0) AE, 
Ainsi donc, la différentielle n-ième F™ (x) A” est un opérateur puis- 
sance n-ième. 
Citons quelques exemples dont nous laissons la résolution au 


lecteur. 
Exemple 1. Soit c™ l’espace des colonnes de dimension m 


Tı = (<P )i=1, Lo = (xi D) iet y = (Yi Ji=1, e.» 
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Définissons dans c” un opérateur y = F (x;, £) tel que 


m 


Y= > aP PeP, k=1,...,m. 
i, j=1 


lci a;; est une famille de m? nombres réels. 

Exercice 3. Montrer que F (zi, zə) est un opérateur bili- 
néaire (2-linéaire) borné. Etablir la majoration de sa norme. Com- 
ment se présente l'opérateur quadratique (puissance seconde) cor- 
respondant? Dans quelles conditions F (x,, zə) est-il symétrique ? 

Exemple 2. Dans l’espace C [0, 1] considérons un opérateur 
intégral non linéaire 

1 
(Fox?) (t) = x (t) | x (t, s) x (s) ds 
0 
de noyau K (t, s) continu dans le carré 0< t, s< 1. 

L'opérateur bilinéaire symétrique correspondant se présente 

comme suit: 


1 
Fate) (D = pu (OÈ K (6 9) z, (9) ds + 
0 
1 


+ Fr, (t) [x (t, s) z (s) ds. 
Ô 


Exercice 4. Montrer que 
diF,x?, h] = 2F,xh, d'[F,x?, h] = 2F,h?, 
d? [F,x?, h] = 0 pour k > 3. 
Exemple 3. Considérons l'opérateur non linéaire 
F(z )= d?x zp 


de C? [0, 1] dans C [0, 11. 
Exercice 5. Montrer que si z (t) =t, on a 


d?h (t) 


+ sin x (t) 


F (x), h) =E 4 (cost) h (t), 
d? [F (to), kh) = —(sin t) k? (t), 
d? [F (xo), h] = — (cos t) k? (t). 


Ecrire la forme générale de d? [F (x), hl. 


1.4. Séries entières, séries de Taylor, opérateurs analytiques. Soit 
une suite d'opérateurs puissance Fz, k = 1, 2, ..., d’un espace 
de Banach X dans un espace de Banach Y, et soit un élément F, € Y. 
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Formons une série entière formelle: 
Šar Er) o 


Désignons par QC X l’ensemble de convergence de la série (1). 
On a toujours 0 € Q. Choisissons un x, € X de || zo || = 1 et consi- 
dérons la série (1) sur le sous-espace de dimension 4 (complexe si 
X et Y le sont) des éléments de la forme z = Àx,, où À parcourt toutes 
les valeurs scalaires. Nous obtenons ainsi la série 

| co 


À (Paro) M. 2) 


Désignons par p (x,) le rayon de convergence de (2). Pour cer- 
tains x, il peut y avoir p (xs) = 0, pour d’autres 0 (x,) >Q, voire 
p (to) = +œ. Ainsi donc, l’ensemble de convergence Q de la série 
(1) est étoilé par rapport à son point O, ce qui signifie que pour tout 
x €Q on a toujours Àx € Q si |à | L 1. Le cas le plus important 
pour les applications est celui où Q contient une boule S, (0). La 
série (1) est majorée par la série numérique 


> IFRI æ I} (3) 
k=0 


dont le rayon de convergence o, s'appelle rayon de convergence uni- 
forme de la série (1). En vertu de la formule de Cauchy-Hadamard 
(voir n° 4.3 du chap. III) 


Qu — 


1 
lim sup yi Fri 


N — 00 
Si p, >> 0, la série entière (1) converge absolument et uniformément 
dans toute boule Sp (0), p € 10, p,f. Si ọ > p,,, il existe des points x 
de norme || x || = p en lesquels la série (1) cesse d'être uniformément 
convergente. Ainsi donc, Q contient une boule (de rayon p >Q, 
0 <p,) quand pọ, œQ et dans ce cas seulement. 
Exercice 1. Soient X = E?, Y — Et. Considérer la série 


entière D (ea) et chercher Q et p,. 


Désignons par F (x) la somme de la série (1), et soit dans la boule 
S (0) 


F ED Fyz’. (4) 


On dit alors que l'opérateur F (x) est analytique en x = 0. Comme 
pour les fonctions vectorielles, on montre que l'opérateur F (x) 


S 1] DIFFÉRENTIATION DES OPÉRATEURS NON LINÉAIRES 409 


est continu et même indéfiniment différentiable dans la boule 
Spu (0)- Lee ee | 

Pour les opérateurs F (x) indéfiniment différentiables, il est 
utile d'envisager des séries entières de forme spéciale, dites séries: 
de Taylor: 


a 1 
D qr E® (0) r* 
R=0 


Les opérateurs analytiques vérifient le théorème de l'unicité du 
développement en série entière. Pour le démontrer, il suffit de se 
rappeler le théorème analogue pour les fonctions vectorielles et de: 
considérer la série entière sur les sous-espaces de dimension 1. Ainsi. 
donc, toute série entière d’un opérateur analytique est toujours sa 
série de Taylor. 

Exercice 2. Soit le noyau K (t, s) continu pour at. 
s < b. Considérons dans C la, b] l’opérateur non linéaire 

b 


{F (x)} (t) = z (t) + | K (t, s) exp [x (s)l ds. 


Montrer que F (x) se laisse développer en série de Taylor partout. 
convergente 
b 


{F (a) = | Kt, Dda | Ke s) x (s) ds + 


Q Ee O 


oo b 
+5 iKa, s) z* (s) ds.. 


1.5. Différentiation d’un opérateur non linéaire dépendant de 
deux variables. Soient X, A, Y trois espaces de Banach. Considérons. 
un opérateur F (x, À) dépendant de deux variables x € X, À € À, 
à valeurs dans Y. Pour avoir une seule variable au lieu de deux, 


introduisons la somme directe U = X Es A des espaces de Banach X 
et À (voir n° 5.1 du chap. II) et définissons la norme d’un élément, 
u = (x, À) de U par la formule 


Iul = Vy ilz À + IA I 


dans laquelle || x || est la norme dans X et || À || la norme dans A. 
Maintenant l’opérateur F (u), défini par exemple sur la partie Q 
de U, dépend d’une seule variable u. Cet artifice permet d'appliquer 
pratiquement tous les notions et résultats dégagés dans les n° 1.1 
à 1.4 aux opérateurs qui dépendent de deux variables ou plus. 
Commençons par la notion de continuité. Soit F (x, À) un opé- 


410 POINTS FIXES DES OPÉRATEURS NON LINÉAIRES [CH. VIII 


rateur défini sur Q c X L A, et soit (xs, ào) € Q. On dit que l’opé- 
rateur F (x, À) est continu au point (xs, ho) si F (x, À) — F (£o, ào) 


dans Y quand (x, À) E€ Q, (x, À) — (xs, ho) dans À + A. 

Passons à la notion de différentiabilité. Supposons que Q con- 
tienne une boule S de centre (£o, À. On dit que l'opérateur F (x, À) 
est différentiable (au sens de Fréchet) en (xs, ko) si pour tous (h, g) 
tels que (x, -+ h, ào + g)ES on a 


F (xo + h, do +8) = F (to do) + Ah + Bg + © (h, g), (1) 


où A € £ (X, Y), B € £ (A, Yet o (h, g) = o (V [h IE + ig P) 
pour (h, g) — 0. 

On remarque aussitôt que cette définition est copiée sur celle du 
n° 1.1: en effet, l'expression Ah + Bg, où AEFL(X, Y)et BE 
E€ L (A, Y), donne la forme générale d’un opérateur linéaire de 


L (X + A, Y). Comme en analyse, les opérateurs À et B seront 

appelés dérivées partielles de l'opérateur F (x, À) par rapport à x 

et à À respectivement et notés 
À = ôF (To, ho) 


Ôx 


OF (Lo, Ào) 
OX ° 


Exercice 1. Montrer que si l’opérateur F (x, À) est diffé- 
rentiable en (x,, ào), on a 


F (xot h, lo) =E (x, ho) + 


, B= 


PF (zo Ma) 7, + o, (h), 


ð 03 
F (os Mo + g) =F (2, p) EE Ma) 


g +0 (8), 
où w; (h) = o (|| À ||) pour À — 0 et w, (g) = o (|| g |l) pour g — 0. 
La quantité 


d{F (zo, do); (h, py = Eet 7 + Eo à 
est appelée différentielle de l'opérateur F au point (£o, À9) pour 
l'accroissement (k, g). 

La règle de dérivation d’une composée se laisse transposer tout 
aussi facilement au cas de deux variables. L'exercice suivant traite 
un cas particulier de cette règle: 

Exercice 2. Soit l'opérateur F (x, À) différentiable en 
(To, Ào) et soit l’opérateur x = f (À) différentiable en À,, de telle 
sorte que f (ào) = Zo. Montrer que l'opérateur ® = F (Ff (à), À) 
est différentiable en À, et que 


D' (M) = LEE l F (1) + (2) 


Citons quelques exemples d'opérateurs dépendant de deux va- 
riables : 


0F EZT Ao) 
Oh ° 
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Exemple 1. Soient X = E", Y = El, A =E". L'égalité 
y = F (x, À) s'écrit en coordonnées comme suit: 
Yı = fi (lys ee, Zh} M, eee, Amh 
Ya = fo (lys ©- Zhi Ms ce, Am) 
Yı = fi (lys ee, ZR} M, o. Amb 
Ces égalités définissent une application de Æt" = E* + E™ 
dans Et. Si cette application est différentiable au point 
(os do) = (29, -.., Lhi À, . . Am) 
toute fonction coordonnée 
fi (£i, ee, Zhi As eee Amh = 1, ..., L, 


se laisse développer dans un voisinage du point (x,, ào) de la façon 
suivante : 


fi (ei + la, Toon Ih + Ari Ai + 8 ee g m t Em) — 
— fi (£i, . ° 9°39 285 M, e o %93 An) = 


R m 
= >` Qirhy nu à Dis£s + O ; (hı, e e o3 hp Ei ee Em): 


r=i 


où o; =0 (Vk +... hi + gH... +ga) pour (k, g)— 0. 
Ainsi donc, les coefficients 
Ofi (ah, ..., a: A9, ..., AO) 
lir = —— yz > 
Ôfi(x?, e., L) My eaa AD) 
bis = — m 
sont des dérivées partielles et les opérateurs 


A = || air fini, ...,13 B = |l bis lli=1, ..., 1 

r=, ..., R s=1, ses, M 
sont des matrices jacobiennes. L'égalité (1) traduit la propriété de 

différentiabilité de l’opérateur F sous forme matricielle. 
Exercice 3. Dans les conditions de l'exemple 1, établir la 

règle de dérivation de la composée (2). 

Exemple 2.Soitf (x, u, À) fonction continue de trois varia- 
bles x € la, bl, —œ0 < u < +020, À € [&, B]. Introduisons un opé- 


rateur F (u, à): C la, b] + El Ca, b] tel que 
F (u, À) = f (x, u (x), À). 


En supposant que f(x, u, À) admet pour u, À quelconques 
des dérivées partielles continues en (x, u, À) par rapport à u et à À, 
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on peut établir la diftérentiabilité de l'opérateur F par analogie 
au n° 1.1, avec 


ôF __ôf(x, u(x), À) ôF _ jf (x, u(x), À) 
ðu — ĝu y — Où ° 


Exemple 3. Considérons un opérateur intégral non linéaire 
b 
F (x, À) = | K (t, s) f [æ (s), À (s)] ds. 
a 
Ici K (t, s) est continu dans le carré a < t, s < b et f (r, À) conti- 
nûment différentiable comme fonction de x, À pour —œ < x, 
À < +o. 
On vérifie sans peine que l'opérateur F (x, À) agit de C la, b] + 
+ C la, b] dans C la, b] et que ses dérivées partielles se définissent. 
par les formules suivantes: 


ôF ð , À 
27 (ke, s) LEL AO gs 


b 
0F = | K (t, s) ôf (x eh À (s)) ds. 


Passons maintenant au calcul des dérivées successives de l’opé- 
rateur F (x, À). Soit F (x, À) différentiable dans Q € X + A. 
Sa différentielle 


, ðE À) 
d{F (a, à): (h, g) = 2E 


h+ 2E (r, À) g 


peut s’avérer encore un opérateur différentiable par rapport à (x, À), 
par exemple en (x,, Ao). Par analogie à la définition 5 du n° 1.3, om 
définit alors la différentielle seconde d? {F (£o, Ao); (R, g)} qui est. 
un opérateur quadratique de l’accroissement (h, g) et donc 

EF (too) 1" 8)} = Fah? + 2Fuhg + Fog. 


Les coefficients opératoriels dans le second membre de cette égalité 
sont des dérivées partielles: 


OF (£o, Mo) F. = O2F (£o, Ao) — ð? F (£o, Ao) F ôF (£o, Ao) 
ôx? NH 0x 0h ON ôx ? 02 = ðA? 


(l'égalité des dérivées mixtes découle de la propriété de symétrie de 
la différentielle seconde). Remarquons que 


Fa: XX >Y, XAY, Fi: A+ A—Y. 


Fa = 
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Les dérivées et les différentielles d'ordres plus élevés se calcu- 
lent d’une façon analogue, avec 


3 RF À i 
d* {F (x, à); (h, g)}= D C Mhig, (3) 
i+j=k 
FaN axi XAH... HAY 
âx? aA! Noas nes an ao Ce me” 
i fois j fois 


(C sont des coefficients binomiaux). 
à présent les séries entières doubles 


Considérons à 
> Fuhg, hEX, gEA, (4) 
R+120 
où Fp; est un opérateur (k + l)-linéaire qui est k-linéaire en A et 
I-linéaire en g. Avec (4), considérons la série numérique 


D I Er IIA lg l (5) 


k+120 


Supposons qu’il existe 0, œ> 0, rą œQ tels que la série (5) con- 
verge pour ||% || < o, et I| g I| < rą. On dit alors que 0,,, rą sont les 
rayons de convergence simultanée de la série numérique (5) et en même 
temps les rayons de convergence uniforme simultanée de la série (4). 
vu`que la série (4) est absolument et uniformément convergente pour 
[RI < pu, gI < Tru- 

Exercice 4. Montrer que pour tout r € ]0, 1[ les quantités 
r et 1 —r sont les rayons de convergence simultanée de la série 

CO n 
numérique D) D Czy", 
n=0 k=0 

Ainsi donc, 0, et r, ne se laissent pas définir de façon unique: 
par exemple, r, peut croître quand p, décroît. On montre que la 
somme de la série (4) est une fonction continue pour || || < pu, 
lg I| < r, et que (4) est différentiable par rapport à k et à g autant 
de fois que l’on veut, les fonctions continues résultantes étant égales 
aux dérivées correspondantes de la série. 

Citons encore une définition. On dit que l'opérateur F (x, À) 
est analytique au point (xs, Ào) s’il existe un voisinage de ce point 
dans lequel F (x, À) se développe en série de Taylor uniformément 
et absolument convergente: 


F (2, M =F(& + D LP (mor M); (Tor à — do). 
k=1 
L'expression (3) pour les différentielles et la formule du coeffi- 
cient binomial permettent d'écrire le développement taylorien de 
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F (x, À) comme suit: 
F (z, = à F;;(x—x) (à — ho), (6) 
i+)20 


1 OF (£o, Ao) 
ilj! ôx? ON 


On voit donc que la série de Taylor est une série entière double de la 
forme (4), où À = x — zo, g = À — ào 
Citons en conclusion encore quelques exemples (comparer avec 
les exemples 1, 2, 3 précédents). 
Exemple 4. Soient dans les conditions de l'exemple 1 
m = 1 et la fonction coordonnée f (x, À) analytique en 


— | = 
(To, Ao). Alors 


0kf (£o, Ao) 


LE (x — to)? (A — Mët, 


k 
d” fo = > Ch 

i=0 
Exemple 5. Soit dans les conditions de l'exemple 2 la fonc- 
tion f (x, u, À) k fois continûment différentiable par rapport aux 
variables u, À € ]—œ, +f. Alors la différentielle k-ième de F 
en (u, (x), Ào) EC [a, b] + E! pour l'accroissement (h (x), g) € 

€C la, b] + ET est égale à 


k 

i Rf (zx, , À i -i 

dF = Y Ch LL toet. h (x) gi, 
1—=0 


Exemple 6. Soit dans les conditions de l’exemple 3 la fonc- 
tion f(x, À) deux fois continûment différentiable pour x, À € 
€ ]—oco, +oolf, et soient x, (t) et À, (t) EC La, b]. La différentielle 
seconde de F en (x, (s), ào (s)) pour l'accroissement (k (s), g (s)} 
s'écrit 

b 
d2F = | K (t, s) { 02f (xo (s), Ao (S)) h2 (s) + 


x? 
a 


02 , À 9? » Ao (s) 
+2 LG 6h o (s)) h (s) g (s) +- f (£o SE o (s)) g> 9} ds. 


(Vérifier!) 
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1.6. Première variation et dérivée de Gâteaux d’un opérateur non 
linéaire. D’autres définitions de la différentiabilité d’un opérateur 
non linéaire s'avèrent parfois utiles pour les applications. 

Soit un opérateur non linéaire F (x) défini dans un voisinage du 
point x, d'un espace de Banach X, à valeurs dans un espace de Ba- 
nach Y. 


Définition 1. Si pour tout À € X on a la limite 


lim EtA TE Go) L F (x: h), (1) 
t-0 
cette limite s'appelle première variation de F en x. 

Il va sans dire que, quel que soit k € X dans (1), la quantité: 
F (x, + th) est définie pour | t | suffisamment petit, afin que x, + th 
reste dans S. 

Remarquons que pour un x, donné la première variation ÔF (xo; h) 
est en général un opérateur non linéaire de l’espace X (h variable) 
dans l’espace Y. 


Définition 2. Supposons que F admet en x, une première varia- 
tion de la forme ôF (x, ; k) = Ah, où À est un opérateur linéaire 
borné, À € £(X, Y). On dit alors que l'opérateur F est différentiable 
au sens de Gâteaux au point xs. L'opérateur À est alors la dérivée 
de Gâteaux de F en z. Il se note À = F’ (x,). Quant à la première 
variation elle-même 


ôF (xo; h) = F (£o) h, (2) 


elle s'appelle différentielle de Gáteaux de F en x, suivant (la di- 
rection) À. 

Exercice 1. Calculer la dérivée de Gâteaux de la fonction- 
nelle ọ (x) = (x, f), où f E€ X* et X est un espace de Banach. 

Exercice 2. Soit (x) une fonctionnelle définie dans um 
voisinage du point x, de l’espace de Banach X et différentiable au 
sens de Gâteaux en x,. Montrer que Q’ (x,) E X¥*¥ et que g’ (zo) k = 
= (h, p (zo) ). 

Remarquons que tout F différentiable au sens de Fréchet en zo 
est différentiable au sens de Gâteaux en x,. En effet, si l opérateur F 
est différentiable au sens de Fréchet en zo, on a pour tout k suffisam- 
ment petit 


F (zo + h) — F (zo) = EF" (£o) h + © (h), 


où || œ (A) || =o (|| k ||) pour À — 0 et F’ (x) est la dérivée de 
Fréchet. On a alors pour t € ]—1, +1[, t = 0, 
F (xo + th) — F (zo) = F (z0) th + © (th), 


où || œ (th) || =o (|t |) pour t—> 0. Divisons la dernière égalité 
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par t et passons à la limite pour t — 0. Il vient 

lim Hot 19) — 7 Co) = F' (x) h. 
t0 
Compte tenu de (1) et (2), cela signifie que F est différentiable au sens 
de Gâteaux en x, et mue sa dérivée de Gâteaux en x, coïncide avec 
E” (xo). 

L'exemple suivant montre que la réciproque n’est pas vraie: il 
existe un opérateur différentiable au sens de Gâteaux qui ne l’est 
pas au sens de Fréchet. 

Exemple 1. Considérons une fonction f: E? — E! de deux 
variables (x, y) telle que 


_f1 si y=, x Æ0, 
f (x, y) = { 0 en tout autre point de £*?, 


Cette fonction admet une discontinuité en (0, 0), ce qui implique 
qu’elle n’est pas différentiable au sens de Fréchet en ce point. Or, 
on a en même temps 
f GR, te)— f0, 0 o 
t ? 
car f (0, 0) = Ô et f (th, tg) = 0 pour tout (k, g) et pour un t suf- 
fisamment petit (nous proposons au lecteur de tracer la courbe repré- 
sentative de f). Par conséquent, f est différentiable au sens de Gâteaux 
en (0, 0) et sa différentielle de Gâteaux en ce point est égale à 0. 
L'exemple suivant permet de voir que la condition d'existence 
de la première variation est moins forte que la condition de diffé- 
rentiabilité au sens de Gâteaux. 
Exemple 2. Considérons la fonction 
x3 —3zy? 


f (z, y) = -ap pour +750, 
f (0, 0)=0. 
Exercice 3. Montrer que 
ôf ((0, 0); (ks 8)) = f (h, 8)s 


i.e. que f admet une première variation non linéaire en (0, 0) et 
qu’elle"n’est donc pas différentiable au sens de Gâteaux en ce point. 


Problèmes récapitulatifs 


1. Chercher la dérivée de Fréchet de la fonctionnelle || x || dans un espace 
de Hilbert réel. 

2. Soit {f, (z)} une suite de fonctions dérivables sur ]—œ, +f. Soient 
ensuite les fonctions f, (x) et leurs dérivées premières uniformément bornées et 
équicontinues sur chaque [a, b]. Montrer que l'opérateur 


F (u) = {fr (Up) u = {ukh 


wo 
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agit dans un espace de suites bornées et est différentiable au sens de Fréchet. 
Calculer F’ (u). 


3. Calculer la dérivée de Fréchet de la fonctionnelle 


j= fa Le, f (x), f(x] dz 


a 


définie sur C+ [a, b] qui est un espace de Banach de fonctions f (x) continüment 
dérivables sur [a, b] et s’annulant aux extrémités de [a, b]. La fonction 
D (x, y, z) est supposée deux fois continûment différentiable. 

4. Soit l'opérateur F (x) continûment différentiable au sens de Gâteaux 
sur ro, zo + h. Montrer qu'on a alors la formule de Lagrange 


F (£o + h) — F (zo) = \ F’ (zo + 0h) dO h. 


5. Soit l'opérateur F (x) différentiable au sens de Gâteaux dans un voi- 
sinage S du point zg, et soit sa dérivée de Gâteaux F’ (x) continue en x, (au sens 
de la norme de Z (X, Y)). Montrer que F est différentiable au sens de Fréchet 
en sọ et que F’ (xs) est sa dérivée de Fréchet. 

6. Soit F (x, À) opérateur qui applique le voisinage S du point (zo, Ào) 


de l’espace X + A dans l’espace Y (X, A, Y sont de Banach) et admet dans S 
des dérivées partielles de Fréchet Fy, Fy continues en (xs, Ào). Montrer que 
F (x, À) est différentiable au sens de Fréchet en (zo, Ao). Si Fy, Fy sont continues 
dans S, montrer que F est continûment différentiable. | 

7. Soit l opérateur F (x) n fois continûment différentiable au sens de Fréchet 
dans un voisinage S du point x,. Démontrer la formule de Taylor suivante avec 
reste sous forme intégrale (zo + k € S): 


n 1 
F (zo +h) = >, = FA) (x0) hhi | (1— 0) FO (ro 0h) dO hat, 
k=0 0 


$ 2. Principe de l’application contractante 


2.1. Points fixes d’un opérateur non linéaire. Applications con- 
tractantes. Soit dans l’espace de Banach X un opérateur ® (x) défini 
sur D (D) X, à valeurs dans À (D) € X. Supposons que l’en- 
semble M = D (D) N R (D) soit non vide. Un point x* est appelé 
point fixe de ® si 


D (x*) = x*, (1) 
Tout point fixe de ® est donc solution de l’équation 
x = D (x). (2) 


Puisque l'équation F (x) = 0, où F est un opérateur d’un espace de 
Banach X dans un espace de Banach Y, se laisse mettre bien souvent 
sous la forme (2), l’importance de la notion de point fixe d’un opé- 
rateur ne fait aucun doute. 


27—051 
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Exercice 1. Chercher les points fixes des opérateurs sui- 
vants (X = E): 
a) D (x) = 2° ; 
b) D (x) = tg x. 
Exercice 2. Chercher les points fixes de l’opérateur ® dans 
C [0, 1] si 
1 
D (z) = |æ (t) z (8) ds + f (6) 
Ô 
1 


en supposant que f (t) € C [0, 1] et que E (t) dt < 1/4 et C [0, 1] 
Ô 


est réel. 
Introduisons la notion importante d’opérateur contractant ®. 


Soit un ensemble Q c D (D). 

Définition. On dit que l'opérateur ® est un opérateur contractant 
(ou simplement une contraction) sur Q s’il existe q € 10, 1[ tel que 
pour tous z’, x” € 


D (x) — P (°) |< g ilz — z” |l. (3) 


La quantité q s'`appelle rapport de contraction. 

Exercice 3. Montrer que l'opérateur F (x) = 2% (x € EY) 
est une contraction sur l’ensemble S, (0) = {x: [x |< r}, où 
r< 1/V 3, et ne l’est pas au voisinage des points fixes 4 et —4. 

Exercice 4. Montrer que l'opérateur D (x) = tg x (x € E’) 
est une contraction dans la boule S, (x*), où x* est un point fixe 
quelconque de ® et r est suffisamment petit (r dépend de x*). 


2.2. Principe de l’application contractante. 


Théorème 1. Supposons que l'opérateur D applique une partie 
fermée Q d'un espace de Banach X dans lui-même et est une contraction 
dans le rapport q sur Q. Alors ® admet dans Q un point fire x* et un 
seul. Soit x, un point quelconque de Q. Formons la suite de 


tn = Ò (tna), n—=1,2,... (1) 


Alors {zn} Œ Q et ztn — x* pour n — œœ. De plus la vitesse de la con- 
vergence vérifie la majoration 


ln —at < NP (ro) — zo I (2) 


Démonstration. Puisque DQ c Q, on a {x,} € Q. Po- 
sons 0 = || z; — zo || = || D (z) — zo |l. L'opérateur D étant con- 
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tractant sur Q, on obtient successivement 
| £a — zı = || P (z1) — À (zo) I| < q I| z1 — zo Il = 8g, 
ts — z || = [D (z3) — D (z1) || S g I| z2 — zı I| <S 097, 
nn (3) 
În+1 — Tn || 097. 


Une justification rigoureuse de la majoration (3) peut être établie 
par récurrence. 

Cherchons à présent la majoration de || x,+1 — x, ||. À l’aide de 
l'inégalité triangulaire et de la formule de la somme d’une progres- 
sion géométrique on obtient 


l| n+p — Tn | < | Tn +p — Zn +p-1 | + 


+ || n+p- — Zntpro | +04. + I| Enti — tn I < 
N — gN+p n 
KOP og? + 0g = HEE CRT 
On a donc 
® (xo)—+ || q” 

Il Intp — Tn |l <L P4 Jal l (4) 
d’où il ressort que {xn} est une suite de Cauchy et (X étant complet) 
que {zn} converge dans X vers un x* € X. Puisque Q est fermé, on 
a x* EQ. 

Montrons que z* est un point fixe de D. L'opérateur ® est con- 
tinu sur Q, car c’est une contraction sur Q. En effet, si z” — x’, où 
x’, x” € Q, il doit y avoir aussi D (x”) — ® (x’) en vertu de la for- 
mule (3) du n° 2.1. Passons dans (1) à la limite pour n —+ œ. Comme 
In > z¥ř, on a x* = Ọ (x*) par continuité de ®. Ainsi donc, x* est 
bien un point fixe de ® sur Q. 

Montrons maintenant que x* est l’unique point fixe de ® sur Q. 


Soit x un autre point fixe de l'opérateur ® sur l’ensemble Q. Retran- 


chant les égalités x* = © (x*) et z = D (x), on obtient la majora- 
tion en norme 


at — X= | D (@&*) — D) Kalle* — TI. 


Cette inégalité n’est possible que si || z* — x || = 0, d’où T=", 
L'opérateur ® admet donc sur Q un point fixe et un seul. 

Il ne reste qu’à démontrer la majoration (2). A cet effet, il suffit 
de passer dans (4) à la limite pour p — oo. Le théorème est dé- 
montré. - 

Remarquons que le principe de l'application contractante est 
utilisé le plus souvent lorsque Q = X est l’espace tout entier et 


lorsque Q = S, (a) est une boule fermée dans X. Les propositions 
27% 
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correspondantes vont être formulées comme des corollaires du 
théorème : 


Corollaire 1. Soit D défini partout dans X et à valeurs dans X, 
où X est un espace de Banach. Si ® est une contraction sur X dans le 
rapport q, alors il a sur X un point fixe x* et un seul, tel que la suite 
(1) converge vers x* avec la vitesse (2) à partir de n'importe quel point 
To € À. 


Corollaire 2. Soit ® défini sur une boule fermée S, (a) de X 
et à valeurs dans X, où X est un espace de Banach. Soit ®© une con- 


ten, 


traction sur S, (a) dans le rapport q, et soit 


[D (a) — a |< (1 — a)r. (5) 


L'opérateur Ð admet alors dans S, (a) un point fixe x* et un seul, tel 
que la suite (1) converge vers x* avec la vitesse (2) à partir d'un point 
quelconque x€ S, (a). 

Le corollaire 1 est un simple cas particulier du théorème 1. Pour 
démontrer le corollaire 2, il suffit de montrer que ® applique la 


O 


boule S, (a) dans elle-même. En effet, six € S, (a), i.e. [x — a || < 
< r, on obtient 


D (z) — a || < I| ® (xz) — ® (a) || + I ® (a) — a |I| < 
<gz—-al+{—-gr<gr+({—-gr=r, 


puisque ® est une contraction sur S, (a) et en vertu de l'inégalité 


(5). Toutes les conditions du théorème 1 pour Q = S, (a) sont réunies 
maintenant, et le corollaire 2 est démontré. 

Remarquons que le cas du corollaire 2 est plus typique pour un 
opérateur non linéaire que celui du corollaire 1. Il arrive assez rare- 
ment qu'une équation non linéaire admette une solution unique (voir 
les exercices du n° 2.1). 

Citons une généralisation utile du principe de l’application con- 
tractante. Soit ® un opérateur non linéaire qui applique Q c X 
dans lui-même. Il admet alors une puissance n-ième (itération n-ième) 
pour tout n entier naturel. Posons ®? (x) = ® (0 (x)) pour x € Q. 
Si la! puissance "1 (x) est déjà connue, posons ®” (x) = 


= D (D (x)). 


Théorème 2. Soit ® un opérateur qui applique un ensemble fermé 
Q c X dans lui-même. Soit DO" une contraction sur Q pour un m 
entier naturel. L'opérateur ® admet alors sur Q un point fixe x* et un 
seul. Les approximations successives (1) convergent vers x* à partir de 
n'importe quelle approximation initiale x, €Q. 


Démonstration. Pour m = 1 on retrouve le théorème 1. 
Posons m œ> 1. Considérons la contraction ¥ = ®". En vertu du 
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théorème 1, l’opérateur ¥ admet sur Q un point fixe x* et un seul. 
Puisque Ÿ et ® sont permutables sur Q et que Ÿ (x*) = x*, il vient 


F (D (1*)) = D (F (1*)) = D (x*). 


Autrement dit, ® (x*) € Q est un autre point fixe de Ÿ. Or, on sait 
que Ÿ admet sur Q un seul point fixe x*, donc 


D (x) = x*, 
i.e. x* est en même temps un point fixe de ® sur Q. Montrons que D 
admet sur Q un seul point fixe x*. Si ® (x) = T, où z € Q, ona 


Y (x) = D" (x) = z. 
[l se trouve que x est un point fixe de ¥, d’où z = x*. Le théorème 2 


est démontré. 
Citons en conclusion encore un corollaire du théorème 1 pour le 


cas où D est un opérateur différentiable. 


Corollaire 3. Soit D un opérateur qui applique un ensemble con- 
vere fermé Q © X dans lui-même. Si ® est continûment différentiable 


sur Q et 
ID’) I<g<1 (6) 


alors toutes les propositions du théorème 1 ont lieu. 


Pour le démontrer, remarquons qu’en vertu du lemme 1 du n° 1.2 
l'opérateur D vérifie dans Q la condition de Lipschitz avec la cons- 
tante q € 10, 1, i.e. que P est une contraction sur Q. 


2.3. Principe de l'application contractante et systèmes d’équations 
algébriques linéaires. Le principe indiqué se trouve des applications 
importantes même pour un système linéaire de m équations à m 
inconnues, surtout lorsque m est grand et la règle de Cramer est 
inopérante. Nous nous bornerons à examiner ici deux méthodes de 
résolution connues d’un système d'équations linéaires. 

Soient H un espace unitaire de dimension m, y un vecteur donné 
dans H, et B € £(H). La solution de l’équation 


x — Br = y (1) 
est souvent cherchée par une méthode appelée méthode itérative simple 


(voir [21). Dans cette méthode la solution de (1) est cherchée comme 
limite de la suite de 


Zn = Bin +y, n=0,1,..., (2) 
l’approximation initiale x, étant donnée. Si x, —> x pour n — ©, 


où r, est solution de (2) et x celle de (1), on dit que la méthode ité- 
rative simple converge. 
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Utilisant le principe de l'application contractante, mettons 
l’équation (1) sous la forme 


x = Ọ (x), 
où Dr) = Be +y et D (r) — ® (2°) |= [Be — Bz" || < 
< |B I| iz" — z” Il. 
Si || B || < 1, l'opérateur ® est une contraction, et la méthode 
converge. Une condition plus générale de sa convergence est fournie 
par le théorème 2 du n° 2.2 dans lequel on considère l'opérateur con- 


tractant D, où k est un entier naturel. Nous laissons au lecteur le 
soin de vérifier qu’on a alors 


k 
D?(z) = B*z + D By 
i=0 


et que par suite 
I| D*(z") — D* (x) IS IBP I" — z” I. 
S'il existe donc un k tel que || B* || < 1, la méthode converge 


en vertu du théorème 2 du n° 2.2. On obtient ainsi la condition né- 
cessaire et suffisante (voir [2]): 


Théorème. Pour que la méthode itérative simple soit convergente 
pour n'importe quelle approximation initiale, il faut et il suffit 
que le module de toute valeur propre de l'opérateur B soit strictement 
inférieur à 1. 

Démonstration. La condition est suffisante. Soient À,,... 
.. . Àm les valeurs propres de B, peut-être non toutes distinctes. 
D'après la condition du théorème, il existe un g € 10, 1[ tel que 


Ail Sga i=1,...,m. 
= Prenons un ô >Q si petit que g + ô < 1 et considérons l’opé- 
rateur Ô 1B. Ses valeurs propres sont ôA; i = 1, ..., m. En 
vertu du théorème de Jordan (voir n° 1.2 du chap. VI), il existe 
dans H une base {e;}" composée de vecteurs propres et associés de 
6-1B, avec 
Ô-1Be, = A0 te, ô-!Be; = À;0 "le; + Œ ARTE TE 

i = 2,..., M, où @;-, = 0 ou 1. Multipliant par ô, on obtient 
les égalités 

Be, = lex, Be; = Aiei + Ô@i-ii i1=2,...,m. (3) 


Prenons un x € H qui se développe dans la base comme suit: 


m 
T = > iei. 
i=1 
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Compte tenu des formules (3), on montre par récurrence que 


m 


m-i 
Br= > AE e; + Ô 2 Qiies 


i=1 
m -2 


B?x = È Mbe; + 28 S Ajœ;Ëite; +ô? 2 Q;Ëi+2€; (4) 


i=1 


m m—1 
B'x = 2 AE e . + CL > AE lo E sue, + . >o 
i=1 i=1 


m—k 
. + ô’ 2 ŒiČi+kêis 
i= 


où Cm sont des coefficients binomiaux. Si m < s, on pose alors 
M=- 8 
> Aioib;sse; = 0. 
i= 
En se rappelant que | 4; | < q et en appliquant l'inégalité de Cauchy- 
Bouniakovski, on obtient 


| È AiaiEiraei [<a 2 | Eits IIe: IIS g'a (2), (5) 
où 
a= (2 E PD e)”. (6) 
Proposons-nous de majorer (4). Compte tenu de (5) on a 
|| B*x || < (q + 8)* a (x). (7) 


Remarquons maintenant que la fonctionnelle æ (x) définie par 
(6) vérifie tous les axiomes de la norme. Or, H étant de dimension 


finie, toutes les normes sur H sont équivalentes. Il existe donc une 
constante c œO telle que pour tout x EH on a a (x)<c|iz ||. 
Compte tenu de (7), on en déduit la majoration 


| B*x I< c (q + ô) Iz ll, 


. I| BË |I < c (q + 6. Puisque q + ô< 1, il suffit de prendre k 
assez grand p pour que || B* || < 1, et la méthode d'itération simple 
converge. 

La condition est nécessaire. Soit À une valeur propre de B telle 
que [À | > 1. Soit p un vecteur propre de B associé à À. Prenons 
dans (2) comme approximation initiale x, = x + ọ, où x est solution 
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de (1). Alors 
zı = Bza + y = Bz + y + Àp = x + À, 
Lo = Br, + y = x + À, 


Ln = xL + À"Y. 
Si |à | => 1, on a x, x pour n — œ, si bien que la méthode 
d’itération diverge. Le théorème est démontré. 


Remarque 1. Si B est un opérateur auto-adjoint dans A, 
on a | B || = max |à; |< q < 1 (voir le corollaire 1 du n° 1.4, 


? 

chap. VI), et l’opérateur ® (x) = Bz + y est une contraction. 

Remarque 2. Le théorème précédent se laisse énoncer autre- 
ment: pour que le rayon spectral ro (B) de l’opérateur B soit infé- 
rieur à 1 (voir n° 2.2 du chap. VI), il faut et il suffit que le module 
de toute valeur propre de B soit strictement inférieure à 1. 

Considérons maintenant la méthode de surrelaxation décrite dans 
[3]. Pour résoudre l'équation 

Ar =y (8) 


dans laquelle y €H, A € £(H), H étant un espace unitaire de 
dimension m, on l’amène généralement à la forme (1) par des procé- 
dés différents. Par exemple, soit dans H une base orthonormée par 
rapport à laquelle (4) est l'écriture matricielle d’un système d’équa- 
tions linéaires 


TtT = (é:)7, y = ni)r, À — (aij)ij=1 
Supposons ensuite que À soit un opérateur auto-adjoint réel, i.e. 
que a;; soient réels et a;; = a;;, et supposons de plus que À soit 
défini positif, i.e. que (Ax, x) œQ pour x = 0. Décomposons la 
matrice À en somme de trois matrices: 


A=C+A+D, (9) 


où C est une matrice trigonale inféricure à gauche, D une matrice 
trigonale supérieure à droite et A une matrice diagonale. Plus exacte- 
ment, Ci; = a;i; pour i >j et ci; = 0 pouri Sj; hi = a;etk;; = 0 
pour i Æ j ; di; = a;; pour i < jet a;; = 0 pour i > j. 
Mettons l'équation (8) sous la forme 
(A + oC)z = [(1 — o) A — oD] x + oy, (10) 


où œ œQ. Puisque la matrice À + oC est inversible, l'équation (10) 
se laisse transformer en 

z = Bax + © (A + oC)™ y, (11) 
où B= (A; + oC) [1 — o) A — oD]. 
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Montrons que pour O < © < 2 toute valeur propre de la matrice 
Ba est strictement inférieure à 1 en module. Soit en effet À sa valeur 
propre et ọ un vecteur associé à À. On a 


[( — ©) À — oD] ọ¢ = À (A + oC) y. (12% 
Compte tenu de (9), on peut mettre (12) sous la forme 
[(2 — ©) À — oA + o (C —D)lp = 
= À [2 — ©) À + oA + o (C — D)] o. 


Multiplions cette égalité scalairement par ọ. Puisque ((C — D) , 
ç) = 0, il vient 
1 = 7%) g, p)—o (Ap, P) 
(2—0) (Ag, ?)+0(4p, p)’ 


Comme (A, ¢) > 0 et (A, ®) > 0, on a [À | < 1 pour w € 
€ 10, 21. D'après la méthode itérative simple, la méthode de sur- 
relaxation, i.e. la méthode des approximations successives pour: 
l’équation (11), converge pour toute approximation initiale 
si 0 < œ < 2. La quantité © s appelle facteur de relaxation. Un choix 
judicieux de œ peut accélérer sensiblement la convergence des appro- 
ximations successives (voir [3]). 


2.4. Théorèmes d’existence et d’unicité de la solution du problème- 
de Cauchy pour une équation différentielle dans l’espace de Banach. 
Grâce au principe de l'application contractante, on arrive à donner 
une démonstration bien simple aux différents théorèmes d'existence 
et d’unicité de la solution du problème de Cauchy pour une équation: 
différentielle. 

Les équations différentielles seront considérées dans l’espace de 
Banach : en effet, la démonstration ne se complique nullement mais: 
l'écriture abstraile permet de cerner une classe plus vaste de pro- 
blèmes appliqués. Il s’agira d’une équation différentielle de la forme 


TE =F (6, 2), (1) 


où F(t, x) est un opérateur non linéaire de deux variables: une 
variable réelle t > 0 et une variable x appartenant à un espace de 
Banach X. Les valeurs de F sont aussi toutes dans X. On formule 
pour (1) le problème de Cauchy, ce qui revient à imposer comme: 
condition initiale 


£ lo = à (2) 


(a €X). 


Théorème 1. Soit F (t, x) continu en t sur [0, 6] pour tout x donné: 
tel que I x —a || <r. Supposons que pour t € [0, O] et x tel que: 
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{zx —a |< r l'opérateur F (t, x) vérifie les conditions suivantes: 


IE (, x) |S c, (3) 
| E (t, z1) — F (t, za) || S m || z2 — z Il- (4) 
Le problème de Cauchy (1)-(2) admet alors sur [0, 6,}, où 
. 1 
0, = min (>s -=> o), (5) 


une solution x (t) et une seule, telle que || x (t) — a || <r sur [0, 0,1. 


Démonstration. Soit x (t) solution du problème (1)-(2), 
i.e. une fonction vectorielle qui est continûment dérivable sur 
40, 6,1, 8, < 0, vérifie identiquement (1) sur [0, 6,] et satisfait à la 
condition initiale (2). Portons x (t) dans (1) et intégrons l'identité 
obtenue sur [0, t] compte tenu de (2). On voit que x (t) vérifie l’équa- 
tion intégrale 

t 
z(t)=a+ | F (s, zx (s)) ds (6) 
0 


Réciproquement, soit x (t) solution de (6) continue sur [0, 0l. 
Remarquons d’abord que la fonction vectorielle F (s, x (s)) est con- 
tinue sur [0, 0] pour s € [0, 8,1. En effet, x (s) est continue, F (t, x) 
est continu en t et l’on a la majoration qui découle de la condition 
de Lipschitz (4): 


I E (s, x (s)) — F (so, £ (So)) I| < IIE (s, z (s)) — F (s, x (s0)) I| + 
+ IF (s, x (s0)) — F (So, z (so) | S m || z (s) — z (so) Il + 
+ IE (s, £ (so)) — F (So, & (So)) Il. 


Si s, So € [0, 0,] et s —> Sọ, le second membre de la dernière iné- 
galité tend vers zéro, si bien que F (s, x (s)) est continue en tout point 
de [0, 0,]. D’après (6), il en découle que z (0) = a, que z (t) est dé- 
rivable sur [0, 0,] et que z’ (t) = F (t, x (t)) (voir chap. VI, n° 3.2, 
propriété 8). Ainsi donc, x (t) est solution du problème (1)-(2). 

Chercher la solution du problème de Cauchy (1)-(2) revient donc 
à chercher une solution continue de l'équation intégrale (6). Puis- 
qu'il en est ainsi, introduisons l’espace de Banach Cx [0, 6,1 des 
fonctions vectorielles x (t) continues sur [0, 6,}, à valeurs dans X, 
de norme 


| z (t) |= max || x (t) |le 
[0, 61] 


Considérons dans Cx [0, 6,] la boule fermée 
S, (a) = {x (t) E€ Cx [0, 01l; Iz (t) — all <r} 
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L'opérateur non linéaire 
t 
® (x) = a + | F (s, x (s)) ds (7) 
0 
applique S, (a) dans lui-même, car 


IP (z)—a|= max | 
» 61] 


Oh 


F (s, x(s)) ds |< 


t 
< max | IIF (s, z(8)) || de <r, 
[0, 01] 0 


puisqu'on a l'inégalité (3) et que 9, se définit par (5). De plus, ® (x) 
est une contraction sur S, (a), car, d’après (4), 


1D (2) — O (z) |= max | | [F (s, 2 (9) —P (s, a (8))1 ds |< 


[0, 61] 


t , 
< max [IF (s, z (8))—F (s, 2 (s)) I| ds< 
[0, 01] 0 


<An | z, (s) — x (s) |= g | z1 — 23|, 


où q =Q m <1 (voir (5)). 

En vertu du principe de l'application contractante, l'équation 
(6) admet dans la boule S, (a) une solution z (t) € Cx [0, 0,] et une 
seule. Le théorème 1 est donc démontré. 

Un inconvénient de ce résultat est que la solution x (t) du pro- 
blème (1)-(2) n’est pas définie sur tout [0, 0] mais localement sur 
[0, 6,1, où 8, vérifie l'égalité (5). L'exemple du problème de Cauchy 
pour l'équation différentielle ordinaire dx/dt = x?, x (0) = 1, dont 


. P 1 
la solution exacte s'écrit sous la forme x (t) =; montre que 


dans le cas général l’existence de la solution du problème (1)-(2) 
ne peut être garantie « globalement », i.e. sur [0, 6] tout entier. 
Quitte à soumettre F (t, x) à des conditions plus restrictives, on 
arrive à démontrer l’existence et l’unicité de la solution du problème 
de Cauchy (1)-(2) sur [0, 0]. 


Théorème 2. Supposons que l'opérateur F (t, x) soit continu en t 
sur [0, Ol pour tout élément x donné de X et qu'il vérifie la condition 
de Lipschitz (4) pour ces mêmes valeurs des variables. Le problème de 
Cauchy (1)-(2) admet alors sur [0, 0] une solution et une seule. 


Nous donnerons deux variantes de démonstration, dont chacune 
est simple mais instructive. 
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Démonstration 1. Comme dans le théorème 1, ramenons 
le problème (1)-(2) à une équation intégrale équivalente (6 )). Consi- 
dérons dans l’espace de Banach Cx [0, 6] un opérateur intégral 
®D (x) défini par l'égalité (7). Nous avons la majoration 

t 
[D (x) — O (x) |< m | I| z4 (s) — 22 (8) || de< mt | z, — z, |. 
0 
Par ailleurs, on a 
t 
i D? (2) — P? (a) <m | 11 D (1 (5) — D (a (8) I ds < 
0 


242 
m“t 
<m? | slz (9—2, (8) I| de — tal 
0 


Les majorations successives nous conduisent par récurrence à 
ma)" 


|| P” (cs) — P” (x3) I| < 


| 1 — z|. 


Passant au maximum sur [0, 0], on obtient 
p? D? (m0)” 
|P” (2,1) — D” (23) |< ~;r — 2 |. 


Puisque (m0)”/n! — 0 pour n —> œ, en prenant un n suffisamment 
grand pour que (m8)"/n! = q < 1, on voit que D" est une contraction 
sur Cx [0, 0]. La proposition du théorème 2 ressort maintenant du 
théorème 2 du n° 2.2. 


Démonstration 2. Munissons l’espace de Banach 
Cx [0, 6] d’une norme équivalente: 
[x (t) |n = max || e™ zx (t) |]. 
[0, 0] 
Montrons que l'opérateur intégral ® est une contraction au sens 
de cette nouvelle norme. En effet, 


I| © (21)— D (z3) || <m | II æ (8) — 2 (8) I| "e" ds< 
0 
t 
<m | e” ds] z4 — as Im = (6° —1) | 23 — 2 lm- 
0 


Multiplions cette égalité par e-"#?. Il vient 
emt | D (xs) — D (z3) || < (1 — ET) | z1 — z lm- 
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Passons enfin aux max sur [0, 6]: 
|D (xs) — D (x3) |n < (1 — ES) | z4 — £3 lm- 


Ainsi donc, ® est un opérateur contractant. Le théorème 2 est dé- 
montré. 

Exercice. Modifier l’énoncé des théorèmes 1 et 2 pour les 
Adapter au cas de: 

a) une équation différentielle ordinaire ; 

b) un système de / équations différentielles ordinaires à Z fonc- 
tions inconnues. 

Dans l’espace de Banach, considérons le problème de Cauchy pour 
l'équation différentielle linéaire 


= À ()x+y(t), 120, x(0)=a. (8) 


Soient y (t) une fonction vectorielle à valeurs dans X et A (t) une 
fonction opératorielle de Z(X) continues sur [0, +oof. 

Puisque max || À (H) | < +œ sur chaque [0, 0], il ressort du 
théorème 2 que le problème (8) admet une solution et une seule sur 
la demi-droite [0, +oof. Nous laissons au lecteur le soin de démontrer 
ce théorème d'existence et d’unicité. 


§ 3. Méthode itérative de Newton 


3.1. Description de la méthode. I. Newton a proposé une méthode 
efficace pour calculer les solutions de l'équation 


F (x) = 0 (1) 


dans laquelle F (x) est une fonction à valeurs réelles d’une variable 
réelle x. Plus tard la méthode de Newton a été adaptée aux systèmes 
d'équations (F (x) € E™, x € E™) et enfin généralisée aux espaces de 
Banach par l’académicien L. Kantorovitch. 

Soit F (x) un opérateur non linéaire défini dans un voisinage S 
d’une solution x* de (1), continûment différentiable dans S au sens 
de Fréchet. Supposons que F’ (x) soit continâment inversible dans S. 
La méthode de Newton consiste dans ce qui suit. On choisit une ap- 
proximation initiale x, € S suffisamment proche de x* et lon 
commence à calculer les approximations successives zp, n = 1,2,... 
par la formule 


In = En — [F (tn) Ft), n=1,2,... (2) 


Le lecteur trouvera dans le chapitre XVIII de [8] une théorie 
très complète de la méthode de Newton, plusieurs variantes de théo- 
rèmes de convergence des approximations successives (2) et des pro- 
cessus analogues, ainsi qu’un grand nombre de problèmes appliqués. 
La méthode de Newton est très utilisée actuellement pour les cal- 
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culs pratiques. Son principal avantage est la convergence rapide 
(sous certaines hypothèses) des approximations successives (2) vers 
la solution x*. Cette méthode reste applicable aussi lorsque l’équa- 
tion (1) admet plus d’une solution. 

Nous allons décrire la métho- 
de de Newton pour quelques cas 
élémentaires. Supposons d’abord 
que la variable x soit réelle, de 
même que les valeurs de F(x). 
Soit F (x) strictement croissante et 
convexe vers le haut (fig. 21) dans 
un voisinage de x* (on peut aussi 
considérer d’autres cas où la fonc- 
tion est strictement monotone et 
convexe). ÆEtablissons-nous sur 
une approximation initiale x, suf- 
fisamment voisine de z*. Mettons 
en équation la tangente à la cour- 
be y = F (x) en (ro F (0): Fig. 21 
y = F (to) + F (to) (£ — to). 
Le point x, en lequel la tangente coupe l’axe des abscisses a comme 
ordonnée y = 0, tandis que-son abscisse est fournie par la formule (2} 
en y mettant n = 1. Traçons ensuite la tangente à la courbe y = 
= F (x) en (x,, F (x;)); la formule (2) nous donne x, pour n = 2, 
et ainsi de suite. Finalement nous obtenons une suite {x,} qui con- 
verge très vite vers x* si | x, — x* | a été suffisamment petit. Dans 
le cas considéré la méthode de Newton est appelée généralement 
méthode des tangentes. 

Soient maintenant x, F (x) € E™. Si fi (xs, ..., mhi = 1, ... 
..., Mm, sont les fonctions coordonnées de F (x), l'équation (1) ré- 
sume le système d'équations 


fi (Lis ces Zm) = 0, i = Í, eo o M 


La dérivée F’ (2) = (2 ôf: IO. H 3 est la matrice jacobienne et 
[F' (xl! la matrice inverse. Les formules (2) représentent donc 


l'écriture matricielle des approximations successives de Newton 
dans E”. 


3.2. Théorème de convergence. La convergence des approximations 
successives de Newton se démontre en plusieurs variantes, dont nous 
allons décrire une qui est commode pour les applications. L'existence 
de la solution x* n’est pas supposée mais démontrée, tandis que la 
question d’unicité de la solution dans la boule considérée n’est pas 
discutée. 
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Théorème. Supposons que l'opérateur F (x) soit différentiable 
dans la boule S, (x) et que sa dérivée y vérifie la condition de Lipschitz 
avec la constante l. Supposons ensuite que l'opérateur F’ (x) soit con- 
tinâment inversible dans S, (x,) et qu’il existe une constante m > © 
telle que 

ROIS IE (1) 


dans S, (x,). Soit enfin || F (zo) | < n. Alors, si q =5 m°ln < 1 et 


oo 
r'=m X g-1<r, (2) 
k=0 


l'équation F (x) = O a une solution x* € S, (£o) vers laquelle con- 
vergent les approximations successives de Newton x, à partir de zo 


avec la vitesse 
g-i 


Il En — 2 [<m ° 
1 — — g?” 


Démonstration. Introduisons les notations abréviatives 
T (x) = [F (1), In =T (z,), Fn =F (2n), Fa = F' (x). 


Les approximations successives de Newton s'écrivent dans ces nota- 
tions comme suit: 
Ln +1 = Ln — T nE ns n = 0, 1, 2, e © o (3) 


Montrons d’abord que {xz } € Sp, (£o), 21 — z = lof et que 
donc || zi — zo || < mn. Il ressort de (2) que x, € S, (£o). Ensuite 
on a F, + F? (£, — ze) = 0, d’où 
Fi = F — Fo — Fe (31 — 20) = 

= F (21) — F (£o) — F” (£o) (ti — To). 


Compte tenu de l'inégalité (3) du n° 1.2, on obtient 
1 
TAESTEN 


Raisonnons maintenant par récurrence. Supposons démontré que 
Zn E Sy (£o) et qu’on a les majorations 
n=1 
|| Tn — Tn- |< mng? 1, (4) 


4 
ll Fan IS- l Il En~ n-i |2. (5) 


Montrons qu’on a alors 
n 
|| Tn+1— Tn |< mng? -1, (6) 
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d'où Za ES, (£o), et que 


1 
Il Enti IS L l Ent — Zn Il’. (7) 
En effet, il découle de (3), (1) et (4) que 
— ií 
Il Enti — Tn || = || Pr Sm || En Km an — Ena PK 


<5 ml (mn)? g2”-2 = mn (+ m?ln ) g?”-2 = myg?”-1. 


La formule (6) est démontrée. 
Nous avons ensuite d’après (3) 


Fr + Fn (n+ — Tn) = 0, 
<e qui nous donne pour F,+4: 
Fri = nt — Fn — Fn (n+ — 2n) = 
= (tnt) — E (an) — E (2n) (Enti — Tn). 
On a donc d’après l'inégalité (3) du n° 1.2 


1 
Il Fa: ESDH. ll Tatin 112. 


L'inégalité (7) est démontrée elle aussi. 
Montrons à présent que {x,} est une suite de Cauchy. L’inégalité 
triangulaire et la majoration (6) nous donnent 


Íj Ln+ p— Zn KA ntp —Ln+p1 ll + Tn+pr1 —Lnrpoll +... 
N+D— k 
-e Hll Enr — tnl Km À g-i. (8) 
k=n 


On voit donc que || £%n+p — £n || — 0 uniformément par rapport à p 
pour n —> œo, car la série 


OO 


2 g-1 

k=0 
est convergente. Ainsi donc, {x,} est une suite de Cauchy, qui con- 
verge car X est complet. Soit x* la limite de {x,}. Puisque S, (£o) 
est fermé, si {zn} € Sp (£o), on a aussi x* € S,” (x) 

Montrons que x* est solution de l'équation F (x) = 0. Il suffit 
de passer dans (3) à la limite pour n —> œ: il vient x* = x* — 
— T (x¥) F(x*), d'où F (x*) = 0, parce que L'(x*) est inversible. 
Passant dans (8) à la limite pour p — œ, on obtient la majoration 
suivante pour la vitesse de convergence de {x,} vers x*: 


+ 00 
let Sn 2 g-t (9) 
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Appliquons maintenant l'inégalité élémentaire 2° >1 + s 
qui vaut pour s = 0, 1, ... Posons dans (9) k = n + s. Comme 
q € ]0, 1[, la formule de la somme de la progression géométrique 
nous donne alors 

+00 + 00 on_1 
aa, <mn D gt mg D ge = 


27 © 
s=0 s=( 1— q 


Le théorème est complètement démontré. 


3.3. Méthode de Newton modifiée. Voici une modification des 
approximations successives de Newton: 


Inti — Un — [F” CA] ES à (Zn); n = 0, 1, 2, ... (1) 


L'avantage des formules (1) est de simplifier les calculs : l’opérateur 
inverse ne se calcule maintenant qu'une fois pour toutes. Mais elles 
ont l’inconvénient de converger moins vite que la méthode itérative 
de Newton, ce que nous allons voir. 


Théorème. Supposons que, dans la boule S, (xs), l'opérateur 
F(x) soit différentiable et que sa dérivée vérifie la condition de Lipschitz 
avec la constante l. Supposons ensuite que F'(x,) soit continûment 
inversible et que || [F (xo) > || < m. Soit enfin || F (xo) | <. Alors, 
si 2m°ln < Â et 


r 1 — V1—2m°in 


r'= - <T, (2) 


léguation F (x) = O admet une solution et une seule x* € S, (£o) 
vers laquelle convergent les approximations successives de Newton modi- 
fiées (1) à partir de x, avec la vitesse 


TA V1—2m2in)" 
USE me 
Démonstration. Montrons d’abord que l’opérateur 

Dix) = x —[F' (x)|! F (x) applique la boule S,» (x) dans elle- 
même. On a en cffet, compte tenu de la majoration pour [F’ (x)=, 
de l'inégalité (3) du n° 1.2, de l'inégalité triangulaire et de la majo- 
ration pour F (xo): 
I D (x) — zo || = || IE" (£o) [F (x) — F” (x) (£ — 2) 

<m || F (x) — F (x) — F” (x) (£ — £o) + F (x) IIS 

<M || E (x) — F (x) — E” (£) (£ — z0) I| + m || F (2o) Il < 

1 


<gm e—a (eme mire mnt, 
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car r’ est la plus petite racine de l'équation quadratique (voir (2)) 

_ mir'2—r" + my =0. 

Montrons maintenant que l’opérateur Ð est une contraction sur 

Sr (£o). On a la majoration -Ț | 

D (2) =Z — F’ Got F’ (2) I = I LE’ (2) E" Go) — P” GIE 
<ml||r— zr || <mlr' =1—V1—2mN< 1. 


Ainsi donc, toutes les conditions du principe de l'application con- 
tractante sont réunies dans S, (x,), d’où l’on déduit l'existence et 
l'unicité de la solution x* dans S, (x,) et la convergence de {zn} 
vers x*. On a ensuite q = 1 — Vi — 2m’?! M t- — n17 = V1 — 2mln , 
et || D (zo) — xo I| = HF" GT F (£o) I| S 

La majoration (2) du n° 2.2 caractérise la vitesse de convergence 
des PRO S successives: 


Il 


Le théorème est donc démontré. 


— V1 —2m?m)” 
yi — 2m? 


3.4. Un exemple d’application de la méthode de Newton. Considé- 
rons le problème aux limites 

—x" +f(t,x)=0, 0<i<Ii, (1) 

z (0) = ao, x (1) = œe (2) 

Pour simplifier, supposons que la fonction f(t, x) soit continue, 

ainsi que sa dérivée partielle fą (t, x), dans la bande ż € [0, 1}, 


x € l—oo, +l. Ecrivons (1)-(2) sous forme opératorielle. Introdui- 
sons à cet effet deux espaces de Banach X = C*la, bl, Y = 


= C [a, b] + E? et normons X et Y par 
|| z || x = max [x (t)| + max |z” (6), 
[0, 4] [0, 1] 


Iy lly =max AOES AAETH 


= {h (t); as, a} EY. 
| Soit ensuite F (x) un opérateur non linéaire de X dans Y tel que 
F (x) = {—z" (t) + f (t, x (t)); x (0) — ao, x (1) — a1}. (3) 
Le problème (1)-(2) se réduit désormais à l'équation opératorielle 


F(x) = 0. 
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On s’assure maintenant sans peine que l'équation 
FT (x)2 = y, 


dans laquelle Æ’ (x) est la dérivée de Fréchet de F en x, définit un 
problème linéaire aux limites: 


—z" + fs (t, z (#2 = (0), 
z (0) = ap 2(1) = a. 
L'expression F’ Oa s se définit donc par 
F’ (z) z = {—z" (t) + fa (t, æ (t) z (t); z (0), z(0} (6) 
Il vient alors 
F' (u) z — F’ (w) z = {lfe (t, u ()) — fa (t, v (0)] z (t); 0, 0} 
et donc 


I E (u) — F G@) I = max | fx (t, u (t)) — fx (t, v (t)) | (6) 


(4) 


Passons aux approximations successives. Supposons que zo (t) 
soit une approximation initiale suffisamment bonne de la solution 
du problème (1)-(2), i.e. que || F (zo) || < ù, où n est suffisamment 
petit. D’après la formule (3), cela signifie que 


max | — 25 (f (4 so (0) + 


[0, 
+V (zo (0) — a)? + (zo (1)— a) En (7) 
Considérons dans l’espace X la boule S, (zo), i.e. l’ensemble de 
tous les x (t) € X pour lesquels 


max |z (t) — zo (t) | + max | z” (t) — z; (H) I <r, 
[0,11 [0,11 


et supposons qu'on a dans cette boule pour u, v quelconques 
| fx (t, u ()) — fx (t, v GE) | Sl |u (t) — v (t) |. (8) 
La condition de Lipschitz est à fortiori vérifiée, conformément à 
(5), dans S, (zo): 
|F’ u) — FI Eu —v |l. 


Demandons ensuite que les solutions z du problème (4) vérifient à 
priori, pour tout x € S, (xs), la majoration 


lz lla <m (Ilh Il +V aê -+ ai). (9) 
On a donc toujours dans Sp (zo) la majoration 
|| [F GA < m 
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et l’on comprend la signification des constantes l, n, m qui intervien- 
nent dans les énoncés des théorèmes relatifs à la méthode de Newton 


dans les n° 3.2 et 3.3. 
Ecrivons les formules des approximations successives. Pour la 
méthode itérative de Newton, il est commode de poser 


F’ (tn) tni = E (an) tn — F (2na), n=1,2,... 


Compte tenu des formules (3) et (5), on obtient une suite de problè- 
mes linéaires aux limites 


—Ln4i F x (t, £n (t)) Inya = fx (t, £n (t)) Zn 6) — f (t, £n (t)), 
Tn+1 (0) = Qo, Zn+1 (1) = 1, n =0, 1, 2, ... 


Remarquons qu'une telle linéarisation (substitution d'une suite 
de problèmes linéaires au problème non linéaire de départ) ne suffit 
pas à résoudre pratiquement le problème. Les solutions des problèmes 
linéaires sont généralement cherchées par des méthodes aux diffé- 
rences ou par la méthode de Galerkin. 

Ecrivons enfin les formules des approximations successives selon 
la méthode de Newton modifiée : 


—Ln+1 F fa (t, Lo (t)) Inti = fx (t, Lo (t)) Zn (t) — f (t, £n (6), 
Zn +1 (0) = Qo, Ln+1 (1) = A n = 0, 1, 2, e. 


Exercice. Soit un problème aux limites 
x" + t£ = t, x(0) = x (1) = 0. 


Chercher x, (t) et x, (t) par la méthode de Newton modifiée en posant 
Zo (t) = 0. Chercher x, (t) en posant x, (t) = t. 


$ 4. Principe de Schauder 


Dans ce paragraphe nous considérons encore un principe du 
point fixe, dû à E. Schauder. A côté du principe de l'application 
contractante et de la méthode itérative de Newton, le principe de 
Schauder est très employé pour démontrer l’existence de la solu- 
tion d’une équation non linéaire. 


4.1. Théorème du point fixe de Brower. Commençons par un 
exemple élémentaire. Soit f (x) une fonction continue sur [0, 1] 
qui applique [0, 4] dans lui-même, i.e. telle que 0<f(x) 1 
pour tout x € [0, 1]. Montrons que l’application f admet alors sur [0,1] 
un point fixe zo, i.e. que f (xs) = to. En effet, considérons sur [0, 1] 
la fonction ọ (x) = x — f (x). On a ọ (0) = —f (0) <0 et p (1) = 
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= 1 — f (1) = 0. Si f (0) = 0 ou f (1) = 1, alors f admet comme 
point fixe z = 0 ou z = 1 respectivement. Si par contre f (0) > 0 
et f (A) <1, a ọ (0) < 0 et p (1) >Q, si bien qu’on peut appli- 
quer le théo rèm e des valeurs intermédiaires selon lequel il existe 
un point EE] 0. LT, où o Ẹ) = 0, i.e. f (Ẹ) = £. Nous avons donc 
démontré l’existence d’un point fixe de f dans le cas considéré. 

Exercice 1. Montrer que la fonction f (x) = 2x (1 — x) 
applique [0, 1] dans lui-même. Chercher ses points fixes sur [0, 11]. 

Il se trouve que l'exemple précédent se laisse généraliser à un 
espace de dimension n. 

L. Brower a démontré le théorème suivant du point fixe: 


Théorème 1 (Brower). Soit À un opérateur qui applique dans elle- 
même la boule unité S = {x € E”: || x || <1} de l’espace euclidien 
E” de dimension n. L'opérateur À admet alors un point fixe dans S. 


On démontre généralement le théorème de Brower à l’aide d’un 
raisonnement topologique assez délicat (voir [17], [9]), à l’exception 
de [4] où l’on trouveune démonstration fondée sur les méthodes d’ana- 
lyse classique dans Æ”. Toutes les démonstrations connues du théo- 
rème de Brower sont compliquées, et nous nous abstiendrons de les 
donner ici. 

Nous aurons besoin du théorème de Brower sous une forme un 
peu plus forte. Introduisons d’abord quelques notions d'analyse con- 
vexe (voir n° 1.7 du chap. Í). 


Définition 1. Soit dans un espace de Banach X un ensemble fini M 
M = {rx EX: i=1,...,n}. (1) 
n 
L'ensemble de toutes les combinaisons linéaires possibles `) Aiz, 
où tous les À, > 0 et à A; =1, s'appelle enveloppe convexe de M et 
se note Co(M). 


Exercice 2. Montrer que Co(M), où M est défini par (1), 
est un ensemble convexe et fermé. 

Exercice 3. Montrer que si dans (1) z; ED,i—1,...,n 
et D est un ensemble convexe, alors Co(M)e D. 


Définition 2. On appelle corps convexe un ensemble convexe fermé 
qui a au moins un point intérieur dans un espace de Banach X. 


Exercice 4. Montrer que l'enveloppe convexe Co(M) de 
l’ensemble M = {0, x,, ..., £n} dont les éléments zı, ..., x, 
forment une base dans l’espace de Banach X est un corps convexe 
dans X. 
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n 


Indication. Vérifier que le point z =; Nz; est un point 
i=1 


intérieur de l’ensemble Co(W). 
Citons en conclusion la variante forte du théorème de Brower 
dont on trouve la démonstration dans [8]: 


Théorème 2 (Brower). Soit Q un corps convexe borné dans un 
espace de Banach X de dimension n. Alors tout opérateur continu À 
appliquant Q dans lui-même admet un point fixe dans Q. 


4,2. Opérateurs compacts non linéaires et leurs approximations. 
A la différence du $ 2 du chap. V où nous avons étudié les opérateurs 
compacts linéaires, dans ce paragraphe nous donnerons quelques 
notions utiles sur les opérateurs compacts non linéaires. 


Définition. Soient X, Y deux espaces de Banach et À un opé- 
rateur non linéaire défini sur D (4) X à valeurs dans Y. On dit 
que À est compact sur D (A) s’il est continu sur D (A) et si à {out 
ensemble borné de D (A) il fait correspondre un ensemble compact 
dans Y. 


Exercice 1. Soient X, Y deux espaces de Banach de di- 
mension finie. Montrer que tout opérateur continu À : X + Y 
est compact. 

Exercice 2. Soient X, Y, Z trois espaces de Banach, F: X — 
—> Y un opérateur borné et continu et A: Y —> Z un opérateur com- 
pact linéaire (A € o (Y, Z)). Montrer que l'opérateur AF est com- 
pact. 

Introduisons les opérateurs de Schauder (projecteurs non linéai- 
res) afin d'approcher un opérateur compact non linéaire A. Suppo- 
sons que À soit continu sur un ensemble borné DE X et que l'en- 
semble A(D)c Y soit compact. En vertu du critère de Hausdorff 
(voir n° 1.3 du chap. V), il existe pour tout e > 0O un ensemble 


M, = {y: € A (D), i—1,..., n} 


qui est un e-réseau fini de À (D), i.e. de la fermeture de A(D). Con- 
sidérons un opérateur À, appliquant D dans Y et tel que pour x € D 


> Hi (x) Yi 
A a) =, (1) 


N (x) 

i=1 
où um; (x) = 0 si | Ar —y: |> e et px) = e — || Az — y: |l 
si || Ax — y; || < e. L'opérateur À, est souvent appelé e-projecteur 
de Schauder. 
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Exercice 3. Montrer que À, est continu sur D (profiter de 
la continuité de la norme). 

Examinons certaines propriétés de l'opérateur À .. 

Propriété 1. Ona || À (x) — 4. (x) || < £ pour tout z ED, 
i.e. À, approche À sur D à e près. 


En effet, 
D wwa X mwyn È me) [A e) y: 
A (2) — A (2) = 2 — 2 —— = = — —— 
> mix) > w; (2) DEC 
i=1 i=1 i=1 


Il en découle que 


D bi) I| 47 | 
| A (2) — 4: (2) | <=, 


D w (2) 
i=1 
où la sommation au numérateur et au dénominateur ne se fait que 


sur les à pour lesquels || Ax — y; || < e, car pour || Az — y; || > 
=> £ on au; (x) = 0. Donc 


3 


u; (z) e 
=g. 


IN 
it 


As 


|| À (x) — À (x) || 
bi (x) 


nl 
m> 


La propriété 41 est démontrée. 

Remarque. En construisant l’'e-projecteur A., au lieu de 
l’e-réseau fini de A (D) on peut prendre l’e-réseau fini d’un ensem- 
ble compact quelconque contenant À (D). 

Exercice 4. Montrer que tout opérateur compact A: DE 
€ X — Y, où X et Y sont des espaces de Banach, se laisse approcher 
par des e-projecteurs sur tout ensemble borné D, D. 

Avant de terminer ce n°, formulons encore une propriété de l’e- 
projecteur À, dont nous laissons la démonstration au lecteur : 

Propriété 2. L'ensemble des valeurs de À, est contenu 


dans Co(M,), où M, est l’e-réseau fini de A (D). 


4.3. Principe du point fixe de Schauder. A l’aide du théorème 
de Brower, on démontre différents théorèmes des points fixes 
des opérateurs non linéaires dans les espaces de Banach de dimen- 
sion infinie. Dans ce n° nous démontrerons le principe du point fixe 
de Schauder. 
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Théorème (principe de Schauder). Soit À un opérateur qui ap- 
plique une partie convexe fermée bornée D d'un espace de Banach X 
dans elle-même. Si À est compact sur D, il a un point fixe dans D. 


Démonstration. Raisonnons par l'absurde. Supposons 
que À n’admette aucun point fixe sur D ; il existe alors €, >> 0 tel 
que pour tout x € D 


| 4 (x) — x || > £ (1) 


En effet, s’il n’en est pas ainsi, il existe une suite {z } c D 
telle que 


| A (£n) — Zn | — 0, 7 — oo. (2) 


Or, l’ensemble A(D) étant compact dans X, on peut extraire de 


ments 


{A (x,)} une sous-suite {Az} convergeant vers un x, € À (D). 
Il ressort de (2) qu’on a de même za’ — x, pour n° — œ. De plus 


me 


xo E D, car À (D)C D et D est fermé. Posant n = n° dans (2), on 
obtient par continuité de A(x) que A(x,) = za; or, cela est faux, 
car À n’a par hypothèse aucun point fixe sur D. Ainsi donc, l’iné- 
galité (1) est vérifiée. 

Admettons désormais que 0 € D. Cette condition n’est pas res- 
trictive. En effet, soit yo € D. Considérons l’ensemble D, = D — y, 
et l’opérateur 


Aoz = À (x + Yo) — Yo 


Exercice. Montrer que D, est un ensemble fermé convexe 
et que À, est un opérateur compact. Si x, € D est un point fixe de À, 
alors zo + Yo E€ D, est un point fixe de Ao. 

Choisissons arbitrairement un e €] 0, e, [ (voir (41)). Soit M, = 


= {y; € A (D), i=1, ..., n} l’e-réseau fini de l’ensemble À (D). 
Cherchons dans M, la plus grande famille libre. On peut admettre 
que celle-ci est formée par les éléments de l’ensemble 


N, = fy,i=1,...,m}, m<n. 


Considérons l’espace de Banach Xm de dimension m qui est en- 
gendré par les éléments de N, et qui est un sous-espace de l’espace 
de Banach X. Soit ensuite K, = Co (0 U M) l'enveloppe convexe 
(voir n° 4.1) de l’ensemble réunion de O et des points de l’e-réseau 
fini M ,. Il est évident que À, Xm. Ensuite, il est évident que K, 
est un corps convexe dans X m, car Co (0 U VW.) K, (voir l'exercice 
1 du n° 4.1). De plus À,C D, car A (D)C D par définition et D 
est convexe (voir l’exercice 2 du n° 4.1). 

Introduisons l’opérateur À, qui est un e-projecteur de Schauder 
(voir n° 4.2) et considérons sa restriction à X.. D’après la propriété 2 
(voir la fin du n° 4.2) À, applique K, dans lui-même. Ensuite, 
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A. est continu (voir l'exercice 3 du n° 4.2). On peut donc appliquer 
à la restriction de À, sur K, le théorème 2 de Brower selon lequel 
l'opérateur À , admet un point fixe x, € K,, de telle sorte que À (£) = 
= x.. D'après la propriété 1 de l’opérateur À, (n° 4.2) on a 


[A (te) — z || = || À (x) — À: (£e) | S €. 


Cela contredit (1), car nous avions choisi e €] 0, €, [. Par con- 
séquent, l'hypothèse que À n’a aucun point fixe sur D est fausse. 
Le théorème de Schauder est démontré. 


Corollaire. Si l'opérateur continu A applique une partie fermée 
convexe (éventuellement non bornée) D d’un espace de Banach X dans 
un ensemble compact D, € D, À admet un point fixe sur D. 


En effet, D, étant compact, il existe dans X une boule Spg (0). 
D D, (voir le corollaire 2 du n° 1.4, chap. V). La restriction de À 


à D N Spr (0) vérifie alors les conditions du principe de Schauder. 


4.4. Exemples d'application du principe de Schauder. Citons deux 
exemples où ce principe est utilisé pour démontrer l'existence de la 
solution d’un problème non linéaire. 

Exemple 1. Considérons un problème aux limites pour une 
équation différentielle ordinaire non linéaire du troisième ordre 
qu’on rencontre en mécanique des fluides (problème modèle de la 
théorie de la couche limite): 


L'” + xx" =0, 0O<t<A, (1) 
x (0) =a, x (0)=b, xl) = c. (2) 
Nous allons réduire le problème (1)-(2) à une équation intégrale- 


équivalente pour appliquer ensuite le principe de Schauder. Tout 
t 


d’abord multiplions (1) par exp{ |z (s) ds} et intégrons l'égalité- 
ò 
obtenue. Il vient 


z” (t) =K exp{ — x (s) ds}, 


D E o 


où K = x" (0). Intégrons deux fois cette égalité compte tenu des- 
conditions initiales (2). Il vient 


t T 


z(t) =a+bt4K | | exp {— z (s) ds} do dr. 
0 


0 0 


En y portant t = 1 et en faisant intervenir la condition aux limites- 
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{2), on obtient 


c—a—b 
K= ir o ° 
{ f exp {— Í z (s) ds} do dx 
0 0 0 


On a donc une équation intégrale pour z (t): 


tr [6] 

| f exp {— \z(s)d s} do dt 
z()=a+bt+ (c—a—b) mMm. (3) 

| f exp {— Í z (s) ds) do dt 

0 0 Ò 


Exercice 1. Montrer que toute solution continue sur [0, 4] 
de (3) est trois fois continûment dérivable sur [0, 1] et est solution 
du problème aux limites (1)-(2). Réciproquement, toute solution 
(classique) du problème (1)-(2) est solution de (3). (Démontrer !) 

Soit F (x) l'opérateur intégral résumant le second membre de 
l'équation intégrale (3). Montrons que F(x) applique la boule S, (0) c 
© C [0, 1] dans elle-même si r= |aļ +ib] e —a —b |. 
En effet, puisque le rapport des intégrales dans le second membre de 
(3) est positif et inférieur à 1, on a 

IFGI<lal+ibl+ic—a—-bl=r (4) 
pour tout x € C [0, 1] et à fortiori pour x € S, (0). 
Montrons maintenant que F (x) est un opérateur compact sur 


S, (0). Utilisons le théorème d'Arzelà (voir n° 1.6 du chap. V). 
D'après la majoration (4), l’ensemble des fonctions 


y(t)={F(x)}, xe€sS, (0), (5) 


est uniformément borné. Ensuite, 


fexp{—[ 

y (ta) — y (t) =b t, — t) + (e—a +b) Het oo, (6) 
fexp{— į 
0 9 


Or, si || z || <r, on a —z (s) > —r sur [0, 41]. Donc 
ia a 

| | exp{ — | x (s) ds} do dT >Í | rdoar> 

0 0 0 i 


> Te e”. (7) 


Se, pe 
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De plus 


esr do €”. (8) 


Dr À 
D C pe 


exp {— x (s) ds} do K 
0 


Les relations (6), (7), (8) nous donnent 
|y (ta) —y G) |< Ib | |tz — tı | + [e —a —b | 2e" | t, — 
—hle = (|b | + 2e” |c —a —b |) | t — t |. 
Nous venons de montrer que l’ensemble des fonctions (5) est équi- 


continu. Conformément au théorème d’Arzelà, F (x) est compact sur 
S, (0). De plus F applique cette boule dans elle-même. Donc, en 
accord avec le principe de Schauder, l'équation intégrale (3) et, 
par conséquent, le problème aux limites (1)-(2) admettent au moins 
une solution dans la boule S, (0). 
Exemple 2. Considérons dans C [a, b] l'équation intégrale 
b 


r(t)= | K (t, s) æ (s) ds + y (t). (9) 


a 


{On suppose que y €C la, b] et que le noyau K (t, s) est continu 
dans le carré a <t, s <b.) 
Considérons dans C [a, b] l'opérateur intégral linéaire 


b 
Ku = | K (t, s) u (s) ds. (10) 


Comme nous l'avons vu dans le n° 1.11 du chap. III, cet opérateur 
est borné et 


© 


LA = max j IK (t, s)| ds. (11) 


1E[a, b] A 


L'opérateur K est compact (voir l’exemple 2 du n° 2.4, chap. V). 
Puisque l'opérateur non linéaire z? (t) est borné et continu dans 
C Ta, b] (vérifier !), l opérateur non linéaire 
b 
F (£) = | K (t, 8) £3 (s) ds + y (t) (12) 
a 


est compact sur tout ensemble borné dans C [ a, b] conformément 
à l'exercice 2 du n° 4.2. 

Dans nos raisonnements nous aurons besoin d’une équation cu- 
bique numérique auxiliaire 


IKI + iyl =r (13) 
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dans laquelle || K || est défini par (11) et [| y || = max | y (t) | est 
a, bl 
la norme sur C [ a, b]. 
Exercice 2. Montrer que pour 


NI (14) 


l’équation (13) admet deux solutions positives rą el r*, telles que 
rą <r* et que rą = 0 et r* = 1/V || K || pour [| y || = 0. De plus 


Í 
TT — . 15 
V3IX | cs) 
Pour ||y|| rl les solutions rą et r* se confondent : 
1 
r = rË = —. 
* ETES 


Montrons maintenant à l’aide du principe de Schauder que pour 
9 


tout y € Sp (0) Cla, bl, où p — + TIK (voir (14), (15)), 


l'équation intégrale (9) admet une solution z (t) dans la boule S* = 
= S, (0). Puisque F (x) est compact (voir ci-dessus), il ne reste qu'à 
montrer qu'il applique S* dans S*. 

Soit x ES*. On a alors d’après (12), (10), (11) 

LE GI HA I TX P + y SIA + y le ré 
Autrement dit, FS* S*, ce qui veut dire que pour tout y tel 


que || y||<- 7 l’équation (9) admet au moins une solution 


et que [x <r*. 

Montrons à présent que si la condition (14) est vérifiée, l’équa- 
tion (9) admet dans Sẹ = S,, (0) une solution et une seule. Six € Sẹ, 
on a 


EG) ISA TRS + y KIA r3 + My ll = rs 


Donc, en vertu du théorème de Schauder, l'équation (9) admet au 


moins une solution dans Sẹ si y € S, (0). Ensuite, pour z1, 2: € S% 
on a 


b 
IF (2) — F (2) i= || | K (t, $) et (9) — 23 (514 | < SK 1 — za ll; 


Si y (t) vérifie la condition (14), l'inégalité (15) nous donne 3Kr? < 1. 
Donc, si la condition (14) a lieu, F applique S dans Sẹ et est une 
application contractante sur Są. Il en découle que, sous la condition 
(14), l'équation (9) admet dans S, une solution et une seule. 
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L'exemple de l'équation (13) montre que dans S* une équation 
du type (9) admet plus d'une solution en général. 

Exercice 3. Discuter par la méthode décrite l’équation 
intégrale non linéaire 


b 
x (t) — | K (t, s) x? (s) ds + y (t). 


4.5. Théorèmes des points fixes consécutifs au principe de 
Schauder. Citons quelques conséquences du théorème du point 
fixe de Schauder. L'espace X est partout de Banach. 


Théorème 1. Soit un opérateur compact À de la boule Sp (0)Z 
© X dans X. Si A (x) = hx pour tout À œ 1 et tout x tel que || x | — À. 


l'opérateur À admet un point fixe dans SR (0). 


Démonstration. Introduisons un opérateur F qui ap- 


e 


plique Sp (0) dans Sp (0) et qui est 
A (x) si || A(x)||<AÀ, 
F (x) -{ 


RAY i 
ur % NAG@IZR. 


L'opérateur F est compact sur Sp (0). En effet, sa continuité 


sur Sp (0) est évidente. De plus l’image de Sp (0) par F est un en- 
semble compact, car l'opérateur À est compact. Il existe donc en 


vertu du principe de Schauder un point x, € SR (0) tel que F (xs) = 
= £o- 

Deux cas peuvent se présenter ici. Si F (xs) = A (£o), on a || zo I= 
= || A (zo) || SR, et le théorème est démontré. Soit F(x) = 
— E, où || Alza) | >R. Alors Alzo) = Mza et ày = 
= || À (x) |/R > 1. Or, cela est impossible, car || zọ || = R par 
hypothèse. Le premier cas est donc seul possible, i.e. x, = F (xs) = 
= À (z). Le théorème 1 est démontré. 


e 


Théorème 2. Soit un opérateur compact A de la boule Sp (0)= 
€ X dans X. Si || A (x) [| < || x || pour tout x tel que || x || = R, 


l'opérateur À admet un point fixe dans Sr (0). 


Démonstration. Considérons les deux cas qui peuvent 
se présenter : 


1° Si zo = À (z), où || zo || = R, le théorème est immédiat. 
2° Si x Æ À (x) pour tout x tel que || x || = R, on a àz = À (x) 
pour tout À œ> { et tout x tel que || x || = R. En effet, si Àoxo = 
= À (x) pour un À > 1 et un zo tel que || zo | = R, on a ào || zo |I| = 


= À,R = || A (xo) |l. Cela est impossible, car || A (zð | < R; on 
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retrouve les conditions du théorème 1 selon lequel A admet un point 
fixe dans Spr (0). Le théorème 2 est démontré. 


Théorème 3 (Leray-Schauder). Soit À un opérateur compact de 
X tout entier dans X. Supposons que toute solution éventuelle de l'équa- 
tion 


x = AA (z), (1) 


dans laquelle le paramètre À € [0, 1], vérifie à priori la relation sui- 
vante: il existe une constante c œ> 0 telle que pour tout à € [0, 1] et 
tout x vérifiant (1) on a 


| æ IS c. (2} 


Alors l'équation x = A(x) a une solution. 


Démonstration. Soit un R œc. Considérons la restric- 


tion de À à Sp (0). L'opérateur À est compact sur Spg (0). Supposons 
qu il existe un x, de norme || x, || = R et un uo > 1 tels que À (z) = 
= oo. Alors x, = u;'À (tx) et 5" E 10,1 [. Donc, x, est solution 
de (1) pour À = u;'. On a alors la majoration (2), rx |<c<R, 
ce qui contredit l'hypothèse que || x, || = R. La restriction de A 
à Spr (0) vérifie donc les conditions du théorème 1. Par conséquent, 
le théorème 3 est démontré. 

Le théorème de Leray-Schauder fournit les conditions dans les- 
quelles la solution de l'équation non linéaire (1) admet un prolonge- 
ment par rapport au paramètre À. (Rappelons que nous avons déjà dis- 
cuté au $ du chap. II le prolongement par rapport au paramètre 
dans le cas linéaire.) 

Exercice. Montrer que dans les conditions du théorème 3 
l’équation (1) a une solution pour tout À € [O, 11. 

Citons pour terminer la condition d'existence de la solution de 
l’équation 


z — À (x) = y (3) 
pour tout y € X (4 est un opérateur de X dans X). 
Théorème 4. Soit A un opérateur compact de X tout entier dans X. 
Si 


Nxiæe izl 


l'équation (3) a une solution pour tout y € X. 
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Démonstration. Prenons un élément quelconque y € X 
et considérons l'opérateur compact F (x) = A (x) + y. Pour tout 
rE X, xÆ0, ona 


À 
IEKA H= (H H en 
Il existe alors par définition un R > 0 tel que || F (œŒ) || < || x I} 


pour || x || = R. La restriction de F à SA (0) vérifie donc les con- 
ditions du théorème 2. Le théorème 4 est démontré. 


CHAPITRE IX 


OPÉRATEURS IMPLICITES 


$ 1. Théorèmes des opérateurs implicites 
1.1. Opérateurs implicites. Soient X, Y, À trois espaces de Banach. 


Considérons l'opérateur F: X + A — Y, où X L À est la somme 
directe de X et À (voir n° 6.1 du chap. III). L’équation 


F (x, À) = 0, (1) 
dans laquelle x € X, À € À, peut définir des opérateurs 
x = x (à), (2) 


solutions de (1). (On dit qu'un opérateur x (À) défini sur N € A 
est solution de l'équation (1) si F (x (À), À) = 0 pour tout À € KR.) 

Toute solution de la forme (2) s appelle opérateur implicite (ou 
fonction implicite) défini par l'équation (1). 

Une équation du type (1) peut n'avoir aucune solution quel que 
soit À ; elle peut avoir une solution et une seule; elle peut enfin ad- 
mettre plus d’une solution. Considérons quelques exemples élémen- 
taires en prenant le cas le plus simple où X = Y = A = ET, 

Exemple 1. L’équation z? + à? = —1 ne définit aucune 
fonction implicite. 

Exemple 2. L’équation z? + À? = 0 a une solution et une 
seule: c’est la fonction implicite x = 0 définie uniquement pour 
À = 0. 

Exemple 3. L'équation x — À? = Q a une solution et une 
seule: c’est la fonction implicite x = À? définie pour tout À € ET. 

Exemple 4. L’équation x? + À? = 1 admet deux solutions: 
ce sont les fonctions continues x = V 1 —%?, x = — V 1 — À? dé- 
finies sur [—1, 1]. 

Les exemples cités suffisent pour s'assurer que la recherche des 
fonctions implicites est un problème compliqué même dans le cas 
le plus simple où X = Y = À = ET, Pour cette raison on se borne 
généralement à envisager le problème local correspondant. Rappelons 
le théorème de la fonction implicite étudié en analyse: 


Théorème. Soit une fonction F (x, À) continue dans un voisinage 
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d'un point (xo, Ao) et admettant dans ce voisinage une dérivée partielle 
F, (x, À) continue en (xs, Ào). Alors, si 


F (Go: Ao) = 0, Fy (£o, Ao) Æ 0, 


il existe p œ> 0, r > 0 tels que l'équation F (x, À) = 0 admet pour tout 
À E€ Sp (ào) une solution x = x (À) E S, (£o) et une seule telle que 

c (À) est continue dans S,(). Si de plus F admet une dérivée partielle 
F, (x, À) continue en Go No), la solution x (à) est dérivable en À et 


, — Fy, (To, Ao) 
T (A) = Fy (£o, Mo) ° 


Ce théorème permet de résoudre le problème local de la fonction 
implicite, i.e. de chercher la fonction implicite x (À) dans un voi- 
sinage du point (&o, Ao) quand les valeurs de x (À) sont dans un voi- 
sinage de x, et la fonction elle-même est définie dans un voisinage 
de Ào- 

Exercice. Soient F (x, À) = 2 + X —1, z? + M = 1, tÆ 
Æ 0. Montrer que r = | zo |, p = min (| 1 + ào l, | 1 — ào |). 

Le théorème ci-dessus se laisse transposer aux espaces de Banach. 
Nous commencerons par démontrer ses variantes adaptées à des opé- 
rateurs non différentiables, puis nous en déduirons le théorème 
canonique des opérateurs implicites et, enfin, nous établirons des 
minorations de p et r pour certaines conditions restrictives. Plus tard 
nous éxaminerons aussi le cas analytique et donnerons quelques exem- 
ples d'application des théorèmes des opérateurs implicites. 


1.2. Théorème des opérateurs implicites sans hypothèse de diffé- 
rentiabilité de F. Reprenons l'équation (1) du n° 1.1 et supposons 
que l’opérateur F (x, À) soit défini sur Q (£o, Ao) = {rE X, A ECA: 
x — zo l| < R. [À — ào || < k}. Il est évident que Q (£o, Ao) € 
a X En A. 


Théorème. Soit un opérateur continûment inversible A € L (X, Y) 
tel que pour tous x, y € Sr (to), À E€ S (ào), oùr LR, p< k, ily ait 
IF (z, à) — F y, à) —A (z —y) lls c tr, p)z—yll (4 

et 


Jin c (r, p) < || A7 7t. (2) 


Soient ensuite F (xs, Ào) = 0 et F (xo, À) continu en À. Il existe 
alors r' EÏ0, rl, ¢ €10, p [ tels que l'équation F (x, À) = 0 admet 
dans la boule S, (xs) pour tout à € So (ào) une solution x (à) et une 
seule, avec x(lo) = zo et x(À) continue en ho. 


Démonstration. Remplaçons l'équation F (x, À) —0 
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par l’équation 


x = ® (x, À), (3) 


où D (x, À) = x — AIF (x, À), et montrons que pour r’, op’ suffi- 
samment petits l'équation (3) peut être traitée par le principe de 
l'application contractante. On a la majoration (voir (1)) 


D (z, À —D(4, = Iz —y — A7 [F (z, À) —F (y, DIS 
< |47 Il || F (z, À — F (y, À) — A (x —y) IIS 

< [AT |] e (r, p) Il z —y ll. 

Utilisant la condition (2), cherchons p € 10, kI, T €]0, RI 
tels que pour tout p € Ï O, ol et toutr€]0, ri 
HAT Ile (r, p) <q <1 

(q ne dépend pas de r et de p mais dépend bien sûr der et de 0). Alors 

ID (z, A) — O (y, DL qll —y I| pour tous z, y EST (x), 

RESF (ào). B 
Ainsi donc, dans la boule Sy (xo) l'opérateur ® est une contrac- 
tion pour tout À €S (åo). Montrons maintenant qu’en diminuant 


p, on peut faire en sorte que ® applique la boule S~ (x) dans elle- 
même. En effet, 


| P (£o, À) — zo || = I| AF (£o, À) I| S I A] IE (£o, À) Il 


Puisque F (xs, À) est continu pour À = À, et que donc F (xs, À) —- 
— F (£o, Ào) = 0 pour À — À, il existe o’ € JO, pl tel que pour tout 
à E So (ho) il y ait || AT IIF (to, À) || < (1 —g)r. Par consé- 
quent, ® applique S~ (xo) dans elle-même et est une contraction dans 


cette boule pour tout À € Sp (ào). Il ne reste qu’à prendre r’ =r. 
Ensuite, il est évident que pour À = À, on a une solution x, et une 
seule. 

On a enfin la majoration 


x A) — zo = HD (z (A), å) — zo I| < 
B < q || z (À) — zo) | + I 471 |l I EF (£o À) |l 
pour tout À € Sp (åo). Donc 
Ie (A) — z K UE E ON, 
d’où x (À) —> x, pour À —> ào. Le théorème est démontré. 


Corollaire. Si dans les conditions du théorème l'opérateur F (x, À) 
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est continu en À pour tout x donné tel que (x, À) € Q (£o, Ao) ou si 
l'opérateur F (x, À) est continu dans Q (xs, Ao) comme fonction de 


deux variables, l'opérateur implicite x (À) est continu sur So (ào)- 
La démonstration du corollaire découle de la majoration 
I| x (A) — z (àa) I = || D (x (a), M) —@ (z (Aa), Aa) I S 
< I| D (z Ai), M) —@ (x (2), ^) Il + 
+ ID (x (Aa), À) — O (x (àa), Aa) I| S 
<q || z (A) — z (àa) I + I AI I E @ Ai), M) — 
— F (x (2), Àa) Il- 


Si donc à, E€ Sp (Ào) est donné et M —> Àa on a x (M)—> x (àa), 
i.e. la fonction x (À) est continue. 


1.3. Théorème canonique de l’opérateur implicite. Nous pouvons 
déduire du théorème du n° 1.2 un théorème classique des opé- 
rateurs implicites qui généralise celui du n° 1.1. 


Théorème. Supposons que l'opérateur F (x, À) soit continu sur 
et admette sur Q (£o, ào) une dérivée partielle F, (x, À) continue en 
(£o, Ao). Soient ensuite F (xo, ko) = 0 et Fy (£o, Ào) un opérateur 
continûment inversible. IT existe alors p > 0, r > Q tels que l'équation 
F (x, À) = 0 admette pour tout À ES, (ào) une solution et une seule 
x = qx (À) dans la boule S, (£o), avec x (À) continue dans S, (ào) et 
z (ào) = zo. Si de plus F (x, À) admet sur Q (xs, Ao) une dérivée par- 
tielle F, (x, À) continue en (xs, ào), la fonction implicite x = x (à) 
est différentiable en À, et 


x (Ao) = —F3 (to, Ao) Fa (Zo, Ao). (1) 
Démonstration. Comme opérateur À intervenant dans 
le théorème du n° 1.2, prenons 
A = Fy (£o, Ao). 
Il vient en vertu de (1) 
1 


=|| | F0 +0 0—9), M—F (to m)} 40 (xp | < 
0 


< \ IFs (y +O (£ — y), À) — Fx (£o, ào) dOr — y ller, p) llr — yl, 
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à condition que x, y € S, (to), À € So (ào) r < R, p < k), où 


c (r, p) = — sup I| F x (z, A) — F x (to; Ao) Il- 
zES (x0), AES (ko) 


On a alors c (r, p) — 0 pour r, p — Q par continuité de F en (£o, Ao); 
par conséquent, les inégalités (1) et (2) du n° 1.2 ont lieu. Ensuite, 
F (x, À) étant continu en À,, toutes les conditions du théorème du 
n° 1.2 sont vérifiées. De ce théorème et de son corollaire nous dé- 
duisons (localement) l’existence et l’unicité de la fonction implicite 
x (À), ainsi que sa continuité. 

Supposons maintenant que la dérivée F, (x, À) existe et qu’elle 
soit continue en (x, Ao). Montrons que l'opérateur implicite x (À) 
admet une dérivée et que celle-ci est définie par (1). Posons 


Tı = 2 (À) = zo — Fz (£o, Ao) Fa (Zo, Ao) (À — ào). (2) 
Nous savons que les dérivées F,, F, sont continues en (xs, Ào) et 
que F est donc différentiable en ce point. Il en découle en particu- 
lier que 
F (x1, À) = F (£o, ho) + Fx (£o, Ao) (£1 — zo) + 

+ Fy (£o, Ao) (À — ào) + Y (ti; À), 

où || E (z1, À) I| = o (x — zo || + À — o I|) pour zı > £o, À — 
—> À,. Compte tenu de (2) et de l'égalité F (£o, Ào) = 0, on obtient 
F (zı (A), à) = F (z (A), à), 
I| F (1 A), A) I| = 0 (I| Fz (£o, Ao) Fa (Zo, Ao) A — ào) | + 


+ ILA — ào II), 
i.e. 
| F (1 AÀ), 4) I| = o (|| A — ào ll) pour À —+ A. (3) 
On a ensuite la majoration (pour la fonction implicite x = x (À)) 
| z — z || = x — zı — Fà (zo, ho) F (£, A) I< 


< I| Fz (£o, Ao) I| I E (£, À) — Fx (£o, Ao) (£ — 21) IIS 
< || Fzt (£o, ho) | I| E (£ À) Il + 
+ I| Fè (£o, A0) I| I F (£, À) — F (£1, À) — 
— Fy (Los Ao) (£ — 21) ll (à) 
D’après la formule des accroissements finis 


I| F (x, À) — F (z, A) — F x (£0, Ào) (x — x) || = 
i 
=|| | (Px (e, +0 (2—2), AF (to A) d0 (— 2) |< 


n 
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1 
< È F, (1+0 (21—21), A)— Fx (£o ho) I| d8 |] £ — z, 11 
0 


<c(r, p) || z— z |l- 


Si LES, (£), MESo (à), on a e(r, p)=g< 1 (voir la démons- 
tration du théorème du n° 1.2); il vient alors en vertu des formu- 
les (3), (4) 

Ix (A) — z (A) || = o (I| à — ào I) pour À— ào. 

Ecrite d’une façon différente (pour À — ào) 

x (À) — xo = —Fz' (£o, Ao) Ea (£o, Ao) (À — ào) + 0 (À — ào Il), 


cette formule montre que x (À) admet une dérivée en À, et que la for- 
mule (1) est vérifiée. 
Le théorème est complètement démontré. 


1.4. Théorème des opérateurs implicites avec F sensiblement régu- 
lier. Les théorèmes de l'opérateur implicite que nous venons de 
considérer ont l'inconvénient de ne donner aucune minoration pour 
r, ọ. La première de ces quantités (r) caractérise la partie de X (la 
boule S, (ào)) dans laquelle la fonction implicite existe et est uni- 
que. Quant à la quantité p, elle fournit une information importante 
sur l’ensemble de définition D(x) de la fonction implicite x (à), à 
savoir que Sp (ào) Œ D (x). Pour la résolution pratique de l'équation 
F (x, À) = 0 avec le paramètre à, il est important de définir x (À) 
sur un ensemble aussi vaste que possible ou, au moins, d’établir la 
borne inférieure de sa caractéristique p. Le théorème suivant donne 
un moyen pour obtenir une telle information. 


Théorème. Supposons que, dans les conditions du théorème du 
n° 1.3, les majorations suivantes sont vérijiées : 
10 J| Ft (ro Ao) || < m; 
2° || Fa (£, À) — Fx (£o, Ao) I| Ke x — zo | + Ià — ào Ill 
pour tout (x, À) EQ (£o, ào); 
3° ll F (£o, À) ll < k Il À — Ào |l pour tout À € Sh (Ao), où M, C, 
k sont des constantes qui dépendent seulement de l’ensemble Q (£o, Ao) et 
de l'opérateur F. 
Dans ces conditions, pour tout À € Sp (ào), où 
1 1 
= min |k, — — 
p=min (ha 
l'équation F (x, À) = 0 admet dans la boule S, (£o), où 
= min (R, — —— 1" 
r=min (R, me Vini id Vim }; 
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une solution et une seule x = x (À) continue dans S, (ào) et telle que 
z (ào) = £o. La solution x (À) se laisse obtenir par une suite d'approxi- 
mations successives 


Ln +1 (À) = In (À) — Fz (Zo, Ao) F (Zn (À), À), n =Q, 1,2, 


(i.e. par la méthode de Newton modifiée). La vitesse de la convergence 
des xn (À) vers x (À) vérifie la mr, 


l £n A) =£ A) IS (1) 


dans laquelle on peut poser 

Vi+Fmk 
V11F mk- Vmk ` 

Démonstration. Supposons d’abord que R et k caracté- 
risant Q (zo, Ào) soient suffisamment grands. Posons ® (x, À) = 
= g — Fr (£o, ào) F (x, À) et calculons la dérivée partielle de D 
par rapport à z: 
D, (x, À) = I — FA (2o, do) Fx (z, À) = 

= Fyt (£o, Ao) [Fy (£o, Ao) — Fx (x, M. 


q = 


Les conditions 1°, 2° de notre théorème nous donnent pour || £ — 
— To || Sæ, IA — ào IIS $ 
| Px (£, A) || S me (|| £ — zo I| + IA — ào I) < me (a + p). 


Ensuite 
I (£o, À) — zo I| = || Ft (£o, Ao) F (£o A) IS 
< mk || à — ño || < mkẹ. 
Donnons-nous un g € 10, 4 [ et montrons qu’on peut choisir œ et $ 
de telle façon que me (a + $) = q, mk = (1 —q) a. Alors pour 
tout À € Sg (ào) l'équation z = ® (x) admet dans la boule Sa (zo) 
une solution et une seule, conformément au principe de l'application 
contractante. 
En résolvant le système d'équations linéaires obtenu par rapport 
à œ et B, on obtient 
1 qmk o À q (1—q) 
2 = ne mk+-1—q ’ p= me mk+1i—q ° (2) 


Ainsi donc, œ et B sont fonctions du paramètre g € [0, 1]. Pour q = 0 
et pour q = 1 ona P =0;si0 <q <1, on a P > 0. Donc p pré- 
sente son maximum en un point q, € 10, 1 [. Cela permet de choisir q 
de telle façon que ĝ soit aussi grand que possible et d'obtenir ainsi 
la fonction implicite x (A) définie dans une boule de rayon p maximal. 
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Nous laissons au lecteur le soin de montrer que pour 


EL Vi+mk 
= Vip mki Ve 
on a 


= B (q) = max B= m 
Pa ein me (Vip mhk} Vmh) ? 


_ 4 LUS 


Si donc À € So,(ào), il existe dans la boule S,, (x) une fonc- 
tion implicite x (À) et une seule, à condition que r, < R et pi < k, 
auquel cas la vitesse de la convergence vérifie la majoration (1). 

Supposons maintenant que l’une des inégalités r, < R, p, < k 
soit fausse, ou qu’elles soient fausses toutes les deux. Remarquons 
que les fonctions æ (q), B (q) sont strictement croissantes sur 
J0, q,[ (voir les formules (2)). Il existe donc un seul nombre g € 
€ 10, q.l tel que 


œ (qo) < R, B (do) < k 


et qu’au moins une de ces inégalités soit égalité. Il ressort de ce qui 
précède que pour À € Sgg)(ào) il existe maintenant dans la boule 
S'acgn(ro) une fonction implicite et une seule. La convergence des 
approximations successives vérifie alors la majoration 


| £n (A) — z (4) | <- mA (q9). 


1— 9 
Meilleure que la majoration du théorème, elle est cependant majorée 
n n 
par celle du théorème, car 2 et P (go) sont majorés par 7 = 
un T 4% 


et P (q) respectivement. Le théorème est démontré. 


1.5. Théorème de l’opérateur implicite dans le cas analytique. 
Le théorème que nous allons considérer se trouve de multiples em- 
plois pour les équations non linéaires avec un petit paramètre. En le 
démontrant, nous développerons la méthode du petit paramètre 
dans le cas non linéaire (voir $ 4 du chap. III). Cette approche sera 
poursuivie dans le $ 2 de ce chapitre où nous étudierons la ramifi- 
cation des solutions d'équations non linéaires. 


Théorème. Soit F (x, À) un opérateur analytique en (xs, ho) tel 
que F (to, ho) = Q, et soit Fy (xs, Ao) continâment inversible. L'équa- 
tion F (x, À) = 0 définit alors dans un voisinage de (£o, Ào) une fonc- 
tion implicite et une seule x = x (à) telle que x (ko) = x et que x (à) 
soit analytique en Lo. 
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Démonstration. Sachant que F (x, À) est analytique 
et utilisant le développement (6) du n° 1.5 du chap. VIII, met- 
tons F (x, À) sous la forme suivante: 

F(x, = ò, Fig, (1) 
+21 


(3 
où À = x — To et g = À — Ào- 

Soient rą, Ọ„ les rayons de convergence simultanée de la série 
entière double (1) (voir n° 1.5 du chap. VIII). Donnons-nous un r € 
€ ]0, r, [etunp€]0, p„ [ pour obtenir la série numérique conver- 
gente 

2 I Fi; lirio. (2) 
i+j2>1 

Sachant que l'opérateur Fio = Fx (£o, Ào) est continüment in- 
versible, substituons à l'équation F (x, À) = 0 l'équation équiva- 
lente 


h=Rug+ D Rijhg (3) 
i+)22 
dans laquelle Ro = —(F9) t Fos Ri; = —(F10) Fiz La con- 


vergence de la série numérique (2) entraîne celle de la série numé- 
rique 


D I Ryllriø, (4) 
i+j22 
car || Ria; | | (F0) ll Il F;; Il, ce qui fait que la série entière 
double figurant dans le second membre de (3) converge pour || h || < 
<r, || gll s o. 
Cherchons la solution de (3) sous la forme de la série entière 
h = à Dg". (9) 


Portons la série (5) dans l'équation (3). Identifiant les opérateurs 
puissances de même ordre en À (le développement d’un opérateur en 
série entière est unique !), nous obtenons un système récurrent d'é- 
quations pour les termes de la série (5): 


Dig = Rag, 
D,g? = Ra (Dig)? + 2R: (Dig) g + Rog’, 
Dg? = 2R (Pig) (Dog?) + 2R 11 (Dog?) g + Ra (D,g$) + 
+ 3Ra1 (Dig)? g + 3R (Dig) 2? + Roag”, (6) 
D, g” = Ph (g, Dg, ...} D, 1871), 


. oe 2. 2% òo ē 0 0 ọọ ò% 9% òo 9% ò% 0 ò% ÒS ọọ% 0 0 0 òo o% 0 o v~» è 
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Nous n’explicitons pas ici les opérateurs P, (voir [31], p. 352). 

La première équation de ce système définit déjà ®,g. Portant. 
cette valeur dans la deuxième équation, nous obtenons ®,g?, puis, 
en portant les valeurs obtenues de D,g et de ®,g? dans la troisième: 
équation, nous obtenons ®.,g*, et ainsi de suite, jusqu’à déterminer 
en fin de compte tous les coefficients de la série (9). Il ne reste main- 
tenant qu’à montrer que la série (5) obtenue a bien un rayon de con- 
vergence non nul, auquel cas tous les raisonnements sont valables. 
On montrera par là même que la fonction implicite ainsi obtenue: 
est analytique, ce qui achèvera la démonstration du théorème. 

Nous démontrerons la convergence de la série (5) par la méthode: 
des fonctions majorantes de Cauchy-Goursat. La série numérique: 
(4) étant convergente, son terme général tend vers zéro, donc est 
borné. Il existe par conséquent un M œ 0 tel que 

M 
PRISE. (7) 

La série figurant dans le second membre de (3) se laisse donc majorer 
en norme par la fonction (progression multiple) suivante: 


rEm-Mi+ D ME) (y= 


i+j22 
AO (1-1, 


où Eh, n=lgl 
Considérons l’équation numérique 


=r (Ë, n) (8} 


qui se laisse facilement transformer en 
1 
(Mr) Er + Mre (1—2) = 0. 
p p 
On montre sans peine que cette dernière équation a une racine: 
et une seule Ẹ = Ẹ (n) vérifiant la condition & (0) = 0: 


el) o 


r 2 
a=p (5) : 
La solution £ = £ (n) est une fonction analytique en n = 0 pour 


in| < g, car a < p, si bien qu’elle se laisse développer, pour ces 
valeurs de n, en série 


OO 


E= 2 Pan”, (10; 
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où les coefficients Q1, Ọ2, . . . vérifient le système récurrent d’équa- 
tions qu’on obtient en portant la série (10) dans l'équation (8) et en 
identifiant les coefficients des mêmes puissances de n. Ce système 
se présente comme suit: 


M 
“Ps =p? 
M M M 
P2 = 72 pi +2 To PTE , (11) 
M M M M M M 
Pa = 27 MPH 2 Pat Pi +8 pi + Br pi + Se 


Compte tenu de (7), on montre par récurrence que les seconds 
membres de (6) sont majorés par les seconds membres de (11), d’où 
il découle que la série (5) est majorée par la série (10). Par consé- 
quent, la série (5) converge pour || g || < œ, i.e. représente un opé- 
rateur analytique. Le théorème est démontré. 

Remarquons que nous avons établi en passant (voir (9)) la mi- 
noration du rayon de convergence de la série (5) représentant l’opé- 
rateur implicite. 


1.6. Exemples d’application. Les théorèmes des opérateurs 
implicites sont d’une grande utilité pour la résolution des problèmes 
non linéaires avec un paramètre. Dans bien des cas on arrive non 
seulement à démontrer localement l'existence et l'unicité de l’opé- 
rateur implicite mais aussi à établir une expression approchée de 
celui-ci. 

Exemple 1. Considérons l'équation (voir n° 1.2) 


f (z, À) =0 (1) 


où les variables x, À sont réelles. Supposons que la fonction f (x, À) 
soit définie sur le rectangle 


Q (£o, ho) = {EE LEE [ra | < R, |à — u | <E}, 


et que de plus f (x,, Ao) = 0 et f (zo, À) soit continue en àọ. Sup- 
posons qu'il existe m et M tels que 0< m< M et que pour tout 
(x, A) EQ (xs. À) et pour tout (y, À EQ (xs, Ao), £ Æ y, 


me Een M. (2) 

Montrons que dans ces hypothèses l’équation (1) admet dans un 
voisinage suffisamment restreint du point (x,, ào) une solution et 
une seule x = x (À) continue en À, et telle que x (åo) = zo. À cet effet. 
conformément au théorème du n° 1.2, il suffit de démontrer l’exis- 
tence de a œ>0 et g E]0, 1 [ pour lesquels on a dans Q (zo, À) 
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l'inégalité 
i.e. l'inégalité (1) du n° 1.2, où c (r, o) = q |a |. De l'inégalité (2) 
on a pour a quelconque 
m — a< $e, Mtu N a< M —a 
= T—y = e 
LM 
2 


Soit a= = . Il vient 


M—m f(x, À —f(y, À 
TR gg UE 
L’inégalité (3) est donc vérifiée pour 
m + M _ M—m 
2 TT HUMFm' 


On peut envisager un cas analogue où l’on a dans Q (x,, Ao) 
— matet — M, m > 0. 


Ce cas se réduit d’ailleurs au précédent en mettant —f au lieu de f. 
Exercice 1. Montrer que l'équation 


[x | + 2x +r? =} 


définit une fonction implicite continue et une seule dans un voi- 
sinage du point (0, 0). Vérifier que l’inégalité (2) a lieu. 
Exercice 2. Montrer que l'équation 


IlxL| +r =À 


définit pour À œ> Q0 deux fonctions implicites vérifiant la condition 
x (0) = 0 et que pour À < 0 elle ne définit aucune fonction implicite 
vérifiant cette condition. Montrer que dans ce cas la condition (2) 
n’est pas vérifiée. 

Exercice 3.Supposons que les fonctions p (x, À) et ọ (x, À) 
soient définies sur Q (xs, Ào), que © (xs, Ao) + lp (zo, ho) | = Ÿ 
et que @ (zo, À) + | D (zo, À) | soit continue en À,. Supposons de 
plus que x (x, À) el py (x, À) soient continues en (x,, ào). Montrer 
que si O ¢[m, M], où m = p, (ro, Ao) — | Px (£o, Ao | et M = 
= Px (Los Ao) + | Dx (zo, ào) |, alors l'équation (1) dans laquelle 
f = p<+]4%v] définit dans un voisinage de (x,, À9) une fonction 
implicite et une seule x = x (À) continue en À, et telle que x (à) = 
= Lo. 

Exemple 2. Supposons que dans (1) la fonction f soit con- 
tinue dans Q (zo, ào) et continüment dérivable par rapport à x dans 
Q (zos ào). D'après le théorème du n° 1.3, l'équation (1) définit 
localement une fonction implicite x = x (À). Si de plus il existe des 
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constantes strictement positives m, c, À telles que 

1° | fx (£o, Ao) | > M ; 

27 [fx (£, À) — fx (Zos Ao) |S c (|£ — zo | + |A — ào I) pour 
(x, À) E Q (zo, Ao) ; 

3° |F (To, À |< k |A — ño | pour À E Sr (ào), 
on peut appliquer le théorème du n° 1.4 qui caractérise l’ensemble 
de définition et l’ensemble des valeurs de x (À), ainsi que la vitesse 
de convergence des approximations successives. Si enfin f est ana- 
lytique en (x,, À), la fonction implicite locale x (À) est analytique 
en À, d'après le théorème du n° 1.5, auquel cas les majorations peu- 
vent parfois être améliorées. 

Exemple 3. Considérons l’équation intégrale non linéaire 
avec le paramètre réel À: 


F(x, l=zr(t)— \ K (t, s; x(s), À) ds=0. (4) 


Q C © 


Supposons que la fonction K (t, s; x, À) soit continue pour la tota- 
lité de ses variables t, s € la, b], —œ < zr < +œ, | À — À, I< p, 
et que sa dérivée partielle par rapport à x soit uniformément continue 
pour les mêmes valeurs des variables. Supposons ensuite que pour 
À = À, l équation (4) admette une solution continue x, (t). Introdui- 
sons l'opérateur intégral linéaire (voir l'exemple 3 du n° 1.1, 


chap. VIII) 
b 


fa (ro M) z= (t)— | Ka (t, s; zo(s), Mo)z(s)ds. (5) 
a 
Si X = Y = C la, b], on montre que les conditions du théorème 
du n° 1.3 sont vérifiées quand l'opérateur (5) est continûment in- 
versible, ce que nous supposerons désormais. L'équation (1) définit 
donc localement une solution et une seule x = x (t; À), t € la, b], 
telle que x (t; À) = zo (t) sur la, bl. 
Si la fonction K est analytique par rapport à ses variables x 
et À, la fonction x (t; À) est analytique par rapport à À pour À = À,, 
i.e. elle se laisse chercher par la méthode du petit paramètre sous 
forme de la série 


x(t; À)= 2 zp (t) (A— o)" 
k=0 
uniformément convergente sur la, b] avec un rayon de convergence 
non nul. 
Exercice 4. Montrer que l'équation intégrale 


z(t) — + | sin t [(sin s) x (s) + x? (s)| ds = Q (6) 


0 
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admet pour À = À, = 1 une solution x, (t) = sin t. Chercher une 
solution z (t; À) de (6) continue en (t, À) telle que x (t; 1) = sin t. 
Exercice 5. Il ressort de (6) que 


z(t) => csint, où c= | [x (s) sin s + z? (s)] ds. 
0 


Compte tenu de cette égalité, chercher toutes les fonctions implicites 
définies par (6). 

Exemple 4. Considérons le problème aux limites pour une 
équation différentielle non linéaire du second ordre où e est un petit 
paramètre : 


x" +fi,zx,z';e)=0, 0<i<i, 
x (0) = Po (£), x (1) = pi (e). 
Supposons que la fonction f (t, x, y; £) soit continue comme fonc- 
tion de quatre variables avec 
t € [0, l, —oœ <z, y< +o, [el< 


(7) 


et qu’elle admette des dérivées partielles fx, fy uniformément con- 

tinues pour les mêmes valeurs des variables. Supposons aussi que les 

fonctions p, (£) et p, (£) soient définies et continues pour | e | < £. 
Supposons que pour g = 0 le problème (7), i.e. le problème 


x" — f(t, x,x', 0) = 0, 
x (0) = po (0), zx (!) = ọı (0), 


ait une solution x = x, (t). 
Supposons ensuite que le problème linéarisé 


Z” + fx (t, Zo (t), zo (t), 0) z + fy (t, zo (t), xo (t), 0) z’ = 0, 
z (0) =0, z() = 0, 
n’admette qu'une solution triviale z = 0. Dans ces conditions le 
problème (7) se met sous forme opératorielle 
F (x, e) = 0, 
où F est un opérateur de X + Et dans Y, avec X = C? [0, ll, Y = 


= C [0, 1] + Et LE qui à tout couple composé d’une fonction 
et d’un nombre (x (t), €) fait associer un triplet 


{x" (t) + F (t, z, x';e), x (0), x (1)}. 


Les opérateurs F (x, À) et Fẹ (x, À) sont continus, et l'opérateur 
F, (xs, 0) est continûment inversible (nous laissons au lecteur le 


(8) 
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soin de le démontrer). Si de plus la fonction f est analytique par rap- 
port à x, y et et les fonctions o, ®, sont analytiques par rapport à 
€, alors l’opérateur F (x, €) est analytique lui aussi. 

Appliquant au problème (7) les théorèmes des opérateurs im- 
plicites, nous voyons que pour € suffisamment petit ce problème admet 
dans C? [a, b] une solution et une seule x (t, e) située dans un voi- 
sinage de la solution du problème (8) et telle que x (t, €) — x, (t) 
quand € — 0 en norme de C? Ia, b]. Dans le cas analytique x (t, e) 
peut être cherchée par la méthode du petit paramètre (voir le théo- 
rème du n° 1.5). 

Exercice 6. Chercher par la méthode du petit paramètre, 
à O (e°) près, la solution du problème aux limites avec le petit para- 
mètre €: 

x” + sin xz = e sin nt, x (0) = x (1) = 0. 


$ 2. Polygone de Newton et ramification des solutions 
d'équations non linéaires 


Dans ce paragraphe seront étudiés les cas particuliers du problème 
des opérateurs implicites. Supposons que l'équation non linéaire 
F (x, À) = 0 avec le paramètre À admette une solution x, pour une 
valeur donnée À, du paramètre. Si, lorsque À prend des valeurs proches 
de åp, l’équation admet plusieurs solutions x (À) proches de x,, on 
dit que la solution x, est ramifiée. 

La théorie contemporaine de la ramification des solutions d’équa- 
tions non linéaires (voir [31]), fondée sur les idées de A. Liapounov 
et de E. Schmidt, utilise largement les méthodes d'analyse fonction- 
nelle. Le cas unidimensionnel considéré ici est traité principalement 
à l’aide du polygone de Newton. Cette méthode s’avère d’ailleurs 
fructueuse aussi pour d’autres problèmes mathématiques. 


2.1. Polygone de Newton. Supposons qu’une fonction à valeurs 
complexes f (x, À) de deux variables complexes x, À représente un 
polynôme de degré n en x: 


fe = D, @e (1) 


où fn (à) Æ 0 d’après la définition d’un polynôme de degré n. Les 
conditions imposées aux coefficients f, (À) seront assez peu restricti- 
ves: nous supposerons seulement que ces coefficients se laissent dé- 
velopper dans un voisinage du point À = 0 en séries convergentes : 


00 
fs (à) = À à frs”, (2) 


où p, sont des norabres rationnels et p un entier naturel commun à 
tous les f,. 
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Remarquons que si f; (À) = 0 pour un certain s, on peut admettre: 
que fos = 0. Admettons que foo Æ 0, i.e. que f (0, À) =Æ 0, et cher- 
chons les solutions x = x (À) de l’équation 


f (x, À) = 0 (3} 


dans laquelle f est définie par (1), (2), solutions qui se laissent mettre: 
sous la forme 
£ = LA + X, (4} 


où ze Æ Q0 et X = o (À?) pour À —> 0. Pour déterminer les valeurs 
possibles de l’exposant e et du coefficient zę, on doit porter (4) 
dans (3) et annuler le terme principal, i.e. le coefficient qui affecte le 
terme de plus bas degré en À. Or, tant que e reste inconnu, on ne peut. 
pas dire quel terme sera de plus bas degré (après la substitution in- 
diquée). Tout ce qu’on peut dire, c’est que les termes de plus bas degré 
se trouvent parmi Îles 


k -+k , 
foo, f okZgA et e, fonte» (o} 


où k parcourt la partie des valeurs 1, 2, . .., n — 1 pour laquelle 
fa (À) Æ 0. Puisque foo Æ 0 et fon = 0, on compte parmi (5) au moins. 
deux termes distincts de zéro. 

Pour annuler les termes de plus bas degré en À, on doit choisir e. 
de telle façon qu'il y ait au moins deux exposants identiques parmi 
Por Pr + kE, On + ne, les autres étant supérieurs à ces deux expo- 
sants. On arrive ainsi à déterminer toutes les valeurs possibles de e 
et les valeurs correspondantes du coefficient z+. 

Les valeurs de € sont cherchées à l’aide du polygone de Newton. 
Portons en coordonnées carté- 
siennes rectangulaires (fig. 22) 
les points (0, 0o), (Æ, px), (n, On) 
en lesquels k prend les mêmes 
valeurs qu’en (5). Menons par 
(0,p,)une droite Lconfondue avec 
l’axe des ordonnées et commen- 
çons à la tourner dans le sens an- 
tihoraire autour du point (0, pọ) 
jusqu'à ce qu'elle rencontre le 
premier des points énumérés, par 
exemple le point (l, ọ,). La tan- Fig. 22 
gente de l’angle formé par cette 
position de la droite L et la direction négative de l’axe des abscisses 
est égale à une valeur possible de g, car tga = (pọ — pọ:)/l = e. 
Menons des droites sous l’angle œ par les points (s, 0.) situés hors de 
L: ces droites seront situées au-dessus de L, donc p, + se >p; + le. 

Remarquons que la droite reliant les points (0, pọ) et (l, py) 
peut aussi contenir d’autres points (k, pp). Commençons à présent à 
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tourner la droite L autour du point (l, p;) d’abscisse maximale, 
jusqu’à ce que L rencontre un autre point parmi les points marqués 
initialement, par exemple (p, p,). La tangente de l’angle inclus entre 
la nouvelle direction de L et la direction négative de l’axe des abs- 
cisses définit une autre valeur possible de e: 


tga = (pı — Pp)/(p — l) = e, 


car 1es droites menées par les autres points (s, ọ,) parallèlement à 
cette nouvelle direction de L seront situées au-dessus de L, d’où 
Ps + es >p, + el = pp + ep. Poursuivant cette construction, nous 
déterminerons toutes les valeurs possibles de e. La ligne polygonale 
convexe reliant les points de changement de direction de L s'appelle 
diagramme ou polygone de Newton. 

Passons à la recherche des valeurs possibles des coefficients x.. 
Soient (i, p;) et (j, p;) les points extrêmes de l’un des segments du 
polygone, i.e. d'un segment qui détermine une valeur possible de 
e. Pour que les termes de plus bas degré s’annulent par substitution 
de (4) dans (3), il faut et il suffit qu'il y ait 


P (x) — > foste = 0, (6) 


où la prime affectantile signe de la somme veut dire que la sommation 
se fait suivant les s qui vérifient la relation p, + se = p; + ie. 
L'équation (6) admet j —ài racines non nulles (compte tenu des 
racines multiples), i.e. le nombre des racines est égal à la longueur 
de la projection du segment considéré du polygone. Il est clair que 
la méthode proposée permet de déterminer toutes les n valeurs du 
terme principal æ,x® du développement (4). 

Pour déterminer le terme suivant du développement de x, on 
porte (4) dans (3) et l’on cherche par le même procédé le terme de 
plus bas degré en posant 


X = Le Ae —+- O (AE) 
Poursuivant cette procédure, on montre (voir les énoncés rigoureux et 


les démonstrations dans [31]) que toutes les n solutions de l'équation 
(3) se laissent mettre sous la forme 


x = xehe + Lgh?” + Lerh E Hees (7) 
(séries de Puiseux) avec €e < € < €" <..., où les nombres £, £’, 
g”, ... sont des fractions de dénominateur commun fini. Les séries 


(7) convergent dans un voisinage du point À = 0 sauf en À = 0 lui- 
même si À < Q. 

Remarque (voir n° 2.4 de [2]). Soit x, une racine de (6). 

n dit que c’est une racine simple si le polynôme P admet en x, 

ne dérivée P, (x) 0. On montre que si x, est une racine simple 
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et € = g/p est une fraction irréductible, alors la série (7) devient 


—+ oo 
z (A) = D ah. (8) 

k==q 
Remarquons ensuite que la longueur totale des projections des 
segments du polygone construit pour la recherche du premier exposant 
g est égale à n. Dans le cas général le polygone se compose de trois 
parties: une partie décroissante, une partie constante (ou palier) et 
une partie croissante. La partie décroissante (qui existe sous les 
hypothèses consenties) définit les valeurs strictement positives des 
exposants € et permet donc de calculer des solutions de (3) telles que 
x (0) = 0. Le palier du diagramme correspond à la valeur e = 0 et, 
compte tenu de (4), définit des fonctions implicites x = x (À) de la 
forme x (À) = xo + 0 (1) pour À — 0, où z = 0. Enfin, la partie 
croissante du polygone conduit aux solutions de (3) appelées gran- 
des solutions, qui tendent vers l'infini pour À — 0, car les valeurs 

de l’exposant e deviennent alors strictement négatives. 


2.2. Exemples de recherche des fonctions implicites à l’aide du 
polygone de Newton. Lesexemples suivants permettent de mieux com- 
prendre la méthode décrite. 


Exemple 1. Considérons une équation cubique avec un petit 
paramètre À: 


(—À + A) +r (1 +A A) + r(A — 2 LH AS) H 2x = 0. 

(1) 
Prenons un système de coordonnées cartésiennes rectangulaires et 
portons en abscisses les valeurs des exposants k des puissances de x 
dans l'équation (1), et en ordonnées, 
les valeurs des exposants pp des puis- 
sances de À dans cette même équation 
(fig. 23). 

Construisons les points À, = (0, 1), 
A, = (1, 0), À, = (2,0), A} = (3, 1). 
C'est la ligne polygonale convexe re- 
liant successivement ces points qui cons- Fig. 23 
titue le polygone de Newton de l’équa- 
tion (1) (voir n° 2.1). Sa partie décroissante (segment reliant Áp 
et À,) correspond à la valeur e = 1 et définit l’unique solution x, (À) 
de (1) analytique pour À = 0 telle que z (0) = 0, en vertu du 
théorème du n° 1.5. On a alors x, (À) = À + o (À). 

Le palier du polygone (segment reliant les points À, et À,) définit 
une fonction implicite x (À) vérifiant la condition zx, (0) = 1 qui est, 
elle aussi, analytique pour À = 0, si bien que 


Ze (À) = 1 +o(i) pour À —+ 0. 


30—051 
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Enfin, la partie croissante du polygone constituée par le segment 
reliant À, et A, définit la valeur e = —1 et une « grande solution » 
za (À) de l'équation (1): 


za (A) = A1 +o (1) pour À — 0. 


Exercice 1. Montrer que, dans un voisinage pointé de À = 0, 
la solution z, (à) se développe en série de Laurent 


zy (A) ="! + 2 Egri. 


Indication. Utiliser la remarque du n° 2.4 et le fait que 
la racine correspondante de l'équation (6) du n° 2.1 est simple. 
Exercice 2. Chercher à 
O(À) près les solutions zx;(À), i = 
= 1, 2, 3, de l'équation (1). 
Ainsi donc, toutes les trois solu- 
tions de l'équation (1) se laissent 
déterminer par le polygone de New- 
ton. 
Exemple 2. Soit 
Fig. 24 f (x, À) = — Art? — Az + 25= 0. 
(2) 
Construisons les points A, = (0, 2), A, = (2, 1), AÁ, = (3, 1), 
A3 = (5, 0) (fig. 24). Le polygone de Newton se réduit tout entier 
à sa partie décroissante et se compose du segment A4; et du segment 
A, auxquels correspondent deux valeurs de g, à savoir e = 1/2 et 
e = 1/3. Posant dans (2) 


£ = 21A? + Xi À), 


on obtient pour z,/ l équation 


1 — qti = O, 
d’où zı; = +1, les deux racines étant simples. De même, en posant 
dans (2) 
£ = Ty + Xis (À), 
on aboutit à l'équation 
— xi; + 11/3 = 0 


. . . . 37 à . . 
qui admet trois racines simples non nulles x,,; = y 1. Ainsi donc, 
l'équation (2) définit une fonction implicite bivalente 


x (À) = 2 LpA? (3) 
h= 
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et une fonction implicite trivalente 
Pt co m~ 
x (À) = > Trash. (4) 
k=1 
Exercice 3. Montrer que pour À > Q l'équation (2) admet 
deux solutions réelles de la forme (3) et une solution réelle de la 
forme (4). 
Exercice 4. Chercher les solutions réelles de (2) pour À < 0. 
Remarque. Si l'équation déterminante (6) du n° 2.1 admet 
des racines multiples, on est amené à construire le polygone de 
Newton à plusieurs reprises (un nombre fini de fois) en déterminant 
l’exposant e, puis g’, e”, . .. dans le développement (7} du n° 2.1, 


jusqu’à tomber sur une racine simple ze- (voir [31], n° 2.5). 
Exemple 3. Soit 
f (x, À) = 2? — 2hx + À? — zr = O. (5) 


Exercice 5. Montrer que l'équation f (x, À) = 0 admet une 
solution de la forme x (À) = À + o (À) et que 1 est racine double de 
l'équation déterminante. 

Pour déterminer le terme suivant dans le développement de 
x (À), posons dans (5) x = À + u. Après réduction des termes sem- 
blables, nous obtenons pour u l’équation 


u? — 3 — 3XVu — 3u? — u? = Q. 


Exercice 6. Construire le polygone de Newton pour cette 
équation et montrer que u = }*/? et que 1 est racine simple de son 
équation déterminante. Ainsi donc, l'équation (5) a une solution 
bivalente de la forme 


z (A)=A A32 D rA. (6) 
l=4 


Exercice 7. Montrer que dans le cas réel l’équation (5) 
admet pour À œ 0 deux solutions de la forme (6) et que pour À < Q 
elle n’a aucune solution continue telle que x (0) = 0. 

Exercice 8. Montrer que l'équation (5) définit une fonction 
implicite continue et une seule x (À) vérifiant la condition x (0) = 1. 


2.3. Position du problème de ramification dans un cas élémentaire. 
Soit une fonction à valeurs complexes f (x, À) de deux variables 
complexes x, À analytique en (0, 0), et soit f (0, 0) = 0. Développons 
f (x, À) en série entière double: 


f(x = à dur. (1) 


i+ji> 
Soient r>0, p>0 tels que pour |z|<r, |A | Lo la série 
30% 
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numérique majorant la série (1) 
D I ulio (2) 
i+j>i 
soit convergente. Notre but est de chercher localement des fonctions 
implicites continues z = x (À) qui sont solutions de l'équation 


f (x, À) = 0 (3) 


tout en vérifiant la condition x (0) = 0. Dans le texte qui suit, les 
fonctions de ce type seront appelées petites solutions de l'équation (3). 

Nous avons déjà discuté dans le théorème du n° 1.1 le cas où 
fio = fx (0, 0) 0. En vertu de ce théorème, l'équation (3) admet 
une petite solution et une seule qui soit analytique en À = Q, i.e. qui 
se laisse développer en série convergente 


z(A)= À ht (4) 


caractérisée par un rayon de convergence non nul. 

Supposons que fio = 0. Nous ne pouvons donc plus appliquer 
le théorème sur les opérateurs implicites du n° 1.5. L’équation (3) 
devient alors 


foin + > fizz = 0, (2) 


i+j22 
Il est naturel de supposer qu’il existe un n tel que 
fio =O, i=2,...,n —Í, fno Æ 0. (6) 


Dans le cas contraire on peut simplifier l’équation (5) par À; si 
foa Æ Q, l'équation n’a pas de petite solution. Si fo, = 0, on retrouve 
en la simplifiant par À une équation du type (4). 

I] se trouve que sous l'hypothèse (6) l’équation (5) admet exacte- 
ment n petites solutions (compte tenu de leur multiplicité) qui se 
laissent développer toutes en séries convergentes suivant des puis- 
sances entières ou fractionnaires du paramètre À. Cette proposition 
peut être démontrée à l’aide d’un théorème de préparation de Weier- 
strass, dit « Vorbereitungsatz ». D'après ce théorème, sous les hypo- 
thèses ci-dessus relatives à la fonction f (x, À), cette dernière se laisse 
mettre dans un voisinage du point (0, 0) sous la forme 


f (x, À) = Pr (x, À) q (x, À), (7) 
où q (x, À) est une fonction analytique en (0, 0), q (0, 0) Æ0 et 
Pn (z, À) est un polynôme de la forme 

Pn (£, À) = 2" + Pn-1 (x, À) 


avec des coefficients analytiques pour À = 0 et qui vérifient les 
conditions pp (0) = 0, k = 0, 1, ..., n —1. On voit de (7) que 
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les petites solutions de (5) et les petites solutions de l’équation 


coïncident. D’après la méthode du n° 2.1 (polygone de Newton), 
l'équation (8) admet alors n petites solutions qui se laissent dévelop- 
-per en séries convergentes suivant des puissances entières ou fraction- 
naires de À; il en est donc de même de l'équation (5). 

Pour le calcul pratique des petites solutions de (5), on n’a pas 
besoin de passer à la représentation (7). On peut appliquer le poly- 
gone de Newton directement à l’équation (5). Dans ce cas il peut 
avoir une infinité dénombrable de segments. Or, puisque nous ne 
cherchons que les petites solutions, il suffit de considérer la partie 
décroissante du polygone, qui comporte toujours un nombre fini 
de segments. 

Exercice. Chercher, à l’aide du polygone de Newton, toutes 
les petites solutions de l’équation 


sin x — x + z? sin À — À = Q. 


Indication. Utiliser le développement de sin en série de 
Taylor. 


2.4. Points de ramification et points de bifurcation. Poursuivons 
la discussion de l’équation (1) du n° 1.1 


F(z, à) =0 (1) 


en supposant que 
F (£o, Ao) = 0. (2) 


Soit F défini sur Q (£o, Ào) € X + A, à valeurs dans Y (ici X, A 
et Y sont des espaces de Banach). | 

S'il existe r >> 0, pọ => 0 tels que l'équation (1) admette pour tout 
À E€ So (À) une solution et une seule x = x (À) € S, (£o), on dit que 
(£o, Ao) est un point régulier de l'équation. Les théorèmes des 
opérateurs implicites définissent des conditions suffisantes pour 
que (zo, Ào) soit un point régulier. 

Parmi les points non réguliers, une place importante revient 
aux points de ramificalion. 


Définition 1. On dit que (xs, Ao) est un point de ramification 
de l'équation (1) si pour tout r > 0 et pour tout p = 0 il existe 
À ES, (åo) pour lequel on a au moins deux solutions de (1) dans la 
boule S, (x). 


Voici quelques exemples élémentaires de points de ramification J 
Exemple 1. Dans le cas complexe, l'équation z? — À = Q, 
admet un point de ramification (0, 0); en effet, l équation définit 


dans son voisinage une fonction implicite bivalente x = VÀ. Il en 


470 OPÉRATEURS IMPLICITES [CH. IX 


est de même dans le cas réel où deux solutions z = +V À sont définies 
pour À > Q. 

Exemple 2. Soient X = Y = C[-—1, +1], A = Et (cas 
réel). Montrons que l’équation intégrale 


1 1 


z (= | z(s)ds+ | sx? (s) ds (3) 


-1 —1 


admet x = 0, À = 1/2 comme point de ramification. En effet, il 
1 1 


ressort de (3) que x (t) = àa + b,où a =| x (s) ds, b = i sz? (s) ds. 
—1 ~ 
Par intégration de x (t) et de tx? (t) sur [—1, 1], on obtient un système 
d'équations 
a = 2ha + 2b, b=t0. 


Si À = 1/2, on a a = 0, d’où x (t) = 0. Si par contre À = 1/2, 
alors a est quelconque. Ainsi donc, l'équation (3) admet une solution 
triviale pour tout À, et si À = - 4/2, l'équation (3) admet aussi une 
solution x (t) = c, où c est une constante arbitraire. Puisque pour 
À = 1/2 l'équation (3) a une infinité de solutions, le point (0, 1/2) 
est un point de ramification de (3). 

Exemple 3. L’équation intégrale 


x (t) — afac s) ds + x? (s) ds 


a deux solutions : x (t) = 0 et x (t) = 1 — À. Par conséquent, le point 
(0, 0) est son point de ramification. 
Revenons à l'équation (1). Soit maintenant F (0, À) = Q. 


Définition 2. On dit que À, est un point de bifurcation de (1) si 
(0, ào) est un point de ramification de (1). 


Il est clair que les points décrits dans les exemples 2 et 3 ci-dessus 
sont des points de bifurcation. 


2.5. Equation de la ramification de Liapounov-Schmidt. Suppo- 
sons ici que l'opérateur F (x, À) soit continu dans Q (xs, Ao) et qu'il 
admette une dérivée partielle continue F, (x, À) dans Q (£o, Ao). Soit 
ensuite un opérateur de Fredholm À = —Fxẹ (£o, Ao) tel que 
dim N (4) = n > 1 (N (À) est le sous-espace des zéros de À, voir 
$ 3 du chap. V). Pour discuter l’équation (1) soumise à la condition 
(2) du n° 2.4, mettons cette équation sous la forme 


Au = R (u, u), (1) 


& 2] RAMIFICATION DES SOLUTIONS D’ÉQUATIONS NON LINÉAIRES 471 


où u =£ — To U =À — ip Ru, u) =F (tot u, o +p — 
— F, (£o, Ào) u. 


Soit {q;}? une base dans N (4) et soit {y}? une famille dans X* 
biorthogonale à cette base. Soient ensuite OAY une base dans 
N (A*) et {z;}" une famille d'éléments de Y biorthogonale à cette 
dernière base. Introduisons L'opérateur linéaire B = A + K, où 


K = ÿ (rs Vi) Zi: 
i=1 
En vertu du lemme de Schmidt (n° 3.4 du chap. V), l’opérateur B 


est continûment inversible. Mettons à présent l'équation (1) sous 
forme d’un système équivalent : 


Bu = R (u, un) + ` ÉiZi (2) 
i=1 
E, = (u, Vu) k — 1, e.s n. (3) 
Assimilant (u, &1, - - -, Ën) € E”+! à un paramètre, on peut appli- 


quer à l'équation (2) le théorème sur les opérateurs implicites du 
n° 1.3. Or, avant de le faire, il est bon de transformer légèrement 
cette équation. Posons dans (2) 


u=v+ À Eigi: (4) 
Puisque Bo; = z;,i = 1,2,...,n, on obtient en portant (4) dans (2): 
Bv=R(v+ 2 Epa M). (5) 

= 
Cette équation admet une petite solution et une seule v = 
= v (u, Ëi, --- n) pour u, i, . . ., Ë, quelconques suffisamment 


petits. Donc, compte tenu de (4), l'équation (2) admet une petite 
solution et une seule 


u=v(u, Ën ooe Ën) 2 Er (6) 


Cette solution doit aussi vérifier les équations (3). Compte tenu 
des conditions de biorthogonalité (p;, y;) = 6;;, on obtient pour 
Eis- En un système d'équations 


(V (u, 61 e.. e En) Vr? = 0, k = 1, s.. M, (7) 


dit équation de la ramijication de Liapounov-Schmidt. On montre 
sans peine que la formule (6) établit une correspondance biunivoque 
entre les petites solutions de (1) et celles de (7). 

Mettons maintenant l'équation de la ramification (7) sous une 
forme plus commode. 
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Nous avons vu dans le n° 3.4 du chap. V que 
n 
= > (Zi *) Vis 
i=1 


où la barre symbolise le passage au conjugué complexe. Il en ressort, 
en accord avec la biorthogonalité (zi, p:) = ô; que K“; = ys 
(Vérifier!) Donc, puisque 4p; € N (A*), il vient 


Bb, = (A* + K*) y; = Kp; = y, j=1,...,n. (8) 


Appliquons la fonctionnelle p} aux deux membres de (5). Compte 
tenu des formules (8), nous obtenons 


R(v+2 Er, u), Pa) = (Bv, Pr) = w, Bis) = W. Va). 
i=j 


Revenons au système (7). Il est clair que ce système se laisse 
mettre sous la forme 


(R (v (u, Ei, e. o3 En) + à FOR u), Ph) =0, k = 1, e... À 
Compte tenu des formules (6), il vient définitivement 
(R (u (u, 3P e è °9 En), u), Pr? — 0, k = {, . ° >93 n. (9) 
Rappelons que la fonction u (u, 1, . . ., Ön) est définie comme 


une petite solution de l'équation (2). 


2.6. Problème de la ramification dans le cas analytique uni- 
dimensionnel. Supposons de plus que l'opérateur F(x, À) soit analy- 
tique au point (zo, À), i.e. qu’il se laisse développer dans un voisi- 
nage de ce point en série entière (F (xs, Ao) = 0) 

F(x, Y= X Fiu. 
i+j>1 
Supposons ensuite que dim N (4) = n = 1. Posons qi = @, 3 = 3, 
Vi = Y, Y = 1p, E = E. L'équation (2) du n° 2.5 devient alors 


Bu = Fo + 2 Fijuipi + Ez. (1) 
i+22 
Posons B-1 = T et cherchons une petite solution de (1) sous la 
forme 
u= D, up. (2) 
r+s>i 


Pour déduire l’ équation de la ramification, portons cette série dans 
l'équation (9) du n° 2.5 qui se présente en l’occurrence comme suit : 


(Fou + à, F;juw, 4) = 0. (3) 


i+)2>2 
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Portant (2) dans (3), on obtient l'équation suivante: 
fou + > fig w = 0. (4) 


i+j22 

Ainsi donc, l'équation de la ramification de Liapounov-Schmidt 
coïncide dans le cas étudié avec l’équation (5) du n° 2.3 et peut donc 
être traitée par le polygone de Newton. On rencontre d’ailleurs 
également un cas dégénéré où fo = 0, fi; = 0, i + j > 2. On peut 
alors prendre comme & = £ (u) une fonction À quelconque. Si la 
condition (6) du n° 2.3 est vérifiée, l'équation (3) admet exactement 
n petites solutions (compte tenu de leur multiplicité) qui se dévelop- 
penti toutes en séries convergentes suivant des puissances entières 
ou fractionnaires du paramètre u. Cette conclusion vaut alors aussi 
pour le problème de départ. 

Les coefficients dans l’équation de la ramification (4) se calcu- 
lent à l’aide de (1), (2), (3). 

Exercice 1. Montrer que ujo = [z = ọ. Etablir les expres- 
sions pour les coefficients de l’équation de la ramification (4): 


foi = (lors hs fzo = (Fo2P?, Y) (5) 


Le lecteur trouvera différentes applications de la théorie lde la 
ramification dans [31], chap. X. Nous nous bornerons ici à donner 
un exemple. Considérons le problème aux limites pour une équation 
différentielle avec un petit paramètre u : 


x” + z = usin t — >, (6) 
x (0) = z (x) = 0. (7) 
Ici z = C? [0, n], espace réel de fonctions deux fois continûment 


dérivables sur [0, x] qui vérifient les conditions aux limites (7), 
A = Et, Y = C [0, xn]. On peut prendre ® = Ÿ = sin t. y = 2 = 


2 . 
= — Sin {. 

JT 

Ensuite, les coefficients principaux de l'équation de la ramifica- 
tion (3) se présentent comme suit : 


A 
, 
fu = (sint. p= À sin? é dt = 1, 
0 


TT 
. 2 . 4 2 
—— 2 S4 3 — 4,2 
fao = — (sin? t, p) = - | sin? £ dt 3° 
{) 
(voir (5)). La partie décroissante du polygone de Newton se réduit 
donc à un segment unique qui relie les points (0, 1) et (2, 0), si bien 
que € = 1/2 et x = Zipp? + o (ul/?). 
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Pour zı; on obtient l'équation 
foi + f20%4/2 = 0, 
d'où 
tip = + V 32/8. 


Ainsi donc, le problème (6)-(7) admet pour u œ 0 deux petites 
:solutions de la forme 


z(t) =+ Š usint+o VH. 


Ces solutions sont analytiques par rapport à la variable V u. 
Exercice 2. Chercher les points de bifurcation du problème 
aux limites 


—2%" + àx = 2, x(0) = x(x) = 0 


et les termes principaux de ses solutions. 
Exercice 3. Chercher les termes principaux des petites 
solutions de l'équation intégrale 


T 


£ (= | (sin t sin s) x (s) ds + u sin? t + z? (t). 
0 


CHAPITRE X 


SCHÉMAS D’APPROXIMATION NON LINÉAIRES 
ET ÉLÉMENTS D’ANALYSE CONVEXE 


$ 1. Schémas d’approximation non linéaires 


Dans ce paragraphe les notions fondamentales de la théorie des 
schémas d’approximation abstraits du chap. VII sont étendues au 
gas non linéaire. 


1.1. Approximation, stabilité, T-convergence. Soient comme au 
$ 1 du chap. VII deux espaces de Banach X et Y, deux suites d'espaces 
de Banach {Xn }, {Yn } approchant X et Y respectivement, et deux 
suites d'opérateurs de restriction {Tn} © Æ (X, Xn) et {Th} T 
= f (Y, Ya). Il est supposé aussi que X, = T,X, Y„ = TY, 
n = 1, 2, ... 

Considérons un opérateur non linéaire y = A (x) de X dans Y, 
défini sur D (A) X. Soit une suite d'opérateurs non linéaires 


— 


An: Xa > Yn, n = 1,2, , définis sur les ensembles D (4p) Z X,, 
à valeurs dans les F.. 


Définition 1. On dit que la condition d'approximation est vérifiée 
en x € D (A) si 


TxED(A,) n=1, 2 ..…, (4) 
et 

I| An (Tnt) —TnA (2) 

Définition 2. Supposons que pour x € D (A) la condition (1) 


soit vérifiée. Supposons ensuite qu'il existe des constantes stricte- 
ment positives « = & (x) et À telles que 


| An (Tnt) — TrA (£) ll, Kan”. n=1, 2, ... (3) 


On dit alors que l'approximation de À par À, en x est d'ordre k 
Il est évident que (3) entraîne (2). 


Ir, 0 pour n— oœ. (2) 


Notre but est de chercher des solutions approchées de l'équation 


À (x) = 0. (4) 
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Soit zo € D (4) solution de (4), i.e. À (xo) = 0. Les conditions 
d’approximation (2), (3) de À par À, en x, s'écrivent comme suit: 


| An (Tazo) lly p > 0, n=, (5% 
I An (Tao, ant, n=1, 2, ... (6} 


(Tazo E D (An) pour tout n). 

Remarquons que, pratiquement, on n’a pas besoin de connaître 
la solution exacte x, pour vérifier les conditions d’approximation 
(5), (6). Il suffit d'établir que x, est suffisamment régulier. Il suffit 
évidemment aussi que les conditions (8) ou (6) soient vérifiées à 
partir d’un certain n. 

Pour déterminer une solution approchée de l'équation (4), nous 
utiliserons la suite des équations approchées 


An (z) =0, n—=1,2,..., (7} 


dit schéma d’'approximation. Les solutions de (7) seront appelées 
solutions approchées. 


A 


Définition 3. On dit que le schéma (7) est stable, ou que la con- 
dition de stabilité est vérifiée, s’il existe une fonction œ (t) continue 
strictement croissante sur [0, +20], telle que œ (0) = 0, œ (+œ) = 
= oo, et que pour tous x, et x, de D (4,) on a pour n quelconque 
l'inégalité 

|| An (En) — An (tn) 1,20 (Il En — Th Ilg) (8) 


Le cas le plus fréquent est œ (t) = yt, y œ> 0. On lutilise non 
seulement dans le cas linéaire (voir n° 1.4 du chap. VII) mais aussi 
dans le cas non linéaire, à condition de disposer d’une majoration 
correspondante. 

Il suffit généralement de vérifier la condition de stabilité à 
partir d’un certain n. Pratiquement, le raisonnement suivant s'avère 
souvent efficace. Considérons la suite des équations 


An (Zn + Zn) — À, (Zn) = Yn- (9) 


Ici x, est considéré comme un paramètre et z, comme l'inconnue. Si 


l’on arrive à dégager une majoration à priori de la forme 
Il Zn x, Sn Uly DEn (10) 


(i.e. une majoration des solutions possibles z, uniforme par rapport 


— 


`~ 


à zn) dans laquelle la fonction n (t) vérifie les mêmes conditions 
que œ (t), la condition de stabilité (8) est vérifiée avec œ (t) = 
= ņ™ (t) (i.e. œ est la fonction inverse de n). I suffit de poser 
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— — p — - pu 
En = In, Ln t Zn™ Tn. 


Nous pouvons désormais appliquer le théorème de la convergence 
du schéma d’approximation (n° 1.5 du chap. VIT) au cas non linéaire: 


Théorème. Supposons que les conditions suivantes soient vérifiées : 

1° les normes dans les X, sont non dégénérées ; 

2° l'équation admet au moins une solution exacte; 

3° l'équation admet au moins une solution approchée pour n quel- 
conque ; 

* 40 la condition d’approximation est vérifiée pour toute solution 

LXACLE ; 

5° le schéma d'approximation est stable. Alors 

a) la solution exacte est unique; 

B) pour tout n on a une solution approchée unique; 

y) la suite des solutions approchées est T-convergente vers la solution 
exacte. 


Démonstration. Démontrons «&). Soient x,, x, deux 
solutions de l'équation (4) telles que la condition d'approximation 
{5) soit vérifiée. Alors 


ITa (di — to) lz, SO An (Tnt) — An (Tno) Ilp, ) < 


<o (|| An (Tnt) 


z, Il An (Tnt) lz, ) +0, n—+ 00, 


car la condition de stabilité est vérifiée, œ~? est strictement crois- 
sante et continue en 0 et la condition d'’approximation est vérifiée 
pour 2, Zə. On a alors aussi || Ta (zı — zə) || — 0 pour n —> co. 
Puisque les normes dans les X, sont non dégénérées (voir la définition 
2 du n° 1.1, chap. VII), on a x, = z. La proposition œ) est démon- 
trée. 

La proposition f) découle immédiatement de la condition de 
stabilité. (Vérifier !) 

Démontrons la proposition y). Compte tenu de la condition de 
stabilité, des égalités (7) et de la continuité de œt en 0, on a 


I| £n — Tno ll, <07 (I| An (En) — An (Tuto) lg, ) = 
=07 (|| An (Tato) lz) +0, n—>o. 
Le théorème est démontré. 


Corollaire. Si dans les conditions du théorème l'ordre de l’approxi- 


mation est k et œ (t) ~ yt? pour t— +0, bp > 0, on a 
I| £n —Tato 


lz, =0 (17>), n 00. 
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Démonstration. Par définition (voir (6)) 


| An (Tazo) y, Sont, © (1) ~ ytre, 
Pour n —> œ on a donc 


I Zn — T nto Ilg, Lot (an *) ~ yt (an) tP = O (n-KP). 


Ainsi donc, l’ordre de la convergence des x, vers x, est k/0. 


1.2. Convergence du schéma aux différences d’ Euler. Pour illustrer 
l’application du théorème du n° précédent, considérons le schéma 
connu d’Euler utilisé pour résoudre le problème de Cauchy pour une 
équation différentielle non linéaire du premier ordre: 


z+ffr D=0, 0<i<lI, (1) 
x (0) = a. (2} 
Supposons que f (x, t) et fy (x, t) soient continues dans la bande: 
H, ={i, x:0 Ltl, —00 Lx < +o} 
et qu’il existe une constante B œ 0 telle que 
|fe, IP (3} 


dans II}. 

On montre que dans ces conditions le problème (1)-(2) admet 
sur [0, Z] une solution et une seule. En effet, il ressort de (3) que 
f (x, t) vérifie dans II; la condition de Lipschitz (4) du n° 2.4 (voir 
chap. VIII), si bien qu'on peut utiliser le théorème 2 de ce n°. 
Mettons le problème (1)-(2) sous forme de l'équation opératorielle 
(4) du n° 1.1 dans laquelle 


A (z) = (£ + f (z, t); z (0) —a) 
est un opérateur de l’espace de Banach X = C [0, l] dans l’espace 
de Banach Y = C [0, 1] + Et, où Et est la droite réelle. Définissons 
la norme d’un élément y (t) = (h (t), a) € Y comme suit: 
Ily il= ll% llcro, a+ la f 


Supposons que l’ensemble de définition D (4) de l'opérateur 4 
se compose de fonctions x (t) continûment dérivables sur [0, 2]. 
Définissons sur [0, /] un réseau uniforme {t;}? =o, t; = it, T = l/n. 
Comme dans le n° 1.1 du chap. VIT, définissons les opérateurs de 
restriction T, en disant que pour toute fonction z (t) € C [0, {lon a 


Tnt = CAUP)EETT 
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i.e. que X, se compose de colonnes x, = (x;);=,. Munissons X} 
d'une norme cubique: 
| £a l| = max [x 
i< 


Ki 
Ensuite, posons pour y (t) = (h (t); a) E Y 
Tay = ((y (ti-1))i=1; à). 


Ainsi donc, Ÿ, se compose de colonnes yn = (hn; a) de hauteur 


n + 1. Munissons Y„ de la norme suivante: 
lyn max |A| +la l. 
Li<n—1 


Ecrivons à présent le système d'équations aux différences selon 
la méthode d’Euler: 


EL + fs, Th) =0, k=1, 2, ..., M, (4) 
To = a. (5) 
Il est plus commode d'utiliser ce système sous la forme 
Lp = Lpa — Tf (this Zra) k = 1,2, ...,n, (6) 
Zo = a. (7) 
Il ressort de (6) que c’est un système récurrent et qu'en fonction 
de x, = a connu il permet de définir successivement £i, Zas, « « ., Zn: 


Ainsi donc, le système (4)-(5) admet une solution et une seule. 
Passons à la condition d’approximation. L'opérateur approché 


A, (£n) de X, dans Ÿ, est défini pour n = 1, 2,... par la formule 


An (Lp = | (L + 7 (tr tra) ) 5 a) . 


T 


On a donc pour la solution exacte 
An (Tna) = ( (HRE + (tra 2 (tea) ) 3 0S 
x (t)— ZX (tp_1) , noo 
= ( (Lr (r-d) Jaai 0) ” 


On vérifie maintenant sans peine la condition d’approximation : 


An =| An (Tna) lg, = max | ZENE e (ta) | +0 


pour n —+ œ, car la dérivée z’ (t) est uniformément continue sur 
[0, 1]. On trouve le raisonnement détaillé dans l’exemple du n° 1.3 
du chap. VII. 
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Si de plus la solution x (t) du problème (1)-(2) admet sur ]0, U 
une dérivée seconde bornée sur 10, l 


Va (£) = sup | z" (t) | < +, (8) 


on arrive à obtenir une meilleure majoration. Comme dans l'exemple 
du n° 1.3 du chap. VII, on a alors 


fh 
-i ` , A 2R -į l? — Y2 (x) 1 
An ni max | | £ (tra) — T (s) | deS nitya (x) =. 
ni 


Si donc la solution exacte x (t) est suffisamment régulière, le schéma 
aux différences d’Euler procure une approximation d'ordre 1. 
Voyons si la condition de stabilité a lieu. Montrons qu'on a à 


priori pour tout x, la majoration suivante: 
Il Zn Scil An 1 + lal} (9) 


pour toutes les solutions possibles du problème aux différences sui- 
vant: 


Soi +f (ns Tr- F Zn) — (lus Tr) = ns (10) 


où les paramètres Zo, Zi, « « -, Zn Sont arbitraires. A cet effet, mettons 
(10) sous la forme 


Zp = (1 — Thr 1) Zn F Vip k = 1, 2, ss h, (11) 
Zo = As 


où, d’après la formule des accroissements finis, 
1 


Br- = | fx (ln-1s Tru + Zn) dO. 


0 


Bien que les Bg-ı dépendent de x;_, et de Zk-1, on a d’après la 
restriction (3) 


| Br | < P, k=1,2,...,n. 


Par conséquent, les z, vérifient le système récurrent d’inéquations 
| Ze | S (1 + BT) | Zr- +Tlhr1t k=1,2,...,n. 


On en déduit successivement 


[z [<(1 +B) |a 1+1 Iln ll, 
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12 |< (1+ BT) | a |+ I(1+BT) +12, [| 


n—1 — 
| 2n IS (1+ B9” la [+ 2 (1+ BT” |] An I 


Puisque 
L \À l\n Bi 
a= (14E < (14H) <e 
et que 
JAY 
S (14 DA ES ar tn) 1 Li 
2 njn Bz n ` B  ? 
k=0 (145) 41 
on obtient la majoration suivante pour Zp: 
_ BI _4 — 
Il Zn Ref | a |+ Il An I (12) 
D'où la majoration cherchée (9) dans laquelle on peut poser 
BI _4 
== € pl € 
c = max (e , 5 Je 


Cela démontre la condition de stabilité (8) du n° 1.1 avec œ (t) = 
= clt. 

Il ressort maintenant du théorème du n° 1.4 que le schéma aux 
différences d’Euler est convergent. Si de plus la condition (9) est 
vérifiée, le corollaire au théorème du n° 1.1 nous permet de faire la 
conclusion suivante: le schéma aux différences d'’Euler procure une 


approximation d'ordre 1 (converge avec la vitesse O (1/n) pour 
m — œ). 


1.3. Schéma d’Euler amélioré. Reprenons le problème de Cauchy 
(1)-(2) du n°1.2 sous les mêmes hypothèses quant à la fonction 
f (x, t). Les espaces X, Y, Xn, Yn restent les mêmes, ainsi que les 
opérateurs de restriction. Par contre, le schéma est différent : 

Tk — Th 


iha LS [f (ino Zai) Hf (Ën En) = 0, (1) 
Lo = le (2) 


A la différence du schéma d’Euler, le schéma (1)-(2) est implicite: 
x, intervient dans la k-ième équation qui est non linéaire et ne permet 
pas d’expliciter x, avec la même facilité que dans le n°1.2. Son 
avantage réside dans sa plus grande précision, donc dans sa conver- 
gence plus rapide. Pour la résolution pratique du système (1)-(2), 


31—051 
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on procède par itérations (voir [2]). Les schémas implicites se ren- 
contrent souvent dans les problèmes appliqués. 

Or, nous ne visons pas ici à étudier le schéma (1)-(2) mais un 
schéma explicite proche de ce dernier. Connu sous l'appellation 
de schéma d Euler amélioré, il représente le plus simple schéma de 
Runge-Kutta (voir [2], p. 434). 

Considérons donc le schéma aux différences 


— “*k- 1 * 9 
ee me (rs, 2-1) + f (tr, 2k) =Q, (5) 
L% == Zp — TÍ (tris Lp_1); k — 1, 2, e... À, (4) 

To = a. (9) 


Vérifions la condition d’approximation. Supposons que la fonction 
f (t, x) soit deux fois continûment dérivable dans la bande Il; et que f 
soit bornée dans cette bande, de même que toutes ses dérivées par- 
tielles jusqu’à l’ordre 2. Il en découle que la solution x (t) du pro- 
blème (1)-(2) du n° 1.2 est trois fois continûment dérivable sur [0, Z. 
La fonction x (t) vérifie sur [0, {] l'identité 


z (t) +F (t, x (b)= 0. (6) 


Dérivons cette identité par rapport à £ et portons-y ensuite x (t) de 
(6): nous obtenons ainsi encore une identité: 


z(t) + fe (t, z (©) — fa (t, x (t) f (t, x (t) = 0. (7) 
Introduisons la fonction 
F (t, 1) = Ata NE 


Hy lilt, (+ (D — tilt, (t). (8) 


Elle dépend du paramètre t œ 0 et est définie en ż sur [0, ? — q]. 
Désignons par Fn (£n) l'opérateur non linéaire correspondant au 
schéma (3)-(4). On voit alors sans peine que 
Fn (Tnt) = (D (frs, T)r=t. 
En vertu de la formule de Taylor, on a pour t — 0 


LOD-EO L z(t) + ta (+ 0 (0), 


T 

fitt, x(t)— tf (t, z(t))] = 
= f(t, x (t))+ filt, x (t)) T— fa (t, x (t)) Tf (t, x (t)) +0 (x). 
Compte tenu des identités (6), (7) et de la formule (8), on a F (t, T) = 
= O (t?) pour t—> 0, d’où || Fn (Tne) || = O ({/n°) pour n — œ. 
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Ainsi donc, le schéma d Euler amélioré se caractérise par une appro- 
ximation d'ordre 2. 

Vérifions à présent la condition de stabilité. Considérons un 
problème aux différences auxiliaire : 


FRE S [F (r-i Zr-1 F Zp-1)— f (ner Zra) + 


T 
4 
+ [f (tr, Xp + Zn — Tf (lus Tri — Zk-1)) — 
— Í (tp, Tps TÍ UE Xn1))] = Ag, k = 1, 2, TETTEI 
Zo = Ô. 

En vertu de la formule des accroissements finis de Lagrange 

Î UET Eki T Zk-1) — f UE Xh_1) = Pz-122-1 

Beni = fx (r-i Lui + On12r-4) 

avec 0< 8, < 1. De même 
Í (tr, La + 2 — TÍ (tr-1, Lpi F Zr-1))— f (tr, k-i — 


— Tf (t-i, Ln-1)) = Brai (1— TPr-1) 2h40 


`a 


ou 


~ 


ou 


Br-1 = fa (r, Tri + 0, {pi T [f (nas Tr-1 + Zr-1) — f (lus T1)]}, 
avec 0 < 0 <1. 


Le système pour 34, . . ., Zn peut s'écrire maintenant comme suit : 
T TR , 
dE [1—5 Bi Pr- (1 — Tr) | Zn + Thr, k=1, 2,... n, 
Zo => e 


D'où, en posant max |f, | = B, on déduit | B |< B, | Ba | LB 
Il 


l 
et par consequent, 


2 
z< (1+ Pe) [Zr] + Tl l, k=1, 2,..., n, [Zol = ô]. 
Or, 14B HI Bees = ehin, d'où 


| zp | < eP” | Zril HT lt k=1,2,...,n, |zoļ=]1êl. 
On en déduit alors successivement 

|z| < efin] 8] + tlko], 

[zo| Le2Btn|ô| -+ tehnik] + Tlhol, 


( pl rt) — 
1e 161 x (ten a) An l 
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n—1 
` , l ur 
Il reste à remarquer que ` eibl/n — est la somme intégrale pour 
i=0 


l 
(3 pl 
| ebx dx et ne dépasse donc pas £ 5 1 . On a donc 


ü 


ebl 


— 1 — 

— || Pn I- 
C’est la majoration (12) du n° précédent. La stabilité est démontrée. 
Par conséquent, le schéma d’Euler amélioré converge avec la vitesse 


O (1/n?) pour n — oo. 


Il Zn I e® 8] -+ 


1.4. Résolution des équations non linéaires par la méthode de 
Galerkin. Soit une équation non linéaire 


A (x) = 0 (1) 


dans laquelle À est un opérateur non linéaire de X dans Y, défini 
sur D (A) € X, où X et Y sont des espaces de Banach. Cette équation 
peut être résolue par la méthode de Galerkin décrite au $ 4 du 
chap. VII. Soient dans X une suite de sous-espaces X, € D (4) et 
une suite d'opérateurs {P a}, Pn: X — X, telles que D (4)& 
Z D (Pa) et P,D (A) = Xn, n = 1, 2, ... Désignons par AX, 
limage de X, par À. Introduisons pour toul n entier naturel un 
opérateur Q„: Y — Y défini sur D (Qn), tel que AX, € D (Qha). 

Cherchons les approximations de Galerkin x, € X, de la solution 
x de (1) à l’aide de la suite d'équations 


O,A (x) = 0, n=1,2,... (2) 


(schéma de Galerkin). (Conformément aux définitions du n°1.1, 
introduisons les définitions suivantes: 


Définition 1. On dit que la condition d'approximation est vérifiée 
pour la solution x, de l'équation (1) si 
l QnA (Pazo) II — 0, n —> oo. (5) 


Définition 2. On dit que le schéma de Galerkin (2) est stable 
si pour tous z}, ta € Xn el pour tout n on a l'inégalité 


| QnA (tn) — QnA (£h) I| > © (tn — zh |) (4) 
dans laquelle la fonction œ (t) est strictement croissante sur [0, +, 
w (0) = 0, œ (+œ) = +o. 


Du théorème du n° 1.1 découle la proposition suivante dont nous 
laissons la démonstration au lecteur: 
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Théorème. Supposons que les conditions suivantes soient vérifiées: 

1° l'équation (1) a une solution x, et une seule; 

2° x, est la limite de la suite de sous-espaces {X „} (voir la définition 
1 du n° 4.2 du chap. VID); 

9° la condition d'approximation est vérifiée pour x); 

4° le schéma de Galerkin (2) est stable; 

5° le schéma de Galerkin (2) a une solution x, et une seule. 

On a alors x}, —> xo pour n —> œ. 


Faisons une remarque générale. En pratique, on choisit des 
opérateurs Pa, Qn de dimension finie, de façon à garantir l'égalité 
des dimensions 

dim XŸ, = dim Q,AX,. 
Supposons que cette condition soit vérifiée. Choisissons dans X, 
une base ọ™® = foe Yih, où m, est la aimension de X,. L'indice n 
en position supérieure signifie qu on choisit généralement une base 
particulière dans chaque X,. Soit ensuite une famille y = 
= {y} cœ X* biorthogonale à la famille t® ; on peut poser 
alors 


(nh o 
Pra = à NE vi) o”. (5) 
i= 
Définissons les opérateurs Q„ d’une façon analogue: 
Mn 
Y (n) ,(n) 
Qu 2 ts PO, (6) 
où les fonctionnelles linéaires 96) € Y*, j = 1, ..., mA. sont 
définies sur AX,, les éléments z(*) appartiennent à Y, j = 1,...,m; 


et les familles 209 = {0 et p™ = ape y sont biorthogona- 
les entre elles. Soulignons que les opérateurs Q, ne sont pas nécessaire- 
ment définis dans Y tout entier et ne sont donc pas nécessairement 
des projecteurs. 

Ces notations établies, le schéma de Galerkin est réalisé comme 
suit. On cherche l'approximation de Galerkin x, sous la forme 


m 
(n)_ (n) 
Tn=> E; Pi ; (7) 
i=1 
les coefficients E97, i = 1,..., m, étant définis par un système non 
linéaire de n équations à n inconnues 
(PS A (th) ) = 0, j = 1, e.. ° Mn. (8) 


Dans le paragraphe suivant nous décrirons quelques résultats 
non triviaux obtenus à l’aide de la méthode de Galerkin appliquée 
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aux opérateurs monotones. En attendant, nous nous bornerons à 
citer un exemple élémentaire. 
Considérons de nouveau le problème aux limites 


z +f, a) =0, 0<i<i, (9) 

x (0) — a = 0, (10) 

sous les mêmes hypothèses que dans le n° 1.2. Ecrivons ce problème 
sous la forme opératorielle (1), l opérateur A: £ [0,11 — £ [0,1] + 


+ Et étant défini sur les fonctions z (t) € D (A) = W! [0, 1] par la 
formule 


A (2) = (z (t) + f (t, z (t); x (0) — a). (11) 


Rappelons (voir n° 3.1 du chap. II) que l’espace de Sobolev W, [0, 1] 
se compose de fonctions absolument intégrables au sens de Lebesgue 
sur ]0, {[ qui admettent sur ]0, ![ une dérivée distributionnelle au 
sens de Sobolev. Puisque W11[0, I] est immergé dans C [0, l], les 
éléments de W} [0, l] peuvent être assimilés à des fonctions continues 
ordinaires. Tous les termes de (11) sont donc définis: 


r (E L10, U, ft, x) ECIO, A et z(0). 


Exercice 1. Utilisant les résultats du n° 3.4 du chap. Il, 
montrer que W11[0, I] est immergé dans C [0, ll. 

La solution approchée du problème (9)-(10) sera cherchée par la 
méthode de Galerkin. 

Soit X, (n = 1, 2, ...) sous-espace des fonctions linéaires par 
morceaux, continues sur [0, Z], admettant des dérivées continues 
partout sauf dans les nœuds du réseau uniforme 


(Pko. tu=kt, T=int 


L'espace X,:, admet comme base la famille de fonctions ọ™ = 
—={p;" (t)}5=0 introduite dans le n° 4.9 du chap. VII (voir fig. 15). 
On voit sans peine que X, € W} [0, Z]. Pour construire les projecteurs 
Pa, considérons une famille de fonctionnelles linéaires y = 


= {y P o définies sur les fonctions x (t) de WT [0, {] comme suit: 


(0, =), s=0,1,...,n. 


Exercice 2. Vérifier que les familles ọ™ et y sont 
biorthogonales entre elles. 
Ainsi donc, les opérateurs P, sont définis par les formules 


P= À € mg (D. (12) 
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Considérons maintenant l’ensemble AX,. A cet effet, prenons 
une approximation de Galerkin 


En (0) = À 24 Pa (t) (15) 


dm 


qui, conformément au n° 3.1 du chap. VIT, peut être assimilée à une 
interpolation linéaire par morceaux avec les données initiales 


Th = (CN TES (14) 
L’approximation x, (t) se laisse donc écrire aussi sous la forme 
(voir la formule (4) du n° 3.1, chap. VII) 
an) 


r, (= J pa ET (4 2 $), (15) 


i=1 
où 6, (t)=1 sur fe, tlet 8; (t)=0 en dehors de cet intervalle. 


Autrement dit, 0; (t) est la fonction caractéristique de l’intervalle 
semi-ouvert [t;, til. 
La dérivée distributionnelle de x, (t) est 


no am 


zn (t) = X —— a; (t); (16) 


ed. 
Il 
> 


c’est une fonction constante par morceaux sur [0, Z], et f (t, x, (©) 
est continue sur [0, !]. Définissons maintenant les valeurs prises par 
les fonctionnelles linéaires y, s = 0,1,...,n — 1, sur les fonctions 
z (t) qui admettent des discontinuités de première espèce dans les 
nœuds du réseau. Posons 


(z (t), W= z (+0), s—0,1,...,n—1. (17) 


Définissons enfin les opérateurs Q, par la formule 
n-i 


QnA (En) = È (En (9 HF (6, En (E) V) S (9 + Lo (0)—a) (18) 
(voir (11)). 

Il vient d’après (13) et (15) à (18): 
QnA (£n (t)) = 


n r) — 
=) LE a, ak) oka (D Hiro) a (19) 


k= 


Le système (2) devient alors (en omettant l'indice n en position 
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supérieure) 
= + f (ls Zs) — 0, s= 1, 2, sh, (20) 
r, —a=0, (21) 


et coïncide avec le schéma aux différences d’Euler (4)-(5) du n° 1.2. 
Dans ce même n° on démontre la convergence du schéma aux diffé- 
rences d’'Euler 


o, = max | zg? x (t| = 0 pour n—>+o0, (22) 
où {xx } est solution du système (20)-(21) et x (t) solution du problè- 
me (9)-(10). Il n’est pas difficile d’en déduire la convergence du 


même schéma de Galerkin dans Æ [0, l. 
Remarquons que 


P (t)— 


|l Tn (t)— Ppa (£) |l [0,1] — 


IMs 


— 


ox” (t) dt 


| 
M 3 DE y cu 


x (EEP) GK (6) | dt Lo. 


IM 


> 


Sa, us 


Il 


(voir (22) et (12)). 
Exercice 3. Montrer que 


n l 


D À oP O dit. 


RkR=1 0 


De l'exercice 3 et des relations (22), (23) il ressort que 
[ln — Pat |l£ron — 0 pour n — œ. Il ne reste qu'à remarquer 
que || Paz — z || — 0, nr — œ, pour les fonctions x (t) € W: [0, l. 
(Vérifier !) 

Nous venons de démontrer la convergence de la méthode dite 
méthode des lignes brisées d’ Euler. 


$ 2. Opérateurs monotones 


Dans plusieurs branches d'analyse fonctionnelle, on généralise 
la notion de fonction monotone aux espaces de dimension infinie. 
Une généralisation de ce type utilise par exemple la notion d'ordre 
partiel introduite dans l’espace de Banach. La théorie des opérateurs 
monotones exposée dans ce paragraphe constitue un des chapitres 
nouveaux d'analyse fonctionnelle, dont les applications les plus 
profondes et les plus intéressantes se trouvent, à notre sens, en théorie 
des équations aux dérivées partielles. 
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2.1. Notions d’opérateur monotone et coercif. Commençons par 
un lemme élémentaire. 


Lemme 1. Soit f (x) une fonction continue sur Et = ]—o, +|, 
à valeurs dans ET. Si 


(z — y) [f (£) — f y) > 0, (1} 
xf (x) — œ pour |z |—> œ, (2) 

l'équation 
f (z) = 0 (3) 
a au moins une solution. Si, au lieu de (1), on a une condition plus forte 
[f (£) — f U) (& —y)>0 pour x y, (4) 


l'équation (3) admet une solution et une seule pour x > y. 


Démonstration. Soit x > y; il ressort alors de (1) que 
f (x) > f (y), i.e. f (x) est croissante sur Æt. Ensuite, des conditions 
(2) et (1) il ressort qu'il existe a, b tels que a < b, f (a) < 0, f (b) > 
> 0. (Vérifier !) Considérons f (x) sur [a, bl. En vertu du théorème 
sur les valeurs intermédiaires d’une fonction continue, il existe 
ë € la, bI tel que f (Ẹ) = 0. 

Si la condition (4) a lieu, f (x) croît strictement sur ]—o, +oo, 
si bien que la fonction f (x) ne s’annule qu’en un seul point de 
]—oc, “of, à savoir en £. Le lemme est démontré. 

Remarquons que la condition de continuité de f (x) dans le lemme 14 
est essentielle. Par exemple, la fonction 


x$— 5 pour zT—1, 
f{= 242 pour —1<r<1, (5) 
xT--4 pour x>1 


n'est pas continue sur Æ? mais vérifie toutes les autres conditions 
du lemme 1; or, l'équation (3) n’a pas de solution pour cette fonc- 


tion. 

Généralisant la situation décrite dans le lemme, introduisons 
quelques notions fondamentales. 

Soit X un espace normé réel séparable, et soit X* son dual. Consi- 
dérons un opérateur non linéaire A de X dans X*, D (4) = X, 
R (A) X*. Désignons comme toujours par (x, f) la valeur prise 
par une fonctionnelle f € X* en x € X. La définition suivante géné- 
ralise la condition (4): 


Définition 1. L'opérateur A: X — X* est appelé monotone si 
pour tous x, y € À 


(z —y, A (x) — À (y)) 2 0. (6) 
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La condition (4) admet une généralisation analogue: 


Définition 2. L'opérateur A: X — X* est appelé strictement 
monotone S'il est monotone et si l'égalité dans (6) ne peut avoir lieu 
que pour x = y. 


Citons encore une définition qui s'avère d’une grande utilité 
pour les applications: 


Définition 3. L'opérateur A: X — X* est appelé fortement 
monotone si pour tous x, y € À 


(z —y, A (x) —A (y) >c (z —y ID x — y Il (7) 


où c (t) est une fonction continue positive, définie pour t > 0 et 
telle que c (0) = 0, c(t) > 0 pour t > 0, c (t)— œ pour { —+ œ. 

Exercice 1. Soit la fonction f: Et — Et partout dérivable 
sur Æt, et soit sa dérivée f (x) > ô pour tout x € ET, où ô est une 
constante. Montrer qu’on a pour tous x, y € E! 


(x — y) If (x) —f GW > 8 | x —y }? 


et que par conséquent f est un opérateur monotone pour Ô = Q et 
fortement monotone pour ô > 0 (c (t) = ôt). 

Exercice 2. Montrer que la fonction f (x) = 2 + x —1, 
x € Et, est un opérateur fortement monotone. 

Exemple. Soit une fonction (opérateur) de Æ? dans Æ*: 
A (x) = (fi (£1, T2), fa (£1, £2)) pour tout x = (z1, 2) € E”. Supposons 
que les fonctions coordonnées f}, fa admettent partout dans Æ? des 
dérivées partielles 0f;/0x;, i, j = 1, 2, et que pour tout (z1, x2) € E? 


che L |<p, ij; i, j=1, 2, 


a a, i=1,2; 


où « et B sont des constantes. Montrons que dans Æ* l'opérateur 
A (x) est monotone ponr B < « et fortement monotone pour B < &, 
et que c (t) = (x —f)t 

Compte tenu de la formule des accroissements finis de Lagrange, 
il existe 4, Ẹ tels que 


fi (£1, Lo) — fi (Yis Y2) = (fa (21s Lo) — fi (Yis Lo) + 
+ [fa (Yis Lo) — fa (Yis y) = RE EL (2 y) + 


of , É 
+ he Sal 52) (£2 — Y2). 
Donc 
g , 9 
(ts — Y1) [fi (ae 22) — fi (Yi; Ve)] = Sh GeT (ay) + 


+ 2h Gun $o) (Ti — Y1) (2 — Y2) > 
T2 
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>a|ti—y, [2 —f [ti—y | | t2 — Y2 | > 
a 1 ə 1 
>a |zı— y ?— y Pl ziy 2—5 | 22 — y2 |’. 


Nous avons done démontré, à laide de l'inégalité évidente 
lab <5 | a |? +51, l'inégalité suivante : 


(ti — Yd) lfi (2i Ze) — fi (Yu DZ (ai) | Li — yı 2— È Jz, — plè. 
On a de même 
(£ — Yə) [fo (Ti. Lo) — fo (Yi. Yə) >?) Li — yı |? + 
+ (a$) | La — Yə |% 
Additionnant ces inégalités, on obtient 
(z — y, À (x) — À (y) > (a — P) [x — y lP. 


Nous avons donc montré que l'opérateur À (x) est fortement 
monotone dans E? avec c (t) = (4x — P) tsi a > B. Si «x = p, l’opé- 
rateur À (x) est monotone. 

Exercice 3. Montrer que la fonction 

A (x) = (af + Sas — 2z + 1, 227 + zı + 5z, — 4), 


où x = (zı; to) € E?, est un opérateur fortement monotone dans Æ?. 
La définition suivante généralise la condition (2) du lemme 1: 


Définition 4. L'opérateur A: X — X* est dit coercif si pour 
tout x € X 


(x, A (£) 27% (zx) zx I, (8) 


où y (t) est une fonction définie pour t > 0 et telle que y (t) — +oo 
pour { — —o0. 


Dans le texte qui suit, nous introduirons les fonctions c (t), y (t) 
des définitions 3 et 4 sans indiquer explicitement qu’elles existent 
pour l’opérateur fortement monotone et l’opérateur coercif respecti- 
vement. Îl existe cependant entre ces fonctions une relation qui 
fait l’objet du lemme suivant: 


Lemme 2. Tout opérateur A: X — X* fortement monotone est 
coercif, avec 


y &) = c (t) — || A (0) |l. 


Démonstration. De la condition (7) on déduit pour 


(z, A (x) — A (0)) >c (lx I) liz |l, 
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d'où 
(xz, A (x); >c (lx I) xl +, A (0)) >c (xI) x — 

— || x fit À (C) |l, 
car |z, A (0)) |< ]lz I|] 4 (0) || et donc (x, A (0)) > 
> — || < || |4 (0) |. L'’inégalité obtenue démontre le lemme 2. 


Remarque. Si l'opérateur A: À — X* est coercif, on a 
I A (z) |> œ pour || z |] —> o. 
On a en effet 


IA (£) I Iz | ><, A @)) > vy (lx I) Iz l, 


| A (x) 12% (x 1) — œ quand || x || — oo. 
Avant de terminer ce n°, citons un lemme élémentaire sur la 
fonction c (t) qui figure dans la définition de l’opérateur fortement 
monotone : 


Lemme 3. Soit une fonction positive continue c: [0, +oo[ — E! 
telle que c (0) = 0, c (t) > 0 pour t œ Oetc (t) — +œ pour t — +œ. 
Alors, si tn = 0, m = 1, 2, ..., et c (tm) —> 0 pour m — œ, ona 
tm — 0 pour m —> oo. 


Démonstration. Soit am = c (tm)— 0 pour m— oœ, 
et soit {tm} non convergente vers 0. Il existe alors ô œ 0 et une 
sous-suite {tm} de {tm} tels que tm > ô > 0 pour m’ quelconque; 
{tm} est bornée. Dans le cas contraire on pourrait extraire de {tm} 
une sous-suite {tmr} telle que tme — +œ, auquel cas l’on aurait 
de même c (tmr) — +œ, ce qui est impossible, car &m” —> 0. Ainsi 
donc, {tm} est bornée. Alors, d’après le théorème de Bolzano- 
Weierstrass, on peut en extraire une sous-suite convergente {tm} 
telle que tm” —> tọ pour m” — œ. On a par continuité c (tm) — 
—> c (to) >œ 0 pour m” —> œo, ce qui est aussi impossible. La contra- 
diction obtenue démontre le lemme. 


2.2. Théorèmes d'existence des solutions en dimension finie. 
Démontrons deux théorèmes sur l'existence des solutions d'équations 
avec des opérateurs monotones dans l’espace euclidien £”. Is servi- 
ront de base pour l'extension de ce problème en dimension infinie 
dans les n°s suivants. 

Le théorème suivant est une généralisation directe du lemme 1 
du n° précédent au cas d’un opérateur fortement monotone dans Æ7. 


Théorème 1. Soit l'opérateur A : E” —> E” partout continu dans E”. 
Si pour tous x, y € E” 


(x — y, A (x) — A y) >eller — y lP, (1) 
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où c > 0 est une constante, l'équation 
À (x) = 0 (2) 
a une solution x* € E" et une seule. 


Démonstration. Procédons par récurrence sur la dimen- 
sion n de l’espace E”. Pour n = 1 le théorème est immédiat. En 
effet, la condition (1) garantit les conditions (3) et (2) du lemme 1 
du n° 2.1 (la condition (2) de ce lemme découle du lemme 2 du n° 2.1). 
Supposons maintenant que le théorème soit vrai dans E*-1, k > 2, 
et montrons qu'il est alors vrai dans £*. Supposons que À : E} — E* 
vérifie les conditions du théorème 1 (pour n= k). Introduisons dans 
E* une base canonique {e;}i (i.e. e; = (6;;)5a, à — 1, ..., k, 
ô;; est le symbole de Kronecker). Alors l’opérateur À se définit dans 
la base {e;}*_1 par la famille de ses fonctions coordonnées 


k 
R ` 
A (x) = (f: (x))i=1; où r= > je ;. 
- I= 
Donnons-nous un t € ET et considérons l'opérateur À,: Ek-1 — Fh-1 


k—1 
défini pour tout x = > z;e; par la formule 
i=1 


Ar (£) = (fi (x + ter) ir. 


Il est évident que À; est continu sur E*-1 et, conformément à la 
condition (1), vérifie pour tous x, y € E*-1 l'inégalité 


(x —y, A,(x)— À, (y)) =(t— t) [fn (x +tez) — fn (y + tex)] + 


— 1 


k 
+ 2 (£i —y;)(fi (£ + ter) — fi (y + ter) c || x — y |. 


Cela revient à dire que A; vérifie aussi (1). Par hypothèse de ré- 
currence, le système d'équations 

fi (x + te) = 0, i=1,..., k —1, (3) 

admet une solution et une seule x € E*-1, Cela est vrai pour tout 


t € E1. On a donc une fonction vectorielle x: E! — E*-1 qui à tout 
k—1 

t € E! fait correspondre une solution x (t) = > x; (t) e; du système 
i= 


d'équations (3), ou, plus brièvement, de l'équation À; (x) = 0. 
Montrons maintenant que la fonction z (t) est continue sur Æ1. 
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Pour tous t, sE Et on a 
0 = (x (t)— 1'8), À, r(t ))— À, (x (s))) = 
En st à Ai (2 (8) — Ai (2 (8)) +J (t, > 

| >c || æ (t)— € (s) E+ (t, s), 
ou 
J (t, s)= (2 (t)— € (s), A; (2 (8))— As (2 (8) > 

> — || æ (t)— 2 (s) || I| A (£ (8))— As (£ ($)) Ile 

Ainsi donc, pour tous t, s€ E£1 on a l'inégalité 
L£ (t) — x (8) Se I| A; (£ (s)) — As (z (8) | 


(où z (t) = z (s)). Or, on a pour tout s donné 
Il A4 (£ (8)) — 4, (x (9) ||? = > | fi (£ (8) + ter) — fi (2 (S) + ser) |? 0 


quand t—> s, par continuité des fonctions coordonnées. Par consé- 


quent, z (t) est continue sur ET. 
Considérons à présent la fonction vw: Æ1— Æ! 


p (t) = fn (2 (t) + ten). 


Montrons qu’elle vérifie les conditions du lemme 1 du n° 2.1. Remar- 
quons d’abord que 1 (t) est continue comme composée de fonctions 


continues. Ensuite, d’après (3), on a À; (x (t)) = 0, À, (x (s)) = 0, 
d'où 
(t— s) Ep (t) — Y (8) = (t— $) lfr (2 (t) + ter) — fa (2 (8) + ser)] + 
+(e (=a (s), Ai (z (0) — A, (2 (8) = 
= ({12 (t) + ter] — I2 (s) + senl}, A (£ (0 + ter) — 
A (2 (t) + se) >c liE (t) — z (s) + (t — s) er l2 >0 


pour ts. 
Ainsi donc, p (t) vérifie la condition (4) du n° 2.1. Vérifions la 


condition (2). Appliquant la même inégalité que pour le lemme 2 
du n° 2.1, nous obtenons 


tip (t) = tfn (z (t) + tep) =tfn (£ (t) + ter) + (x (t), As (2 (t))) = 
= (T (t)+ tep, A (E(t) + ter) >c] x(t) + te, l? — 
— || £ (t) + te [111 A (0) Il. 
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nd 


Or, [le (t) + te || > | 1 |. (Démontrer cette inégalité en se servant 
de la définition de la norme sur £*.) Donc tip (t) — œ quand t —> oo. 
Toutes les conditions du lemme 1 du n° 2.1 sont donc vérifiées. Par 
conséquent, il existe un T € Æt et un seul tel que p (t) = 0. L’équa- 
tion (2) admet alors une solution et une seule 


2% = x (1) + te, € E*. 


Par récurrence, la proposition du théorème reste vraie quelle 
que soit la dimension de £". Le théorème 1 est démontré. 
Démontrons en conclusion encore un théorème: 


Théorème 2. Soit A: E” — E” un opérateur continu monotone. 
Supposons qu'il existe une constante À œ Q telle que pour tout x tel que 
[x [> À on a l'inégalité 

(x, A (x)) >O. 


Alors l'équation (2) a pour solution un x tel que [| x | & À. 


Démonstration. Soit une suite de nombres strictement 
positifs {e} dans laquelle €} — 0 pour k — œ. Considérons la suite 
{An} d'opérateurs Ap: E” — E” tels que 


Pour tout k donné et pour tous x, y € E” on a 
(£ — y, Ar (x) — Apr (y)) = Er (x — y, x — y) + 
+ (£ —y, À (à) —A y) > ex rx —y |P, 


car À est monotone. Donc, l'équation Ap (x) = 0 admet, en vertu 
du lemme 5 du n° 2.1, une solution et une seule z} € E”, telle que 
Iz || <À pour k = 1, 2,..., sans quoi il y aurait pour un cer- 
tain k 


0 = (£r, Anr (xx)) > Er || zp I? >O. 


Ainsi donc, la suite {z}} € E” est bornée. On peut alors en 
extraire, d'après le théorème de Bolzano-Weierstrass une sous-suite 
{xp} qui converge vers x, € E”. Portons dans (4) k = k’, £ = £p; 
il vient 


0 = Er tr: + À (xx). 


Pour k’ — œ on a à la limite À (z) = 0, car ex — 0 et À est con- 
tinu. Le théorème est démontré. 


2.3. Sur les opérateurs demi-continus. Soient X, Y deux espaces 
normés. Puisque chacun de ces espaces admet deux types de con- 
vergence: la convergence en norme, souvent appelée convergence 
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forte, et la convergence faible, un opérateur À de X dans Y admet 
quatre types de continuité, à savoir: 

1° la continuité faible: l’opérateur À fait correspondre à toute 
suite faiblement convergente {zn} € D (A) dans X une suite faible- 
ment convergente {A (x,)} dans Y; 

2° la continuité forte (continuité en norme): l'opérateur À fait 
correspondre à toute suite fortement convergente {zn} € D (À) dans 
X une suite fortement convergente {A (x,)} dans Y ; 

3° la continuité « affaiblissante »: l'opérateur À fait corres- 
pondre à toute suite fortement convergente {r,} € D (A) dans X 
une suite faiblement convergente {A (x,)} dans Y; 

49 Ja continuité « fortifiante » : l'opérateur À fait correspondre à 
toute suite faiblement convergente {zn} € D (A) dans X une suite 
fortement convergente {A (x,)} dans Y. 

Tous ces types de continuité des opérateurs s'avèrent utiles 
dans les applications. Jusqu'à présent nous n'avons étudié que des 
opérateurs fortement continus (continus tout court dans notre termi- 
nologie). Nous avons aussi noté (voir le théorème du n° 2.2 du 
chap. V) que les opérateurs compacts linéaires possèdent la pro- 
priété 4° indiquée ci-dessus. 

En théorie des opérateurs monotones nous aurons besoin de la 
propriété 3°; les opérateurs qui possèdent cette propriété sont 
généralement appelés demi-continus. 


Définition 1. Un opérateur À défini sur un ensemble D (A) fermé 
dans un espace de Banach X, à valeurs dans son dual X*, est appelé 
demi-continu en un point xz € D (A) si à toute suite {x,} € D (4) 
telle que x, — x, pour n —> œ il fait correspondre une suite faible- 
ment convergente {A (x,)} © X*, telle que À (x,) — À (x) faible- 
ment pour n — co. 


Autrement dit, À est demi-continu en x, si de || x, — zo [| — 0, 
n — œ, il ressort que pour tout x € X 


(£, A (£n) ) — (x, A (£o) )s n —> 0, 


Exercice 1. Montrer que tout opérateur À : X — X* continu 
en un point x, est demi-continu en zo. 

Exercice 2. Montrer que si A: X — X* est demi-continu 
en Z, il est borné dans un voisinage de zo. 


Définition 2. Un opérateur À défini sur une partie D (4) fermée 
de X, à valeurs dans X*, est appelé demi-continu s’il est demi-con- 
tinu en tout point de D (4). 


Une question se pose : tout opérateur demi-continu est-il continu ? 
La réponse est positive si l’opérateur est linéaire. Soit l'opérateur 
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linéaire À non continu, i.e. non borné. Il existe alors une suite 
{tn} € D (A) telle que || x, | = 1 et || Azn || > n°, n = 1, 2, ... 
Puisque y, = æn/n — 0 fortement pour n — œ, on a aussi par 


demi-continuité Ay, = L Az — 0 faiblement pour n — œ. Or, 


I| Ay || œn. La contradiction obtenue montre que tout opérateur 
linéaire demi-continu est nécessairement continu (voir le problème 4 
dans le § 2 du chap. V). 

Si l'opérateur est non linéaire, la condition de demi-continuité 
est plus faible et se vérifie plus facilement que la condition de con- 
tinuité. Le lecteur trouvera de bons exemples d'opérateurs demi- 
continus dans la monographie [5]. Ils demandent cependant des con- 
naissances étendues en théorie des fonctions d’une variable réelle et 
dépassent le cadre de notre étude. 


2.4. Sur la méthode de Galerkin pour les équations avec des opé- 
rateurs monotones. Soit À un opérateur non linéaire d’un espace de 
Banach réel séparable X (D (A) = X) dans son dual X*. Pour 
obtenir la solution approchée de l'équation 


A (x) = 0, (1) 


utilisons une variante de la méthode de Galerkin. Soit {q}? une 
famille d'éléments libre et totale dans X, et soit X, le sous-espace 
engendré par @1, . -., @n. Cherchons l'approximation de Galerkin 
de la solution x de l'équation (1) 

n 


Trn = > (AUX (2) 


I=1 
au départ du système d'équations de Galerkin 
(Oks À (a) =0, k=l, s.n (3) 


Exercice 1. Montrer que x, € Xn est solution de (3) si et 
seulement si pour tout un € À, on a l'identité 


lun, Atn))=0, k=1,...,n. (4) 


Lemme 1. Si l’opérateur A est strictement monotone, alors 
1° l'équation (1) admet au plus une solution : 
2° pour tout n le système (3) admet au plus une solution. 


Démonstration. Soient u, v deux solutions de (1). On 
a alors À (u) = 0 et À (v) = 0, donc (u —v, A (u) — 4A (v)) = 0, 
ce qui ne peut avoir lieu que pour v = u, puisque À est stricte- 
ment monotone. Soient ensuite x}, x deux solutions du systè- 
me (3). On a alors (<, A (x%)) = 0 pour i, j = 1, 2, en accord 
avec (4). Donc, 0 = (th — x’, A (z) — À (x )), ce qui ne peut 
avoir lieu que pour x,” = xs”. Le lemme est démontré. 


32—054 


498 SCHÉMAS D'APPROXIMATION NON LINÉAIRES ICH. X 


Définissons maintenant les conditions dans lesquelles le système 
d'équations de Galerkin (3) est résoluble. A cet effet, utilisons le 
théorème 2 du n° 2.2. 


Lemme 2. Soit À un opérateur monotone et demi-continu. Supposons 
qu'il existe une constante À œ Q telle que pour tout x€ X tel que 
x 1 > À on a (x, À (x)) >> 0. Alors le système d'équations (3) admet 
pour tout n une solution x, € Xn telle que || xx [| K À. 


Démonstration. Mettons d’abord le système (3) sous 
forme d'une équation unique dans X, : 


> (Pr, À (£a) pr = 0. 6) 


Montrons qu'on peut substituer à (5) une équation équivalente dans 
l’espace euclidien £”. A cet effet, introduisons un opérateur linéaire 


Jn EL (E”, X,). Pour tout €, = (c;)?, posons 
J nen = ln; (6) 


où z est défini par la formule (2). 

Exercice 2. Montrer que J, est un opérateur linéaire 
borné continüment inversible et qu'il réalise à ce titre une corres- 
pondance biunivoque et bicontinue entre Æ” et X,. Montrer que 


Ja I< 1V SI o: ll. 
PAS NET 


Remarquons maintenant que l’équation (5) est équivalente à un 
système d'équations dans Æ” (dans une base canonique): 


(Qu À (Jnén)) = 0, 1=1,...,n. (7) 


Introduisons dans Æ” l'opérateur 


An (Cn) = (pr A (Inen) i1. (8) 

Le système (7) devient 
An (Cn) =0. (9) 
Vérifions pour À, les conditions du théorème 2 du n° 2.2. Il 
est continu, car ses fonctions coordonnées (pr, À (Jhc,)) le sont. 


En effet, si la suite des ¢c{™ converge vers c{® pour m— œo (dans E”), 
on à pour m —+ œ 


n 
=J, cem > co, — DE p= zp dans Xha. 
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D'où, À étant demi-continu, pour m — œ 


(Pr À (n))—+ (on À (an) = (on À (Jnen)). 
Ensuite, pour tous a, = (ai), bn = (b;)1 de E” on a d’après 


(8), (6) et (2) 
(an — bn, An (an) — An (bn)) = 


= D (a — bi) (Pr A (J nan) — À (J nbn)) = 


= (J än — Jhb,, A(Ja,)—A(Jb,)) > 0, 
car À est monotone. 
Enfin, si || cn lg >A ll Jz, on à [el a Ilan ZA 
(vérifier !), d’où 
(Cns An (Cn)) = nens A (Jnn) = (ns À (&n)) >0. 
En vertu du théorème 2 du n° 2.2, l'équation (9) a une solution c#, 


d’où il ressort que (3) admet pour n quelconque une solution 


In = 2 cr. Il ne reste qu’à montrer que || xx || < À. Supposons le 


contraire: || zž || > À. Alors, d’après l'hypothèse du lemme, on a 
(ar, À (x)) > 0, ce qui est faux. Le lemme 2 est démontré. 

Démontrons encore un lemme relatif aux approximations de 
Galerkin. 


Lemme 3. Supposons que, les conditions du lemme 2 étant vérifiées, 
{xn} soit une suite arbitraire de solutions de (3). Alors la suite {A (x,)} 
est faiblement convergente vers Q. 


Démonstration. Montrons d’abord que la suite { À (x,)} 
est bornée. L'opérateur À étant demi-continu en 0, il existe (voir 
l'exercice 2 du n° 2.3) des constantes ô > 0, M œQ telles que 
|| À (x) I M chaque fois que || x || < ô. On a alors dans la boule 
Sa = {xt |z| ô 

(T, A (£n)) = (x — Tn, A (£n) — À (x) ) + (£, A (x) ) T 

— (Tn, A (t)) + (En, A (€n) )S (2, A (x)) — (Tn, A (2)). 
En effet, (zn, À (£n)) = O (voir (4)) et À est monotone, donc 
(£ — Zn, À (zn) — À (x))< 0. Par conséquent, on a pour x € Sẹ 
(z, A (2n)) < | lz, A (x)) | + | (tn, A G))I< M (6 + À), 
car || £n [| À. g nEeons x en —x: il vient comme précédemment 
pour tout zE S 


—M (ô +A)< (x, À (xn)). 
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On a en somme pour tout z€ Ss 
| (x, À (tn)) |S M (8 + À). 


Ensuite, d’après la définition de la norme d’une fonctionnelle 
linéaire 


1 
Il A (£4) I= sup | (y, AG) |= sup $ | <z, A (2,)) I< 
Hull Ixl <ô 


À 
<M ( 1+ +). 
Nous avons montré que la suite {A (x,)} est bornée. 
Montrons maintenant que {A (x,)} converge faiblement vers 0 


sur une variété linéaire dense dans X. La famille {p;,}f étant tota- 
le, la variété linéaire 


X — Ù Xp 
k=1 


est dense dans X. Soit x € X: alors x E€ Xm pou run certain m et, 
pour tout n>m, 
(£, A (tn) ) = 0, 


où zn est solution de (3). Par conséquent, on a (z, A (x,))— 0 pour 


n— oo sur la variété linéaire X dense dans X. En vertu du théorè- 
me de Banach-Steinhaus (n° 2.5 du chap. III et n° 2.1 du chap. IV), 
A (xn)—> 0 faiblement pour n—> œo. Le lemme 3 est démontré. 


2.5. Théorèmes d’existence des solutions des équations avec 
des opérateurs monotones. Dans ce n° nous démontrerons les théorèmes 
fondamentaux de la théorie des opérateurs monotones. Pour plus de 
détails, voir [5]. 


Théorème 1. Soit À un opérateur d'un espace de Banach réel sépara- 
ble réflexif X dans son dual X*. Supposons qu'il soit monotone et demi- 
continu. Supposons ensuite qu'il existe une constante À œ Q telle que 
pour tout x € X, avec || x || >> À, on a l'inégalité 


(x, A (x)) > 0. 
Alors l'équation 


A (x) = 0 (1) 
a une solution telle que || x |< À. 


Démonstration. D’après le lemme 2 du n° 2.4, le sys- 
tème de Galerkin admet pour tout n une solution x, € X, telle que 
[tn || À. L'espace X étant réflexif, on peut extraire de la suite {x, } 
une sous-suite {zn} qui converge faiblement vers x, € X tel que 
Il zo |S À. 
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L'opérateur À étant monotone, on a pour tout x € À 
Inv = {x — tw, À (x) — À (zne)) > 0. 


Or, Ir = (£ — Tr’, A (x) ) — (x, A (£n) ), et de plus (x, A (zn) )—> 
— Q pour n'— œœ, car À (za’)—> 0 faiblement pour n'—> œ d’après 
le lemme 3 du n° 2.4. D'où Ip — (x — x,, A (x)) pour n'—> œ, et 
pour tout xz €E X 


(£ — zo, A (2))> 0. (2) 


Si A (to) = 0, le théorème est immédiat. Soit À (x) Æ 0. 
Alors, d’après le corollaire 1 (pour X*, X** — X) du théorème de 
Hahn-Banach (voir n° 1.3 du chap. IV), il existe un élément Zo € À 
tel que 


(Zo, À (to)) = |A (zo) Il (3) 


Portons dans (2) x = zo — 120, avec t > 0. Il vient (Zo, À (£o — 
— 1z9)) < 0. D'où, en faisant tendret vers +0 et en tenant compte de 
(3), on obtient Zo, A (£o)) = || À (zo) I 0. L'hypothèse A (z) = O 
est donc fausse, d’où le théorème 1. 

Citons deux conséquences de ce théorème : 


Corollaire 1. Si les conditions du théorème 1 sont vérifiées, de toute 
suite de solutions du système de Galerkin on peut extraire une sous-suite 
qui converge vers une solution de l'équation (1). 


Corollaire 2. Si dans les conditions du théorème 1 l'opérateur À est 
strictement monotone, le système de Galerkin (3) (voir n° 2.4) a une 
solution et une seule x, € X, pour n quelconque, et la suite {zn} 
de ces solutions converge faiblement vers l'élément x, € X qui est la 
solution unique de (1). 


La démonstration découle immédiatement du lemme í du n° 2.4. 
Citons maintenant deux théorèmes d'existence pour les équations 
avec second membre : 


Ar) =y, yEX*. (4) 
Théorème 2. Soit A un opérateur d’un espace de Banach réel sépara- 


ble dans l’espace X*. Supposons que À soit monotone, demi-continu et 
coercif. Alors l'équation (4) a une solution pour tout y € X*. 


Démonstration. (Choisissons un élément quelconque 
y € X*¥ et considérons un opérateur F: X— X* tel que 


F (x) = A (x) —y. (5) 


Exercice 1. Montrer que l'opérateur F (x) est monotone et 
demi-continu. 
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On a ensuite pour tout x € X (voir la définition 4 du n° 2.1) 
(x, F(x)) = (x, A (x)) — (x, y) > 
>y (x) zx gl iel = w (el) — Iyl) lel. 


Il existe donc un À œ 0 tel que pour tout x € X tel que || x< | > À 
on a l'inégalité (x, F (x)) œ 0. Par conséquent, l'opérateur F vérifie 
les conditions du théorème 1, si bien que l'équation F (x) = 0, 
i.e. l'équation (5), a au moins une solution. Le théorème est démontré. 


Corollaire 3. Si dans les hypothèses du théorème 2 l'opérateur A est 
strictement monotone, l'équation (5) a une solution et une seule pour 
tout y E€ X*, i.e. À admet son inverse AT. 


La démonstration de ce corollaire se réduit à l’exercice suivant : 
Exercice 2. Montrer que F (x) = À (x) — y est strictement 
monotone chaque fois que À (x) l’est. 


Théorème 3. Soit À un opérateur d'un espace de Banach réel sépara- 
ble réflexif X dans X*. Supposons que A soit demi-continu et forte- 
ment monotone. Alors le système de Galerkin 


(Pr, À (2n)) = (us y), k=1,...,n, (6) 


admet une solution x, € X et une seule pour tout y € X* et pour n quel- 
conque. La suite {x, } converge (en norme) vers la solution x € X de (1), 
unique elle aussi. L'opérateur A admet un inverse A™ qui est continu. 


Démonstration. D'après le lemme 2 du n° 2.1, l'opéra- 
teur À (x) est coercif ; il en est donc de même de F (x) = À (x) — y 
{voir la démonstration du théorème 2). De plus, À est strictement 
monotone. Compte tenu du théorème 2 et du corollaire 3, le systè- 
me (6) admet pour tout n une solution x, € X, et une seule, telle que 
Zn—> zo faiblement pour n—> œ, où x, € X est la solution (unique) 
de l’équation (1) (voir le corollaire 2). 

Ensuite, d’après le lemme 3 du n° 2.4 on a À (x,)— À (xo) = 0 
faiblement pour n—- co. Alors 


In = (tn — 2o, À (tn) — À (to))Z € (tn — xoll) lEn — zo Il 
{voir la définition 3 du n° 2.1). Or, In = — {—x0, À (zn)) — 


— (£n — Zo, À (x0))—- 0 pour n—> œ. Donc, c (||£n —zoll) [Zn —%o l-> 
—> 0 pour n—> œ. Appliquons le lemme 3 du n° 2.1 en posant y (t) = 
= c (t) t. D'après ce lemme || £n — zo ||—> 0 pour n—> œœ. Les deux 
premières propositions du théorème sont donc démontrées. 

Remarquons maintenant qu’en vertu du corollaire 3 l'opérateur A 
admet son inverse A~: X*— X. Puisque À est fortement monotone 
on a l'inégalité 


(u —v, A (u) — A (v))>c (lu —v |) Ilu — vll 
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qui reste vraie pour tous u, v € X. Alors 
| A (u) — A (v) > c (lu — v ll), 
ou, en posant z = A (u), w = A (v), 
|z — w |> c (| A= (z) — AT (w) Il). 

Si maintenant pour un z donné dans X on a w = Wp—> Z pour 
n— oo dans X, alors, d’après le lemme 3 du n° 2.1, on a A~! (w,)— 
— A7! (2) pour n—> œœ, d’où il ressort précisément que l'opérateur A-1 
est continu. Le théorème 3 est complètement démontré. 

Corollaire 4. Si dans les conditions du théorème 3 l'opérateur À 


est continu, il réalise une correspondance biunivoque et bicontinue 
entre X et X* (une telle correspondance s'appelle homéomorphisme). 


2.6. Un exemple pour la théorie des opérateurs monotones. Consi- 
dérons le problème aux limites pour une équation différentielle 
ordinaire: 
| Le (t) —f (t, x (t) =0 a <t<b, (1) 

Dx (a) = Dix (b) = 0, 0<k<m —1, (2) 


avec une expression différentielle (m =Œ 1) 


Ñ: 


La (t) = X, (—1) D'{P, (t) D'a (t)}. (3) 


l 
Ici D = d’dt est l'opérateur de dérivation. 

Le problème (41)-(2) sera considéré dans l’espace de Sobolev 
H” [a, b]; il s'agit donc de démontrer l'existence et l'unicité de la 
solution généralisée de ce problème. Cette circonstance permet 
d’affaiblir sensiblement les contraintes imposées aux paramètres 
du problème (1)-(2). 

Supposons que les coefficients P, (t), L = 0, 1, ..., m, soient 
continus sur [a, b]. Supposons de plus qu’il existe une constante 


æ >> 0 telle que pour tout x € H™ [a, b] on a l'inégalité 


b m 
D Pi (t) D'a (bp) dt >a lla lgm, n (4) 
a l=0 

Considérons maintenant dans H” [a, b] l’opérateur de composition 


non linéaire f (t, x (t)) en supposant f continue dans la bande 
tEla, bl, x Eļ—œ, +oof. Puisque H” [a, b] est immergé dans 


C la, b], la fonction f (t, x (t)) sera continue pour tout x € H” la, bl. 
Supposons en outre que pour tous t, £i, Tə 


[f (t, z1) — f (t, za) (m1 — z2) > 0. (5) 
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Considérons maintenant une forme quasi bilinéaire dans A" [a, b} 
(fonctionnelle linéaire en z): 
b 


b m 
a(z, )= | D (P, (t) Dix (t)- D'z (t)) dt + | Flt, x(t)z(t)dt (6) 
a l=0 a 


(voir n° 2.3 du chap. IV et n° 4.7 du chap. VIT). D'après le théorème 
de Riesz, l’expression a (x, z) est pour tout x € H”™ [a, b] une fonc- 


tionnelle linéaire bornée sur H™ [a, b] et se laisse donc représenter 
comme suit: 


a (x, z) = (A (x), Z) fm {ab}: 


où À (x) est un opérateur non linéaire dans H™ [a, b]. L'opéra- 
teur À (x) est fortement monotone, car 


a (£i, 2) — a (£2, 2) >Q || 1 — z3 ||, 


ce qui découle des formules (4), (5) et (6). 
Supposons en outre que la fonction f (t, x) vérifie dans chaque 
boule | x | r la condition de Lipschitz: 


|f (6, T1) — Í (t, Xo) IS c (r) | 2 — do |- 


On montre que À (x) est alors continu. Il ressort du théorème 1 
et du corollaire 2 du n° 2.5. que, dans les conditions restrictives 
imposées, le problème aux limites (1)-(2) a une solution généralisée 
et une seule. Le lecteur trouvera des généralisations ultérieures dans 
les livres [1], [5] et [32] qui décrivent également les applications de 
la théorie des opérateurs monotones à la résolution des problèmes anx 
imites pour les équations elliptiques. 


$ 3. Eléments de théorie de l’extrémum et d’analyse convexe 


Les méthodes du calcul des variations sont largement utilisées 
dans diverses branches des mathématiques et dans leurs applications. 
Nous nous bornons à exposer quelques fragments de la théorie dans ce 
paragraphe. Le n° 3.1 définit les conditions nécessaires et suffisan- 
tes de l'existence d’un extrémum local (libre); on y trouve aussi un 
théorème sur l’extrémum global souvent utile pour les applications 
(théorème 3). Dans le n° 3.2 nous cherchons la relation entre les pro- 
blèmes de l’extrémum pour des fonctionnelles différentiables conve- 
xes et les problèmes pour des opérateurs monotones. Remarquons que 
de pareilles relations existent entre les fonctionnelles convexes finies 
et les opérateurs monotones multivalents. Or, ces questions, y com- 
pris la notion fondamentale de sous-différentielle, ont dû être aban- 
données, afin de ne pas alourdir le livre. Nous exposons d'une façon 
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assez détaillée, dans le n° 3.5, les théorèmes de la séparation, qui 
constituent la base de l’analyse convexe. Enfin le n° 3.6 est consacré: 
aux questions relatives à un théorème connu de programmation con- 
vexe, dit théorème de Kuhn-Tucker. Le lecteur intéressé trouvera 
une théorie complète et ses applications dans la littérature spéciali- 
sée, par exemple dans [8]. 

Partout dans le $ 3 les espaces sont réels. 


3.1. Problèmes de l’extrémum dans les espaces normés et de Banach. 
Soit ọ (x) une fonctionnelle dans un espace normé X (i.e. un opéra- 
teur à valeurs dans ET), définie dans un voisinage S d’un point x. 
On dit que ọ (x) présente un minimum (resp. maximum) local au 
point x, s’il existe un voisinage S,€ S de x, tel que 


p (z) > P (£o) (resp. Pp (x) < (to) (1) 


pour tout x € S4. Si ọ (x) présente un minimum ou un maximum local 
en zo, On dit que ọ (x) présente (ou admet) un extrémum local en xs. 
Si les inégalités (1) sont strictes, on parle d’un extrémum (minimum 
ou maximum) local strict. 

Voici une généralisation du théorème connu de Fermat qui donne 
une condition nécessaire pour l’extrémum : 


Théorème 1. Supposons que la fonctionnelle (x) définie dans un 
voisinage d’un point x, admet un extrémum local en x, et a en x, une 
première variation Ôọ (x; h). Alors ôe (xə; k) = 0. 


Démonstration. Pour tout A€ X, considérons une 
fonction numérique @ (t) = @ (zo + th). Puisqu'elle présente un 
extrémum au point { — 0, on a 


0= a’ (0) = lim PMP) L Sp (xo; h). 


t>0 
Le théorème est démontré. 


Corollaire 1. Si dans les conditions du théorème 1 l’espace X est 
de Banach et la fonctionnelle ọ (x) différentiable en x, au sens de 
Gâteaux (de Fréchet), on a ° (x) = 0. 


Pour le démontrer, remarquons que la différentiabilité de ọ au 
sens de Gâteaux entraîne Ô® (zo; R) = ọ' (xo) À (voir n° 1.6 du 
chap. VIII). 

Et voici une généralisation de la condition suffisante connue 
pour l’extrémum local strict: 


Théorème 2. Soit la fonctionnelle ọ (x) deux fois continûment diffé- 
rentiable au sens de Fréchet dansun voisinage S d’un point x, d'un espace 
de Banach, et soit @'(xs) = 0. Alors, si la fonctionnelle quadratique 
vérifie la condition ọọ” (xo) P È y || k? ||, y => 0 (est définie positive) 
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pour tout h = 0, on a un minimum local strict en x, ; si Q” (£o) R? < 0 
(définie négative) pour h Æ Q, la fonctionnelle ọ (x) admet un maximum 
local strict en xo. 


Démonstration. Appliquons la formule de Taylor. Pour 
tout A tel que x, —+hRES on a 


1 
P (ro + À) =q (ro) + (zo) A+ | (1—0) q'(xo+- 0h) 482. (2) 
0 


Pour démontrer cette formule, faisons l'intégration par parties 
dans la formule de Lagrange (voir la formule (1) du n° 1.2, chap. VIII): 
1 
4 (zo 2) (0) = | p’ (ro OA) dOh = 
0 


1 
Re P' (xo +04) d (1—0) h= — (1—0) ¢' (£, + 0x) À + 
| t, 
+ | (1— 6) o” (£o + 0h) d OR? = p’ (x) À + 


1 
+ | (1—0) q” (xo + 0h) d Ok. 
$ 


Puisque (xs) =0, la formule (2) devient 
1 n 
P (zo + h) — P (20) = 5P" (£o) k? +r (h), 


1 
r (h) = | (1 —0) ip" (£o + 8h) —qg"(xo)] dO/?. 
(Ù 


Comme œ” (x) est continue, on a r (k)—> 0 pour n— 0. (Vérifier!) 
Le signe de la différence @ (£o + A) — ọ (zo) se définit donc, pour 
tout À suffisamment petit en norme, par le signe de la différentielle 
seconde ®” (£o) °, d’où la proposition. 

Citons maintenant quelques résultats moins évidents sur l’extré- 
mum d’une fonctionnelle. Introduisons d’abord une notionimportante: 


Définition. Une fonctionnelle ọ (x) définie sur un ensemble M 
d’un espace de Banach X est dite faiblement semi-continue inférieure- 
ment sur M si la convergence faible de x, vers zx, pour n—> œœ 
{£n E M, £o E€ M) entraîne l'inégalité 

p (£o) lim. inf p (£a). 


N -> 00 
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Théorème 3. Une fonctionnelle faiblement semi-continue inférieure- 
nent ọ (x) définie dans un espace de Banach réflexif X est bornée 
inférieurement et présente un minimum sur tout ensemble borné faible- 
ment fermé MEX. 


Démonstration. Soit {r,} une suite minimisante pour 
p (x) sur M, i.e. une suite dans M telle que pour n—> co 


P (En) > inf p(x)=d> — o. 
xEM 


Puisque M est borné, {x,} est bornée ; puisque X est réflexif, on peut 
extraire de {x,} une sous-suite faiblement convergente {zn}, Zn’ —> 
— x, faiblement pour n—> œ. Ensuite x, € M, car M est faiblement 
fermé. Puisque 

lim ọ (za) =d = lim. inf (x,), 

n —> o0 n -> 00 
la semi-continuité faible inférieure de ọ (x) entraîne aussitôt p (£o) < 
‘<d, i.e. dœ — œ et p (zo) =d. Le théorème est démontré. 

Pour les applications, il est parfois plus commode d'employer 

certains cas particuliers du théorème 3: 


Corollaire 2. Une fonctionnelle faiblement semi-continue inférieure- 
ment dans un espace de Banach réflexif admet un minimum sur tout 
ensemble convexe fermé borné. 


La démonstration découle du fait que toute partie fermée conve- 
xe d’un espace de Banach est faiblement fermée. 


Corollaire 3. Une fonctionnelle faiblement semi-continue inférieure- 
ment ọ (x) définie partout dans un espace de Banach réflexif, telle que 
€ (x)—+ œ pour || x |-> œ, présente un minimum sur tout ensemble 
convexe fermé non vide Q. 


Démonstration. Prenons un y € Q et choisissons R > 0 
tel que ọ (x) > ọ (y) pour tout x tel que || x | > À. Alors, d’après 
le corollaire 2, la fonctionnelle œ (x) admet un minimum en un 
point x, de M = {x; x € Q:||x || R}. Puisqu'on a en dehors de M 
soit |x| > À, soit x é Q, il vient ọ (z) = min ọ (x). 


x 
Problème. Montrer que toute fonctionnelle faiblement semi- 
continue inférieurement dans un espace de Banach admet un mini- 
mum sur tout ensemble bicompact (voir n° 1.1 du chap. V). 


3.2. Fonctionnelles convexes et opérateurs monotones. Dans ce 
n° nous établissons une relation entre les fonctionnelles convexes 
(voir n° 1.7 du chap. I) et les opérateurs monotones (voir la défini- 
tion 1 du n° 2.1). Nousétudierons aussi quelques questions simples de 
la théorie de l’extrémum pour les fonctionnelles convexes. 
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Théorème. Soit ọ (x) une fonctionnelle différentiable au sens de 
Gâteaux en tout point d'un espace de Banach X. Les propositions suivan- 
tes sont alors équivalentes: 


1° la fonctionnelle œ (x) est convexe; 
2° l'opérateur ° (x) est monotone; 
3° pour tous x, yE X on a 
PUY) — p (2) > p (x) (y — x). (1} 


Démonstration. 1°—2°. Donnons-nous x, yEX el 
considérons la fonction numérique œ (t) = œ@ (x + t (y — x)) définie 
pour t € |] — œ, +of. Montrons que œ (t) est convexe. Pour tous 
t, ta, et œ E€ [0, 1] on a 


ao (t)+ 1 — a) © (t) — o (at + A — a) t) = 
= ap (z + tı (y —x)) + 1 —a) p (z + t y — z) — 
— px + [ati + (1 — a) tal (y — 1) > 0, 
car 
z + [at + (1 — a) tal (y — x) = 
= q lz + t y — l + (1 — a) lr + ta (y — x) 


et la fonctionnelle ọ est convexe. Ensuite, œ (t) est différentiable et 
w (t) = "(x + t (y — x)) (y — x). De plus w’ (t) croîl, parce que 
w (t) est convexe (voir [12]). On a alors œ (1) = œ’ (0), i.e. ° (y) X 
X (y — x) > p' (z) (y — x), ou [g (y) — p (x)l (y — x) > 0. Puis- 
que p (x) € £ (X, Et) = X*, la dernière inégalité se laisse mettre 
sous une forme adoptée en théorie des opérateurs monotones : 


(y — x, p (y) —p (z); > 0. 


Nous avons montré que l'opérateur ° (x) est monotone. 
2° = 3°. Puisque ọ' (x) est monotone, on a 


[p (z + t (y —2x)) —p (£ + ta (y — 2) (ti — t2) (y — 2) > 0. 
Pour 4, œ> t, on en déduit l'inégalité 


p (x + t (y —x)) (y — 2) > p (£ + ta (y — x)) (y — 1) 


qui signifie que œ’ (t) est croissante. On obtient alors à l’aide de la 
formule des accroissements finis de Lagrange pour § € ]0, 1[ 


p (y) — 9 (z) = o (1) — o (0) = œ (E) > œ (0) = ¢ (x) (y — x). 


L'inégalité (1) s’en trouve démontrée. 
3° = 1°. Pour tout «œ € [0, 1] il vient d’après (1) 


ap (a) + (1 — a) p (y) — p (ax + (1 — a) y) = 
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= æ [p (x) — p (ax + (1 — a) y)] + (1 — a) [p (y) — 


—p (ax + (1 — a) yl > ap (ax + (1 — a)y) € — a) (x — y) + 
+ (—a)p (ar + (1 —a)y)a (y —x) = 0. 


Donc, la fonctionnelle ọ (x) est convexe. Le théorème est démontré. 
Ce théorème donne lieu à quelques conséquences fort importantes: 


Corollaire 1. Soit la fonctionnelle convexe ọ (x) partout définie 
dans un espace normé X. Elle présente alors un minimum global toutes 
les fois qu'elle admet un minimum local en un point zo. 


Appliquons le corollaire 1 pour X = ÆT. Considérons la fonc- 
tion 4p (t) = p (zo + th). On a 
P (zo + À) = + (1) >} (0) = p (to), 


car t = Ô est un point où p (t) présente son minimum global. Or, k 
est arbitraire, d'où la proposition. 


Corollaire 2. Toute fonctionnelle convexe @ (x) définie partout dans 
un espace de Banach et différentiable au sens de Gâteaux est faiblement 
semi-continue inférieurement. 


En effet, si z, — x, faiblement pour n—> œ on a d’après l’iné- 


galité (1) 
P (L) P (2n) + P’ (x) (£ — zn). 


Passant dans cette inégalité à la limite principale inférieure pour 
n— œo et tenant compte de @" (x) (x — zn)—> 0, on obtient ọ (x) < 
< lim. inf @ (zn). 
n — 00 

Corollaire 3. La fonctionnelle ọ (x) — (x, f), où f € X* et ọ est 
une fonctionnelle convexe et différentiable au sens de Gâteaux en un 
point xo, admet un minimum en x, chaque fois que x, est solution de 
l'équation (x) = f. 


En effet, si l’on a un minimum en x,, alors, même sans demander 
que p soit convexe, on a d’après le théorème de Fermat (voir le 
théorème 1 du n° 3.1) g’ (zo) = f. Réciproquement, si g’ (£o) = fÍ, 
on a d’après la formule ({) 


p (x) — (x, f) — p (to) — (to, f) = 
= (x) — P (to) — (xz — to, p’ (x))> 0. 


On montre aussi que si la fonctionnelle est convexe et diffé- 
rentiable au sens de Gâteaux, sa dérivée est demi-continue (voir 


n° 2.3). 
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Il existe donc une relation étroite entre les fonctionnelles convexes 
et les opérateurs monotones. Pour les détails et les applications, 
voir [9]. 


3.3. Cônes dans les espaces vectoriels et normés. Ordre partiel. 
Soit Æ un espace vectoriel. 


Définition 1. Un ensemble K © ÈE est appelé cône si pour tout 
xEK et tout a>0 on a ax € K. 


Définition 2. Un cône K est dit convexe si pour tout x € K et tout 
y € K on a toujours x + y € K. 


Exercice 1. Montrer que tout cône convexe est un ensemble 
convexe. 

Considérons quelques exemples simples de cônes convexes. 

Exemple 1. Considérons dans R™” un ensemble Re des 
vecteurs x = (6,)" tels que £; > 0, i = 1,...,m. Cet ensemble est 
un cône convexe, car ab; + fn; =z0sia>0,p>0,6;>0,n; > 0. 

Exemple 2. Considérons dans C [a, b] un ensemble C, la, b} 
de toutes les fonctions positives et continues sur [a, b]. Il est évident 
que C, [a, b] est un cône convexe. 

Exercice 2. Considérons dans l’espace lp, p> 1, un en- 
semble K des éléments x = (E) vérifiant les inégalités 


k—1 
>> | &; 1P) P, k=2,3,.. 
i=1 


Montrer que K est un cône convexe. 

Si l’espace vectoriel Æ contient un cône convexe K, il est possible 
de munir E d’une relation d'ordre partiel: certains couples d’élé- 
ments x, y de E vérifient la relation « est supérieur à ». 


Définition 3. Soit K un cône convexe dans E. Si x € K, on écrit 
x > 0 et on dit que x est positif. Si x, y € E et x — y €E K, on écrit 
z > y et on dit que x est supérieur à y. On dit en pareils cas que Æ 
est partiellement ordonné par K. 

Exercice 3. Montrer que la relation > est 

1° réflexive: x > x; 

2° transitive: si r> y et y> zZz, ona rz; 

3° positive homogène: si x> y et a Œ Q0, on a ax > ay; 

40 additive: si zœ y) et zə© Yo, ON a zı + Lo © Yı + Yə 

Nous nous servirons également de la relation <. L’inégalité 
y< x pour x, y E€ E signifie que x — y € K, i.e. que x > y. 


 Définition4. Un cône K€ E, où E est normé, s'appelle cône 
solide s’il admet au moins un point intérieur (voir n° 3.1 du chap. I). 
Exercice 4. Montrer que les cônes E et C, [a, b] (voir 
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les exemples 1 et 2) sont solides. Ici Æ” est l’ensemble des vecteurs 
x = (Ë;)" de l’espace euclidien £" tels que 6; 0, i = 1,..., m. 

Exemple 3. Soit È l’ensemble de tous les éléments x = 

= (6;)° de l’espace de Hilbert l, pour lesquels tous les > 0. 
Montrons que l} est un cône convexe dans l, mais n’est pas un cône 
solide. Il est clair que si x € l?, on a aussi «x € l pour a > 0, 
i.e. l? est un cône. Ensuite, si x = (6;)° € L} et y = (n: a) € LE, 
i.e. E; > 0, n;, > 0, alors on a aussi x ii y € BE, car E; +n; > 
pour i quelconque; on a de plus x + y € b. 

Montrons que le cône l? n’est pas solide. Soit x, = (ioia € LÀ, 
i.e. Eio œ 0, i = 1, 2,... Si le point x, a au moins une coordonnée 
Eso = 0, il n’est pas un point intérieur dans l?. En effet, soit un 
point zp = (Ë;);21, où Ë; = Es; pour i k et E, = — e/2, avec 
e >> 0. Il vient [xs — zoll = e/2, i.e. £p ES, (£o) pour tout e >O 
et zp È L. Soit maintenant x, = (6,5); 2, tel que tous les io > 0. 
Prenons zp = (hi, où 6; = io pour ik et Er = — bro- 

Maintenant |£} — zol| = 26, — 0 pour k—> +œ, mais xx 6 L. 
Ainsi donc, aucun point de l? n’est intérieur, ce qui revient à dire 
que ce cône n est pas solide. 

Exercice 5. Chercher les cônes convexes et les cônes solides 
dans Æ* parmi: 

4° x? +. VE z° ; 

20 a +yz’, zZÛ; 

3° | 

49 | 


3.4. Théorèmes sur les fonctionnelles linéaires positives. 


Définition. Soit K un cône convexe dans un espace vectoriel Æ. 
Une fonctionnelle linéaire f définie sur £ est dite positive si (x, f) > 
> 0 pour tout xz € K, i.e pour x> 0. 


Théorème 1. Soit E un espace vectoriel partiellement ordonné par un 
cône convexe solide K. Toute fonctionnelle linéaire positive f définie 
sur E est nécessairement bornée. 


Démonstration. Etant solide, le cône K admet un 
point intérieur x,. Il existe alors une boule S, (x) K. Prenons 
dans Æ un élément quelconque x = 0 et considérons les éléments 


to + zrg" ES» (£0). 


Pour ces éléments f est positive, i.e. 


(a Eni 1920 
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Puisque f est linéaire, on en déduit que 


— pc, pA er, D. 


Donc 
Lee, DIS En he. 
[l en ressort que f est bornée. On a aussi (voir n° 2.1 du chap. IV) 
HER 


Notre but immédiat est de démontrer un théorème analogue 
à celui de Hahn-Banach (voir $ 1 du chap. IV) pour une fonctionnelle 
positive. Comme dans le n° 1.1. du chap. IV, commençons par le 
cas le plus simple où il s’agit du prolongement d'une fonctionnelle 
linéaire positive. 


Lemme (du prolongement élémentaire). Soit E un espace normé 
réel partiellement ordonné par un cône convexe solide K. Soit L une 
variété linéaire dans E contenant au moins un point intérieur de K. 
Soit un point xo È L. Toute fonctionnelle linéaire positive f définie sur 
L se laisse prolonger à la variété linéaire L, d'éléments de la forme 
y + txo, y E L, t € Et, sans cesser d’être linéaire et positive. 


Démonstration. Montrons d’abord que pour tout 4, € E, 
zo Ẹ L, il existe dans L des points y”, y” tels que 
Y S toS y”. 


Soit en effet x, un point intérieur de K appartenant à L. Il existe 
alors une boule S,(r,) K et 


T 
t tyy ES (ti), 
d’où 
nE ajai 
Il en ressort que 
, 2 2 2 
y = — Leo ALLL Leo ti=y". 


En effet, x, € L et L est une variété linéaire. Donc, y € L et y” € L. 
Il découle alors de l'inégalité y < y” que (y', P< y”, Í) 
Remarquons maintenant que ly’, f} admet une borne supérieure: 
= sup (y', f) (1) 
Y'S xo 
et que 


y’, PS e< y’, 1). 
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Prolongeons maintenant f de L à Lı en posant pour x = y + 
—— txo € l 


(x, f) = (y, f) + te. (2) 


Montrons qu’une fonctionnelle ainsi définie est linéaire et positi- 
ve. Si £1 = U1 + lizo et Lo = Yo + Lolo, alors 


(dits + Aafa, f) = (Y1 + GoUos 1) + c (ouits + Qata) = 
= Qı Yi Í) + Go (Ya, 1) + Cols + Cata = 
= al y, J) + cti] + as [ (Yo; f) + ctal = ailt, f) + Ag (Za, f) 


Ainsi donc, f est linéaire sur Lı. Montrons que f est positive 
sur L. Soit 


y + tro >Q. 
Alors 
TZ —+ pour ¿>œ 0 et toS —+ pour t< 0. (3) 


De la première inégalité il vient 


y 
eo DZ (E, fY 
Or, (to, f)c d’après (1). Donc 


(=+, <e pour t >0. 


Par conséquent, 4, + c>0, d’où il ressort, d’après (2), que 
{y + ixo, J) > 0 pour t > 0. De même, si t < 0, la seconde inégali- 
té (3)nous donnec&(—+, fY, d'où {y + tzo, f) > Q. Ainsi donc, f 


est positive sur L.. Le lemme est démontré. 
Formulons maintenant le théorème sur le prolongement d’une 
fonctionnelle linéaire positive. 


Théorème 2 (C. G. Krein). Soit E un espace vectoriel partiellement 
ordonné par un cône convexe solide K. Soit L une variété linéaire dans E 
contenant au moins un point intérieur de K. Toute fonctionnelle linéai- 
re positive définie sur L se laisse prolongeren fonctionnelle linéaire posi- 
tive définie sur E tout entier. 


La démonstration se fait sur la base du lemme précédent, par 
analogie au théorème de Hahn-Banach (voir n° 1.1 du chap. IV). 
Citons une conséquence importante de ce théorème: 


Théorème 3. Soit E un espace normé réel partiellement ordonné 
par un cône convexe solide K = E. Il existe au moins une fonctionnelle 
linéaire positive non nulle définie sur E tout entier. 


nent 
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Démonstration. Soit x, un point intérieur de K. Cons- 
truisons un sous-espace unidimensionnel L = {x; x —tx,, t€ ET}. 
Définissons sur Z une fonctionnelle f telle que 


(x, f) = (to, f) = 1. 
Montrons que f est linéaire et positive. Si x, = tzo et £a = t£, ON à 
(Aiti + Aata, f) = (Qib + Aata) £o, f) = 
= Qili + Qata = Qy (dis f) + Qz (Ta, f) 


Donc f est linéaire. Montrons qu'elle est positive: si tr, € K, on 
a tœ 0. En effet, supposons le contraire, i.e. que £< 0 mais tzo € 
€ K: on a alors |t 1x, € K et, d'après la définition d’un cône, 
—ïo € K. Montrons que cela est impossible. Puisque zx, est un point 
intérieur de K, il existe une boule S, (x) c K. Pour un élément 


arbitraire x de Æ on a alors x, 4- DE E Sr (Lo). 


Nous venons de voir que —z € K. Conformément à la définition 
d’un cône convexe (définition 2 du n° 3.3), la somme des éléments 
TX TT 
+ (21+ per) er AE 
On a alors aussi x € K. Puisque x a été choisi arbitrairement dans £, 
il en découle que À = E, contrairement à l'hypothèse du théorème. 
Cette contradiction nous conduit à rejeter la supposition selon la- 
quelle x, € K et 1 < 0. 

Il ressort donc de tx, € K que tœ 0. Or, cela signifie que la 
fonctionnelle f est positive sur L: si x = tx, > 0, on a (x, f) = 
= (tzo, f) = t= 0. Ainsi donc, f est linéaire et positive sur L, et 
de plus L contient un point intérieur de K. D’après le théorème 2, 
la fonctionnelle f se laisse prolonger à Æ tout entier: on obtient 
ainsi la fonctionnelle dont il s’agit dans le théorème. Le théorème 3 
est démontré. 


3.0. Théorèmes de la séparation. Soit X un espace normé, et 
svient M, N deux ensembles dans X. 


Définition. On dit qu'une fonctionnelle linéaire bornée z* (dans 
le dual X* de X) sépare les ensembles M et N si pour tout x € M et 
tout y EN 

(z, z*)}< (y, x*). (1) 


Dans les théorèmes de la séparation qui font l’objet de ce n°, on 
montre l'existence d’une fonctionnelle séparant deux ensembles en 
faisant différentes hypothèses sur la nature de ces ensembles. Les 
théorèmes de la séparation sont très utiles pour les problèmes de la 
commande optimale (voir [8]). 


Théorème 1 (séparation des cônes). Soient Kı, K, deux cônes 
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convexes dans un espace normé X. Le cône K, est solide et le cône K, 
ne rencontre pas l'intérieur de K,. Il existe alors une fonctionnelle 
linéaire x* € X* qui sépare K, et K,, 


(z, x*)<LO<K (y, z*}, (2) 
pour tous x € Kı, y € Ka 


(Explicitons d’abord la signification géométrique de la condition 
de séparation (2). Le lieu géométrique des points x € X vérifiant 
l'équation (x, x*) = 0, où x* 0 est un élément donné de X*, 
est un plan dans X qui partage X en deux demi-espaces. Le cône K, 
est contenu dans le demi-espace (x, x*) 0 et le cône K, dans le 
demi-espace (x, x*) > 0.) 


Démonstration. Construisons l’ensemble 
K = K, —K;,={2EX:z2=1—-y,xEK,, yEK:} (3) 


et montrons que K est un cône convexe solide dans X tel que K =Æ X. 
Commençons par la convexité de K. Si z,. z; sont des éléments arbitrai- 
res de K, il existe, d’après (3), des éléments x,, x, € K; et y1, Y2 € 
€ K, tels que 
21 5 Li — Yys Zo 5 de — Ya 
Pour deux nombres quelconques œ, > 0, 4, œ> Q0 on a 
O1 F AZo = Qy (21 — Y1) + Qa (La — Yo) = 
= (Qty + ALa) — (Q1Yı + Geo) € K, 

CAT Qt, + QL E Ki, et œy + QY E K,. Ainsi donc, le cône K 
est convexe. 

Ensuite, puisque Kc K et que K, a des points intérieurs, il 
en est de même de K: autrement dit, le cône K est solide. 

Montrons enfin que K  X. Soit x, un point intérieur de K.. 
Nous allons montrer par l'absurde que —x, ¢ K. En effet, dans le 
cas contraire il y aurait x € K,, y € K, tels que —x, = x — y, d’où 
To TX =y. 

Montrons que x, + x cst un point intérieur de K,. Puisque x, 
est un point intérieur de X,, il existe une boule S, (x,) © Kı. La boule 


z + S, (x) = {EX;z2=x tr +u, uEX, [ul[l<r} 


est contenue alors, elle aussi, dans Æ,, conformément à la définition 
d’un cône convexe. Par conséquent, x, + x est un point intérieur 
de K. Or, x, + x = y € K,. On remarque que le cône K, rencontre 
l’intérieur de K}, contrairement. à l'hypothèse du théorème. La con- 
tradiction obtenue prouve que —x, ¢ K, i.e. que K =Æ X. Le cô- 
ne K vérifie donc toutes les conditions du théorème 3 du n° précédent, 
si bien qu’il existe dans X* une fonctionnelle linéaire x* positive 
(au sens de K) et non nulle. Pour tout z € K on a {z,x*)> 0, d’où 
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{x — y,x*) > 0 pour tous x € K,,y € K. (voir (3)). Par conséquent, 
l'inégalité (1) est vérifiée pour tous z € K,,y € K.. Comme 0 € K, 
et 0 € K,, l'inégalité en question se laisse mettre sous la forme (2). 
Le théorème est démontré. 

Considérons la séparation des ensembles qui ne sont pas des 
cônes. A cet effet, introduisons pour tout ensemble M€ X un en- 
semble 


K (M) = {xz E X: z =z, A> 0, 1EM}. 
De toute évidence, K (M) est un cône pour M quelconque. 
Lemme 1. Si M est convexe, K (M) est un cône convexe 


Démonstration. Soient Z, z € K (M); alors z, = 
= Àz et Zy = to, OÙ MZ 0, à > 0, z4, zta E M. Pour tous a, > 0, 
@ > 0 on a 


AZ + AZ = UA + AAt = 
— CAURI ho 
E (tid + Aaa) | Arhi + Gode A+ Gi + AA z | 


si a + ho >00, sinon a,z, + QZ = 0 € K (M). Puisque M 
est convexe (voir n° 1.7 du chap. I), le crochet appartient à M; 
on a donc 2, + @:29 € K (M) d’après la définition de K (M). Le 
lemme 1 est démontré, 


Lemme 2. Soit M un corps convexe (voir n° 4.1 du chap. VIII) 
tel que 0 ¢ M. Alors K (M) Æ X. 


Démonstration. Soit x, un point intérieur de M. 
Montrons que —1, ¢ K (M). Supposons le contraire: il existe 
alors À > 0 et x € M tels que —x, = Àx, avec À = 0, sinon 0 € M. 
On a alors x = — ~tr € M. 

Puisque x, appartient à M lui aussi, on a, par convexité de M, 
ah t(—x,) + (1 — a) ro € M pour tout «a E[0. 1}. Prenant a = 


= on obtient 


— To To 

Tr TT OEM. 
Or, on a par définition 0 € M. La contradiction obtenue montre 
que —to ¢ K (M). Le lemme 2 est donc démontré. 


Lemme 3. Soit M un corps convexe tel que O0 ¢ M. On définit alors 
sur X une fonctionnelle linéaire x* € X* telle que x* 0, (x,x*) > 0 
pour tout x € M. 


Démonstration. Introduisons un corps convexe K (M) Æ 
Æ X (voir les lemmes 1 et 2). D'après le théorème 3 du n° 5.4, il 
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existe une fonctionnelle linéaire x* Æ 0 telle que (x, x*) => 0 pour 
tout z € K (M). Or, ME K (M), si bien que x* est la fonctionnelle 
cherchée. Le lemme 3 est démontré. 

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer les théorèmes de 
la séparation des ensembles. 


Théorème 2. Soient M, N deux ensembles convexes disjoints dans un 
espace normé X. Supposons que M possède des points intérieurs. IE 
existe alors une fonctionnelle linéaire x* = 0, x* € X*, qui sépare M 


et N. 
Démonstration. Introduisons un ensemble 


L=M—-N={£GEX:2=1:—-y,x2EM, yEN}. 


C'est un ensemble convexe (voir le problème 11 du $ 1, chap. I); 
de plus il a des points intérieurs, car MC L, et 0 ¢ M, sinon il 
y aurait 0 = x — y,avecx E M,yEN,d'oùx = y;oronsait que M 
et N ne se rencontrent pas. On a donc bien 0 ¢ M. D’après le lemme 3 
il existe dans X* une x* non nulle et positive sur M, i.e (z,x*)> 0 
pour tout z € M. Cela signifie que 


(x, x* y> (y, x*) (4) 


pour tous x € M, y € N. Le théorème 2 est démontré. 
Explicitons la signification géométrique de ce théorème. Si 
dans (4) y est un élément fixé de N, on voit que l’ensemble 


{{x, x*), x € M} est minoré, si bien qu'il existe b = inf (x, x*). 
xCM 


D'une façon analogue, il existe a = sup (Y, x*). 


Soit un c encadré par a et b. On a alors pour tous xz EM, x EN 
l'inégalité 
(y, ta) e< (x, z*). 


Le lieu géométrique de tous les x € X tels que (z, x*) = ¢ est un 
hyperplan dans X. Cet hyperplan partage X en deux demi- -espaces : 
on a dans le premier (x, x*)< c et dans le second (x, z¥)©œc. 
L'ensemble V est dans le premier demi-espace, et l'ensemble M 
dans le second. 


Théorème 3. Soit M un ensemble convexe fermé dans un espace 
normé X, et soit un point x, € M. Le point x, peut alors être stricte- 
ment séparé de M, i.e. il existe une x* € X* telle que 

c = sup (z, t*) < (ro, TË). (5) 
xEM 

D é monstration. Remarquons d’abord que l'inégalité (5) 
peut s'écrire autrement: pour tout x € M 


(x, a) e< (ro, LË). (6) 
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Remarquons maintenant que le complémentaire de M dans X est 
un ensemble ouvert et contient x,. Il existe donc une boule N = 
= S, (z) qui ne rencontre pas M. En vertu du théorème 2, il existe 
une fonctionnelle linéaire non nulle x* € X* qui sépare M et N, i.e. 


(x, x5 yL c< (y, x) 


pour tous LE M, y EN. 
Mettons cette dernière inégalité sous la forme 


(£, xL*)} [<c (To, z*) + (Z, x* s 
où z € S, (0). Puisque x* 5 0, il vient 


inf (z, x*) <Q. 
z2€S (0) 


Donc, c < (To, x*), ce qui signifie que l'inégalité (6) est vérifiée. 
Le théorème 3 est démontré. 


3.6. Principe minimax et théorème de Kuhn-Tucker. Soit Q un 
ensemble dans un Pae normé X, et soient sur Q des fonctionnelles 

p (x) et p (x) = {p; (x)yi (n fonctionnelles). On demande de cher- 
cher min ọ (x) si x EO et 4 (x) 0, i.e. si toutes les p; (x) < 0, 
i=1,..., n. Ce problème s'écrit brièvement comme suit: 


min {p(x); x EQ, (x) < 0}. (1) 


Le problème (1) se réduit donc à la recherche du minimum de la 
fonctionnelle ọ (x) sur l’ensemble Q sous les conditions restrictives 
formulées comme des inégalités. Dans le cas où Q, @ (x), p (x) sont 
convexes, le problème (1) s'appelle programme convexe ou problème 
de programmation convexe. 


Définition 1. On appelle fonctionnelle de Lagrange de (1) une 
fonctionnelle 


l (z, À)= ọ (z) + (p (x), à) (2) 
dans laquelle À = (4;)1 € E” et (ẹ (x), À) = DENT (x) est le pro- 


duit scalaire dans Æ”. Les quantités À,, . .., À, s'appellent multi- 
plicateurs de Lagrange. 


La fonctionnelle de Lagrange dépend donc de deux variables 
zEOQOSXet\EET. 


Définition 2. Un point (x°, A), avec x° € Q et À° € R”, s'appelle 
point minimax (ou point col) de la fonctionnelle de Lagrange (2) si 
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pour tous x € Q, À> Q on a les inégalités 
La, A) LL (ax, AL L(x, À) (3) 


ou les égalités inverses. 

(Les inégalités (3) ont une signification géométrique bien simple : 
l (x°, At) est min (x, à?) en x et max l (x°, À) en À. Par exemple, (0, 0) 
est un point minimax, ou point col, pour la surface d'équation 
z = z? — y? dans Æ.) 


Théorème 1 (principe minimax). Soit (x°, À°) point minimaz de la 
fonctionnelle de Lagrange (2); alors x° est solution du problème de 
l’extrémum (1). 


Démonstration. Développons la condition minimax (3) 


compte tenu de (2). Pour tout x € Q et tout À, > 0, i = 1,...,n, 

on a 

p (2°) + D Arpi (re (+ D D Anpi (°) < p (2) + > Ab: (2). (4) 

D'après l'inégalité de gauche on a pour tout à; œ> 0, i = 1,...,n, 
È Mipi (2°) < > Aip: (x°). (5) 


Il en découle que tous les p; (x°) << 0. Supposons que #4 (x°) > 0 
pour un k donné. Prenons À; = 0, i = k, et À, œ> AÀẹk: on remarque 
que cette inégalité cesse d’être vraie. On a donc bien p (x°?) << O, i.e. 
les conditions restrictives (inégalités) sont vérifiées. On a ensuite 


n 
à À Aip: (x°) = 0, car si cette expression était négative, l’inégali- 


Li 


é (5) serait impossible pour À = 0, de même que l'inégalité (4). 
Remarquons qu'on a alors 


Aap; (29) = 0, i=1,...,n. (6) 


Compte tenu de (6), la seconde inégalité de (4) se met sous la forme 


p (22) <o (x) + È Ap; (x). 


Pour tout x € Q tel que p; (x) < 0, on a alors p (2°) << ọ (x), i.e. x° 
est solution de (1). Le théorème est démontré. 
Le lecteur peut trouver dans [7], pp. 77-83, une application de 
ce théorème en théorie de la régularisation des problèmes mal posés. 
Passons aux problèmes de la programmation convexe. 


Définition 3. On dit que la condition de Slater est vérifiée pour (4) 
s’il existe un élément x € Q tel que p (x) <Q. 
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Théorème 2 (Kuhn-Tucker). Soient un ensemble convexe Q et des 
fonctionnelles convexes Q, p. Supposons que la condition de Slater soit 
vérifiée pour (1). Un élément x? est solution du problème (1) si et seule- 
ment s'il existe un vecteur multiplicateur de Lagrange A? € E™ tel que 


l (20, N°) I (£, À) (7) 
et que les conditions (6) sont vérifiées. 


Démonstration. La condition est suffisante. On remar- 
que sans peine que (6) et (7) donnent lieu à la condition minimax (3); 
cette proposition du théorème résulte donc du principe minimax. 

La condition est nécessaire. Soit x° solution de (1). Considérons 
dans £"+1 un ensemble M constitué de vecteurs u = (u;);2, dont 
chacun se laisse associer un vecteur x € Q tel que 


p (x) — p (1°) < ho, Pi (x) < Uis i = 1, e.. Île 


L'ensemble M a des points intérieurs: si u œQ, i.e. si u} >00, 
k= 0,1,..., n, onau EM, et chaque point est intérieur. 

Exercice. Etant donné que les fonctionnelles @ el p sont 
convexes, montrer que M est convexe. 

Enfin, le point O ¢ M, sinon il y aurait ọ (x) < ọ (2°), p (x) < 
< 0, x E€ Q, i.e. x° cesserait d’être solution de (1). 

D’après le théorème 2 du n° 3.5, il existe une fonctionnelle À € 
E (Ent = E”+1, telle que À = (A;i)i=ọ 0, qui sépare l’ensem- 
ble M et le point 0. Autrement dit, il existe des nombres À,, Ai, . . ., Àn 
non tous nuls et tels que pour tout u € M on a (À, u) =œ 0, i.e. que 


à Au; > 0. (8) 
1—= 

Il ressort de (8) que tous les à; œ 0, car M contient tous les u > 0. 
Posons dans (8) u; = Yp; (x) i = 1, ..., n, et faisons tendre uo 
vers @ (x) — ọ (x°): il vient 


Mog (2) + 2 hi (2) Mg (2°) (9) 


pour tout x € Q. 
Démontrons à présent les égalités (6). Il est clair que p; (2) < 


ZO,i—1,...,n. Supposons que pour i = k on app (2x) = —a < 
< 0. Considérons un point us € Q qui a toutes ses coordonnées € >} 
sauf la k-ième, et up = —a&. Portons us dans (8). Il vient 


(À, Le) =€ D À; — a, >0. 
ik 


$ 3] ÉLÉMENTS DE THÉORIE DE L'EXTRÉMUM 524 


Pour e— + 0 on a —aÀ, > 0, d'où À, < 0, ce qui ne peut avoir 
lieu que pour À, = 0. On a donc Apiph (x°) = 0, et les égalités (6} 
sont démontrées. 

Appliquons maintenant la condition de Slater. Elle veut que 
À, Æ 0, sinon l'inégalité (9) nous donnerait 


` Aip; (x) >0 
i=1 


pour tout æ € Q et les À;, i = 1, ..., n, ne seraient pas tous nuls.. 


Posons dans cette inégalité x — x. Il vient 
0> À Ai (x) >0, 
i=1 

impossible. On a donc bien À, > 0. 

Divisons l'inégalité (9) par À, : compte tenu de (6), nous obtenons: 
l'inégalité 

p (2) + 2 AA) Pi (x) >Q (x°) + 2 (AG AS) Pa (2°) 
i= i= 
qui n’est autre que (7). Enfin, pour tout x € Q tel que ẹ (x) 0 on a 
PENE (r) + À AA) bi (E< (2). 


Le théorème est démontré. 
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